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Resumen. Una metodología de captura de interfase de tipo level set (LS) es aplicada a la resolución de

problemas de flujo con superficie libre, para los cuales la función marcadora o de LS indica presencia

de líquido cuando es positiva, de gas cuando es negativa, y determina la posición de la interfase para el

valor nulo. La metodología de cálculo, introducida previamente (Battaglia et al., Mecánica Computacio-

nal, XXVIII(17):1423–1440 (2009)), consiste en la resolución consecutiva de tres instancias, cada una

de ellas mediante elementos finitos. En la primera, se resuelven las ecuaciones de Navier-Stokes para

obtener el estado en el fluido; en la segunda, se advecta la función de LS para determinar la nueva posi-

ción de la interfase; y en la tercera, se aplica una estrategia de renormalización sobre la función de LS,

con el fin de mantener cierta regularidad de dicha función. Para complementar la estrategia de captura

de interfase, se analiza la incorporación de una metodología de control de volumen, así como también

la de un modelo que permita considerar la energía disipada por efectos turbulentos. La validación de

los desarrollos se realiza mediante la simulación numérica de ensayos experimentales de agitación en

tanques rectangulares.
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1. INTRODUCCIÓN

Entre los problemas de flujo con superficie libre más estudiados se encuentran los de agi-

tación, de sumo interés en el análisis del transporte de fluidos o de la respuesta de tanques de

almacenamiento de líquidos ante excitaciones armónicas o sismos.

Los problemas de agitación han sido abordados mediante distintas estrategias en elementos

finitos y otros métodos numéricos similares, como ser de seguimiento de interfase tipo Arbitrary

Lagrangian Eulerian (ALE) (Hughes et al., 1981; Huerta y Liu, 1988; Battaglia et al., 2012),

mediante métodos de captura de interfase, ya sean del tipo level set (LS) (Sussman et al., 1994,

1998; Battaglia et al., 2010b) u otros similares (Cruchaga et al., 2005, 2007), o empleando

técnicas mixtas, en las cuales la superficie libre es representada mediante una grilla que se

mueve independientemente de la malla de base fija (Cruchaga et al., 2001).

La validación de los métodos numéricos para sloshing se realiza en general recurriendo a

soluciones analíticas o semianalíticas (Moiseev y Petrov, 1966; Prosperetti, 1981) que general-

mente consideran fluidos no viscosos, o bien a resultados experimentales, como los presentados

en Cruchaga et al. (2013), en los cuales los efectos viscosos resultan importantes para la correcta

resolución de los problemas.

En este trabajo se empleará la técnica LS desarrollada anteriormente (Battaglia et al., 2010a,b)

para la resolución de un problema de agitación que será validado con resultados experimenta-

les (Cruchaga et al., 2013). Para ello, será preciso incorporar a la estrategia un modelo que

permita tener en cuenta la disipación de energía mediante efectos turbulentos, así como tam-

bién asegurar la conservación del volumen del líquido, dado que las simulaciones se desarrollan

a lo largo de períodos de tiempo relativamente extensos.

2. ESTRATEGIA DE RESOLUCIÓN

La resolución de flujos con superficie libre es abordada mediante la resolución de tres pro-

blemas relacionados entre sí: el del estado del fluido, representado por las ecuaciones de Navier

Stokes (NS) para los dos fluidos involucrados; el de transporte de la función marcadora φ re-

suelto mediante advección lineal; y el de renormalización de φ, que mantiene la regularidad del

campo de la función de LS, empleando la estrategia denominada Renormalización Acotada con

Penalización Continua (RAPC) (Battaglia et al., 2010a).

La interacción entre los tres problemas se resuelve operativamente resolviendo en cada paso

de tiempo cada uno de ellos mediante elementos finitos lineales, de manera tal que las veloci-

dades calculadas al resolver NS son empleadas para la advección de la función de LS φ, tras lo

cual el campo de φ es renormalizado para ser empleado en el siguiente paso de tiempo como

indicador de propiedades de los dos fluidos considerados al resolver NS.

Las tres instancias son resueltas mediante módulos del programa de propósito general PETSc-

FEM (2014), orientado a multifísica y cálculo en paralelo mediante el uso de Message Passing

Interface (MPI, 2013) y de Portable Extensible Toolkit for Scientific Computation (PETSc) (Ba-

lay et al., 2013). La sincronización entre los procesos se realiza mediante programas denomina-

dos hooks, que se ejecutan en determinados instantes de cada programa (Battaglia et al., 2010b).

En particular, se utiliza la misma topología en los tres modelos de elementos finitos a resolver.
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2.1. Estado en el fluido

El estado en el fluido dentro de un dominio Ω, en tiempo t ∈ [0, T ] está dado por el sistema

de ecuaciones de NS para dos fluidos viscosos, incompresibles e inmiscibles,

ρ(φ(x, t)) (∂tv + v · ∇v − f)−∇ · σ = 0 ;

∇ · v = 0 ;
(1)

donde x ∈ Ω es el vector posición, v es la velocidad, f representa las fuerzas de cuerpo por

unidad de masa, ρ(φ(x, t)) es la denisdad, ∂t(...) = ∂(...)/∂t representa derivación parcial con

respecto al tiempo y φ es la función de LS. El tensor de tensiones σ se compone de una parte

isotrópica −pI y una desviadora T, tal que

σ = −pI+T ; (2)

donde p es la presión, I el tensor identidad y T el tensor de fuerzas viscosas,

T = 2 µ(φ(x, t)) ǫ ; (3)

que es a su vez una función del tensor tasa de deformación ǫ para fluidos newtonianos,

ǫ =
1

2

[

∇v + (∇v)T
]

; (4)

en la cual (...)T indica transposición y µ = µ(φ(x, t)) es la viscosidad dinámica.

Las propiedades de los fluidos considerados, densidad y viscosidad, dependen tanto de la

posición x como del instante t en que se evalúan, y vienen dados por la función de LS φ, que se

encuentra definida sobre todo el dominio Ω e indica qué región está ocupada por uno u otro de

los fluidos considerados (Sussman et al., 1994, 1998), de acuerdo con:

φ(x, t)











> 0 si x ∈ Ωl;

= 0 si x ∈ ΓSL;

< 0 si x ∈ Ωg;

(5)

donde la fase líquida es Ωl y la fase gaseosa es Ωg, tales que Ω = Ωl ∪ Ωg y Ωl ∩ Ωg = ∅
se verifican. Los subíndices adoptados, l y g, corresponden a las fases de líquido y de gas,

respectivamente. Además, la superficie libre es

ΓSL = {x|φ(x, t) = 0}. (6)

En el contexto de la RAPC, descripta en la Sec. 2.3, la función de LS se encuentra acotada, es

decir, −1 ≤ φ ≤ 1, y la transición entre fluidos es suave.

Conocidos los valores de φ, las propiedades de los fluidos en las Ecs. (1) y (3) están dadas

como sigue,

ρ(φ) =
1

2

[(

1 + H̃(φ)
)

ρl +
(

1− H̃(φ)
)

ρg

]

;

µ(φ) =
1

2

[(

1 + H̃(φ)
)

µl +
(

1− H̃(φ)
)

µg

]

;
(7)

en las cuales H̃(φ) es una función signo suavizada,

H̃(φ) = tanh

(

πφ

ε̃

)

; (8)
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adoptando ε̃ como parámetro de referencia para graduar el ancho de la transición, tal que cuando

|φ| → ε̃, entonces H̃(φ) → 1.

La resolución numérica de las Ecs. (1) se realiza mediante el módulo de NS de PETSc-FEM,

empleando elementos lineales de igual interpolación para velocidad y presión, estabilizados con

streamline upwind/Petrov-Galerkin (SUPG) (Brooks y Hughes, 1982) y pressure stabilizing/-

Petrov-Galerkin (PSPG) (Tezduyar, 1991; Tezduyar et al., 1992).

2.2. Advección de la función marcadora

El transporte de la función φ en el dominio Ω está dado por la velocidad v obtenida al

resolver las ecuaciones de NS, y consiste en resolver

∂tφ+ v · ∇φ = 0; (9)

con las siguientes condiciones de borde,

φ = φ̄ sobre Γin; (10)

donde Γin = {Γ| v · n < 0} es la sección de ingreso. Al transportar la variable, la interfase ΓSL

es advectada naturalmente.

La resolución numérica de las Ecs. (9) y (10) se realiza con el módulo de advección-difusión

de PETSc-FEM, empleando elementos finitos lineales estabilizados con SUPG (Brooks y Hug-

hes, 1982).

2.3. Reinicialización de la función marcadora

Son diversas las técnicas de reinicialización y regularización utilizadas en la literatura (Mut

et al., 2006; Elias et al., 2007; Hartmann et al., 2010; Sun et al., 2010; Ausas et al., 2011), en

su mayoría orientadas a la reconstrucción de la función distancia desde la interfaz φ = 0, típica

de las formulaciones fundacionales de LS (Sussman et al., 1994, 1998). En cambio, la presente

metodología tiene por objetivo mantener una transición entre interfases de ancho prefijado,

no necesariamente asociada a una función distancia, mientras que fuera de dicha transición la

función de LS toma valores φ = ±1, dependiendo de la fase. En este sentido, se trata de una

aproximación que comparte características con la de Conservative Level Set (CLS) (Olsson y

Kreiss, 2005), en la cual la función marcadora φ̂ se encuentra acotada al intervalo [0, 1].
El procedimiento de renormalización aplicado se orienta a conservar la regularidad de la

transición entre las fases mediante la resolución de una ecuación diferencial en derivadas par-

ciales, en la cual la variable es la función marcadora φ (Battaglia et al., 2010a). El operador de

Renormalización Acotada con Penalización Continua (RAPC) es

φ (φ2 − φ2
ref)− κ∆φ+M

(

Ĥ(φ)− Ĥ(φ0)
)

= 0; (11)

donde κ es una difusión, M un coeficiente de penalidad y φref es un valor de referencia para

la variable φ, para el cual se adopta φref = 1, mientras que φ0 es el valor inicial de la función

de LS, resultado de resolver el problema dado por las Ecs. (9) y (10). El parámetro de difusión

κ está relacionado con el tamaño promedio de los elementos h, usualmente de h2 a (3h)2, tal

que un menor valor de κ resulta en una faja de transición más estrecha. Para el coeficiente M ,

adimensional, se adoptan usualmente valores de O(10nd+2), siendo nd el número de dimensio-

nes espaciales involucradas. Por último, la expresión de la función adoptada para el término de

penalidad es

Ĥ(φ) = tanh(2πφ) ; (12)
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Figura 1: Esquema de parámetros intervinientes en la conservación de volumen.

que corresponde a una función signo suavizada.

Como resultado de la aplicación de la Ec. (11), la función de LS toma valores φ = 1 o

φ = −1 en las regiones de líquido y de gas, respectivamente, que se encuentran fuera de la faja

de transición de la interfase, mientras que en cercanías de ΓSL se produce la transición suave,

de semiancho δ = O(κ1/2).
El operador de RAPC es resuelto numéricamente mediante elementos finitos, en cada paso de

tiempo o cada cierta cantidad de pasos de tiempo, dependiendo de la rapidez de desplazamiento

de la superficie libre. Un mayor detalle sobre las características del proceso de renormalización

puede hallarse en trabajos previos (Battaglia et al., 2010a,b).

3. ESTRATEGIA DE CONSERVACIÓN DE VOLUMEN

Es un problema conocido de los métodos tipo LS la falta de conservación de masa durante los

análisis (Sussman et al., 1998; Sussman y Fatemi, 1999). En particular, el aumento o pérdida de

masa de cada fase no es uniforme a lo largo de la interfase, sino que tiende a concentrarse donde

ésta presenta mayor curvatura (Mut et al., 2006). Para superar este inconveniente, se implemen-

tó una estrategia de conservación de masa global y explícita, que se ejecuta inmediatamente

después de aplicar el operador de RAPC. En el caso de desplazamientos y deformaciones pe-

queñas de la superficie libre, como el que motiva este trabajo, el error que puede cometerse al

desplazar uniformemente el campo de φ a lo largo de toda la interfase no afecta sensiblemente

los resultados de la simulación.

La metodología de conservación de volumen consiste en sumar al campo de φ en el paso de

tiempo n+ 1, denominado φn+1
0 , un ∆φn+1 calculado de la siguiente manera,

∆φn+1 = Cvol D
−1

vol

(

V n+1 − V 0
)

; (13)

siendo V n+1 el volumen de líquido en el paso de tiempo n+1, V 0 el volumen de líquido inicial,

Cvol un coeficiente adimensional que permite controlar la estabilidad del esquema de conserva-

ción, con Cvol < 1, y Dvol un parámetro que relaciona la extensión media de la superficie libre y
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el gradiente de la función de nivel φ en la interfase. El valor de la variable en el paso de tiempo

considerado será entonces φn+1 = φn+1
0 +∆φn+1.

El funcionamiento de la corrección de masa se basa en lo siguiente: la variación de volumen

puede estimarse como ∆V = (V n+1 − V 0) = LSL ∆x, con LSL la longitud aproximada de la

superficie libre en 2D, o el área de la superficie libre en 3D, y ∆x el desplazamiento de la curva

de la función de nivel φ con respecto a la posición de volumen de líquido constante, como puede

apreciarse en la Fig. 1. Debido a que la corrección se efectúa sobre φ, se recupera la relación

entre ∆x y ∆φ mediante ∇φ,

∇φ ≈ ∆φ

∆x
≈ 2φref

dSL
; (14)

en la cual dSL es el ancho de la transición entre ±φref y se relaciona con el parámetro κ de la

Sec. 2.3. En definitiva, dSL se estima en función de la cantidad de elementos en el denominado

espesor de la interfase, y en la Ec. (13) se emplea Dvol =
1

2
LSLdSL.

En la Sec. 5 se realizan consideraciones acerca de los valores adoptados para cada parámetro

interviniente en la metodología de conservación, así como también de su desempeño.

4. CONSIDERACIONES SOBRE EFECTOS DE LA TURBULENCIA

Se espera que la metodología de cálculo pueda resolver casos de flujo con superficie libre

en un régimen de flujo turbulento, motivo por el cual es preciso considerar de alguna manera la

disipación de energía por efectos turbulentos.

Un modelo de implementación sencilla es el aplicado en Cruchaga et al. (2009) y Cruchaga

et al. (2013), donde la viscosidad turbulenta está dada por

µt = mı́n(µ+ l2mixρ
√
2ǫ : ǫ, µmax); (15)

donde lmix es una longitud de mezcla característica del problema y µmax una viscosidad máxima

dada. En Cruchaga et al. (2009) se adopta lmix = Ct hUGN, siendo Ct un parámetro dado y hUGN

una longitud característica del elemento, mientras que para los casos resueltos en Cruchaga et al.

(2013) se emplea un parámetro global lmix fijo.

En el módulo de resolución de las ecuaciones de NS incompresibles de PETSc-FEM se

encuentra implementada una estrategia para la resolución de flujos turbulentos mediante Large

Eddy Simulation (LES) (Franck et al., 2009). En particular, a este modelo se le incorporó un

valor de corte µmax no considerado previamente, de manera tal que la viscosidad turbulenta se

determina como

µt = mı́n(µ+ C2
sh

2
sρ
√
2ǫ : ǫ, µmax); (16)

en la cual Cs es el coeficiente de Smagorinsky y hs es una longitud característica del elemento,

que en 2D se calcula como hs =
√
Ae, con Ae el área del elemento.

Las expresiones dadas en las Ecs. (15,16) resultan equivalentes cuando lmix = Cshs. Notar

que, dadas las bajas viscosidades de los fluidos considerados en los ejemplos a resolver, se

asume una condición de deslizamiento perfecto en todo el contorno del dominio, motivo por el

cual no es necesario definir leyes de pared.

5. EJEMPLO DE APLICACIÓN

5.1. Experimento

Los experimentos se realizaron empleando una caja acrílica conteniendo agua, montada so-

bre una mesa vibratoria, y fueron presentados en Cruchaga et al. (2013). El nivel de agua es

L. BATTAGLIA, M. CRUCHAGA, M. STORTI, J. D'ELIA2166
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Figura 2: Mesa vibratoria y tanque instrumentado, con equipamiento instalado.

registrado en determinados puntos de control mediante sensores ultrasónicos con precisión de

±0,5 mm, que pueden apreciarse en la instalación para el experimento, Fig. 2. Tanto las dimen-

siones de la caja como la disposición de los sensores se indican en la Fig. 3.

Figura 3: Dimensiones de la caja, en mm, y disposición de sensores CP para el ensayo.

Los desplazamientos impuestos a la mesa vibratoria son de amplitud A = 10 mm, mientras

que en este trabajo se analizarán los resultados para una frecuencia f = 0,87 Hz, que corres-

ponde a 0,75fn, siendo fn la primer frecuencia natural correspondiente al sistema, determinada

de la siguiente forma,

fn =

√

g

4πl
tanh

πd

l
; (17)

en la cual g es la aceleración de la gravedad, l = 388 mm es la longitud del tanque, y d =
100 mm es la altura de agua en reposo, de manera tal que fn = 1,16 Hz. La excitación es

aplicada durante 150 s, para luego detener la mesa.

Los desplazamientos de la superficie libre registrados por los sensores CP1 y CP2 son re-

presentados en la Fig. 4, donde se aprecia el período transiente inicial, seguido de un régimen
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Figura 4: Registro del experimento para f = 0,87 Hz en los sensores CP1 y CP2.

periódico y, por último, un régimen de decaimiento una vez que la mesa vibratoria se ha de-

tenido. Se verifica además que la agitación muestra un comportamiento cuasi-2D (Cruchaga

et al., 2013), efecto que puede apreciarse en los registros de video y en la comparación de las

mediciones de los sensores CP1 y CP3, que resultan prácticamente coincidentes.

5.2. Modelo numérico

La simulación numérica se realizó sobre un modelo de elementos finitos 2D con cuadrán-

gulos lineales, de dimensiones l = 0,388 m de ancho y b = 0,30 m de altura. Los paráme-

tros de los fluidos son: para el agua, viscosidad dinámica µl = 0,001 kg (m s)−1 y densidad

ρl = 998,2 kg m−3; para el aire, viscosidad dinámica µg = 0,000018 kg (m s)−1 y densidad

ρg = 1,225 kg m−3. La aceleración de la gravedad es gy = −9,81 m s−2, y la agitación es

producida mediante la aplicación de una aceleración horizontal gx variable con el tiempo,

gx = −Aω2 sin (ωt); (18)

L. BATTAGLIA, M. CRUCHAGA, M. STORTI, J. D'ELIA2168
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Figura 5: Discretización y estado inicial para el ejemplo de agitación.

donde A = 10 mm es la amplitud de desplazamiento de la mesa vibratoria, ω = 2πf es la

frecuencia circular y t el tiempo, dado en segundos. La excitación horizontal es aplicada en el

período 0 ≤ t < 140 s, luego del cual el sistema se amortigua hasta el tiempo final de análisis

tf = 170 s.
La discretización espacial cuenta con 106 elementos de ancho constante en horizontal, es

decir, 3,66 mm de ancho cada uno, mientras que en altura se definieron tres sectores: el inferior,

con elementos de 15 mm; el central, con cuadrángulos de 2 mm; y el superior, con elementos de

5 mm. La malla se encuentra representada en la Fig. 5, y se propuso con idénticas dimensiones

a la empleada en Cruchaga et al. (2013). Notar que en el análisis se emplea una malla refinada

en la zona donde se espera se mueva el frente material, quedando el movimiento del mismo

contenido en dicha franja en todo momento. Tanto en este caso como en los restantes ejemplos

de la referencia anterior no se observa efecto alguno debido al cambio en la aproximación de

las variables por la diferencia de mallado.

El paso de tiempo adoptado es ∆t = 0,01 s, con reinicialización propuesta en cada uno de

ellos e integración temporal implícita. Para la RAPC, se emplearon M = 1000 y k = (4h)2 =
6,40 × 10−5. El coeficiente de Smagorinsky para el modelo LES se propuso en Cs = 55,5,

con viscosidad máxima µmax = 0,1 kg (m s)−1. El valor de Cs se determinó con el fin de

establecer una equivalencia entre el modelo dado en la Ec. (15) empleado en Cruchaga et al.

(2013) con lmix = 0,15 m y el implementado en PETCs-FEM de la Ec. (16), teniendo en cuenta

que hs =
√
Ae = 0,0027 m en la mayor parte del dominio, y particularmente donde se produce

el desplazamiento de la superficie libre.

Los parámetros para el algoritmo de conservación de volumen dado en la Sec. 3 son Cvol =
0,05 y Dvol = 0,002328 m2, pues LSL = 0,388 m y dSL = 0,006 m.

5.3. Resultados

La Fig. 6 muestra las amplitudes medidas en las posiciones de los sensores CP1 y CP2

obtenidas mediante el método numérico. En relación a los resultados experimentales graficados

en la Fig. 4, se aprecian mayores diferencias de amplitud en dos períodos: en el transitorio
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inicial y en el de amortiguamiento posterior a la detención de la excitación en tiempo t = 140 s,
mientras que cuando el sistema se encuentra en régimen las amplitudes son coincidentes, tanto

en máximos como en mínimos.
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Figura 6: Amplitudes de desplazamiento para f = 0,87 Hz en las posiciones CP1 y CP2 obtenidas numéricamente.

Para comparar el período de oscilación y las amplitudes de manera precisa, se representan en

la Fig. 7 los resultados experimentales y numéricos en un lapso de tiempo de 2 s, donde puede

apreciarse la coincidencia en ambos parámetros.

En el presente trabajo, la finalidad de incorporar una viscosidad modificada permite una

captura de la interfaz más estable numéricamente, sin degradar la solución (Cruchaga et al.,

2013). La comparación de estos resultados con los obtenidos con una metodología diferente

y con predicciones experimentales de Cruchaga et al. (2013) son concurrentes. Asimismo, se

hicieron pruebas sin considerar una viscosidad máxima en el modelo de turbulencia, cosa que

afectó fuertemente las amplitudes de desplazamiento, que en el tramo en régimen mostraron

una amplitud máxima en subida de apenas 4 mm. Además, de no incorporarse el efecto de la
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Figura 7: Comparación entre resultados numéricos y experimentales de amplitudes de desplazamiento para f =
0,87 Hz en las posiciones CP1 y CP2.

disipación turbulenta, los desplazamientos calculados son muy superiores a los mostrados por

los experimentos físicos.

5.4. Conservación de volumen

Con el fin de evaluar la eficiencia del algoritmo de conservación de volumen, se analiza la va-

riación porcentual del volumen a lo largo de la simulación numérica, representada en la Fig. 8.

Al igual que las diferencias en las amplitudes con respecto a los resultados experimentales, las

mayores variaciones se producen en los tramos de transitorio inicial y tras la finalización de la

excitación horizontal, con máximos de casi 0,3 %, mientras que para el tramo de régimen cons-

tante las variaciones máximas están en el orden del 0,12 %, siempre en referencia al volumen

inicial de líquido.

Se hicieron pruebas con diferentes valores de Cvol, desde la centésima hasta Cvol = 0,5. Para

este ejemplo, ni la conservación ni la calidad de los resultados en general se vieron sensiblemen-

te afectadas; sin embargo, para casos en los cuales pudieran producirse grandes desplazamientos

de la superficie libre o rotura de la interfase, sería conveniente estudiar con mayor detalle tanto

la elección de Cvol como la de Dvol.

6. CONCLUSIONES

El método numérico logra reproducir aceptablemente los resultados experimentales, espe-

cialmente en el período de régimen constante.

El modelo de disipación de energía permite considerar la disminución de amplitudes de agi-

tación debido al empleo de una viscosidad corregida, que es función del tamaño de los elemen-

tos y del coeficiente de Smagorinsky Cs. Asimismo, se estableció una correspondencia entre la

metodología empleada por Cruchaga et al. (2009) y la implementada en PETSc-FEM, permi-

tiendo la obtención de amplitudes muy similares a las registradas en el ensayo experimental y

en resultados numéricos (Cruchaga et al., 2013). Independientemente de ello, resta profundizar

la relación entre los problemas a resolver y el coeficiente Cs.
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Figura 8: Variación porcentual del volumen.

La conservación de volumen mostró un buen comportamiento y baja sensibilidad a la va-

riación del parámetro Cvol, que debe mantenerse en un rango 0 < Cvol < 0,10; en el caso de

proponerse valores cercanos a la unidad, se han detectado inestabilidades en la solución debido

a la formulación explícita del esquema de conservación. La elección del valor de Dvol se rela-

ciona con la extensión de la superficie libre y con el espesor de la transición entre el líquido y

el gas, de manera que depende de las escalas espaciales del problema a resolver. A pesar del

carácter explícito y global del algoritmo, las variaciones en el volumen del líquido se mantuvie-

ron por debajo del 1%, aunque deben realizarse pruebas adicionales con problemas de grandes

desplazamientos o rotura de la superficie libre para evaluar completamente su desempeño.
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