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Resumen.

En Boukrouche y Tarzia, Comput. Optim. Appl., 53(2012), 375-392, se considera un problema de
control éptimo continuo gobernado por una inecuacién variacional eliptica siendo la variable de control
la fuente de energia interna del sistema y se demuestra la existencia y unicidad del control y del estado
Optimos. El objetivo del presente trabajo consiste en realizar el anélisis numérico del mencionado prob-
lema de control 6ptimo usando el método de elementos finitos con tridngulos de Lagrange de tipo 1. Se
discretizan la inecuacion variacional eliptica que determina el estado del sistema y el funcional costo
para una fuente de energia dada. Se muestra la existencia y unicidad de solucién del control y estado
del sistema 6ptimos para cada & positivo, siendo & el parametro de elementos finitos que tiende a cero.
Finalmente se demuestra que el control y estado 6ptimos discretos convergen al control y estado 6ptimos
continuos cuando el pardmetro 4 tiende a cero.
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1. INTRODUCTION

Se considera un dominio acotado 2 C R™ con una frontera I' = 9Q2 = I'y [T’y regular
compuesta por dos porciones de frontera I'; (de medida de positiva) y I's. Sea el problema
eliptico (P) dado por:

u>0; u(-Au—g)=0; —-Au—g>0 en € (1)

0
u="5b sobre I'y; _ g sobre I'y; (2)
on
donde g es la energia interna del sistema en €2, b es la temperatura sobre I'; y ¢ es el flujo de
calor sobre el borde I's. En Boukrouche y Tarzia (2012) se considera el problema continuo de

control éptimo distribuido asociado al problema (P) definido como
J(Gop) = Iglélél J(9) (3)

donde el funcional de costo J : H — Ry viene dado por la expresion:

1 M
T(9) = Sllugllis + S llgllz )
con M > 0 constante y u, la solucién del problema (P) correspondiente al control g. La
formulacién variacional del problema (P) es: Hallar v = u, € K tal que

a(u,v—u)Z(g,v—u)—/ q(v —u) ds, Yo e K (5)

1)

donde
V=H'(Q), K={veV:v>0enQ, v/I1=0b}, Vi={veV: vl =0},

H = L*(Q), (u,v):/uv dx Y u,veH,
0

a(u,v):/Vu.Vv de Yu,veV
Q

siendo @ una aplicacién continua , bilineal, simétrica y coerciva (Kinderhlerer y Stampacchia,
1980) , es decir: existe A > 0 tal que

a(v,v) > M|} VoveV. (6)

El objetivo de este trabajo es realizar el andlisis numérico del problema (P) y su correspondiente
problema de control 6ptimo asociado (3). Con este fin, se utiliza el método de elementos finitos
con tridngulos de Lagrange de tipo 1 constituido por elementos finitos de clase C° siendo 5 el
pardmetro que tiende a cero (Brenner y Scott, 1994; Ciarlet, 2002). Se discretizan el funcional
de costo (4) y la inecuaciodn variacional (5) y se muestra que existen tnicas soluciones para estos
problemas discretos (Lions, 1968), ademads de las correspondientes convergencias cuando h —
0 en adecuados espacios funcionales siguiendo la metodologia dada en Tarzia (2013). Diversos
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problemas continuos de control 6ptimo de sistemas gobernados por inecuaciones variacionales
elipticas estan dados en (Bergounioux , 1997; Bergounioux y Kunisch, 1997a; Bergounioux
y Mignot, 2000; De Los Reyes, 2011; Haller-Dintelmann et al., 2009; Haslinger y Roubicek,
1986; Hintermuller, 2001, 2008; Hintermuller y Kopacka, 2009; Ito y Kunisch, 2000; Kunisch
y Wachsmuth, 2012; Mignot, 1976; Mignot y Puel, 1984; Ye y Chen, 2012).

2. DISCRETIZACION DEL PROBLEMA DE CONTROL OPTIMO

Sean 2 C R™ un dominio poligonal acotado; b una constante positiva y 73, una triangulacion
regular constituida por elementos finitos afines de clase C° sobre el dominio 2. El pardmetro de
la triangulacion es h > 0, que se define como la medida del mayor lado de todos los tridngulos
T € 713,. Ademads para cada h se definen los conjuntos:

Vi, = {Uh c Co(ﬁ) : Uh/T S ]Pl(T), VT € Th}

K, = {’Uh S Co(ﬁ) svp >0, Uhjp, = b, Uh/T S Pl(T) VT e Th}

donde P, (T") es el conjunto de polinomios de grado menor o igual a 1 en 7. La discretizacién
del funcional costo estd dada mediante la expresion:

1 M
T H = RG, Tu(g) = llungllzr + gl @)

y el problema de control éptimo discreto correspondiente se establece como:

In(Grop) = ;réilr} Jn(g) (8)

donde uy, es el estado asociado al control g solucion del problema (/%) cuya formulacién
variacional discreta estd dada por: Hallar u,, € K}, tal que

a(ung, Un — Ung) > (g, Uh — Ung) — / q(vn, — upg)d, Vo, € K. )
I

Lema 1:
Seang € H,b e Hz(I')y q € L*(T,). Entonces:

(a) La solucion del problema (P,) dado por la inecuacion variacional eliptica (9) existe y es
tnica.

(b) Dados g1, g» € H, sean uyg,, upg, € K las soluciones respectivas del problema ().
Entonces resulta:

1
|ung, — ung, |lv < ~llg2 — g1llg ¥V h > 0. (10)

Demostracion:

La parte (a) se obtiene por aplicacién del Teorema de Lax-Milgram (Kinderhlerer y Stam-
pacchia, 1980).

En cuanto a la parte (b), como w4, y ng, son soluciones de la inecuacién variacional eliptica
(9) para g, y g2 respectivamente, utilizando la coercividad de a se deduce:
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Mg, = tng |t < a(tng, — tng,, tng, = Ung,) < (92 = g1, Ung, — Ung,)
<|lg2 — g1llm || weng, — ung,llv ¥V h >0,

y en consecuencia se obtiene (10).

Lema 2:
Sean u, y up, las soluciones de los problemas (P) y (P,) respectivamente para un control
g € H. Entonces uy, converge fuertemente a u, en V' cuando h — 0%.

Demostracion:

Utilizando una idea similar a la del Lema 1, se obtiene que ||up,|[v< C V h > 0, donde
C' es una constante positiva independiente de h. Entonces existe 7 € V' tal que u, converge
débilmente a ) en V' cuando A — 0. Por unicidad de la solucién del problema (P},) y que a es
semicontinua inferiormente débil en V/, resulta = u,. Utilizando nuevamente el hecho de que
u, y up, son respectivamente las soluciones de los problemas (P) y (F},) para g € H, resulta:

AJug — uhg”%/ < a(ung — Ug, Ung — Ug) < (g, Uy — Ung) +/ q(ung — ug) dy
I

y por ende:

hlggl+||uhg — ug||=0.

Teorema 3: Se tiene que:
a) el funcional J}, es estrictamente convexo,

b) la solucién del problema de control 6ptimo discreto (8) existe y es tnica V h > 0.

Demostracion:

Sean 1 € [0,1], g1,92 € H 'y upg la solucion de la inecuacién variacional (9) para el
control g; (i = 1,2). Considerando g3(pt) = g1 + (1 — 1) go y ups la solucién de (P,) asociada
ags(p) y upa = pupg, + (1 — p)upg, entonces resulta:

1
1In(91) + (1= 1) Jn(g2) = n(gs () = Lot llwngs [z + (1 = p)llungu Iz — llnallz]+
M
< Lellgnllz + (U= )llgallz = llgs () 1]

1

:M<1_M)‘ -
2

5 (lunsllr — IlunallZ]

Ungs — tng, |3 + = (1 — ) llge — g1 ll3r +

2

p(1 = p) M
> = 5 11— p) g2 — g1ll%,

pues 0 < upq(p) < ups(p) con lo cual se obtiene la tesis (Lions, 1968).

||uhg2 — Uhgy ||%{ +
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Teorema 4:

Sean ug,, ¥ ung,,, los respectivos estados asociados a los controles Optimos gop, ¥ g .op SOlU-
ciones de (3) y (8) respectivamente. Entonces se tiene que

Uhg,, — Ug,, en V fuerte y gnop — gop en H fuerte cuando h — (I

Demostracion:

Sean i > 0, ghop Y Unyg,,, €l control y estado Gptimos discretos soluciones de (8) y (9)
respectivamente. Entonces se tiene:

(1) Ntn gy, Il < lunolle <c V¥ h,

(i6) Nonoollr < % lhunollr < e ¥ b

Por lo tanto, existen n € V'y f € H tales que wyg,,, converge débil a nen V'y gnop
converge débil a f en H. Como la aplicacién a es semicontinua inferiormente en V' y por
la unicidad de la solucién del problema (P) resulta = uy. Ademds, por ser la norma en
H una funcién semicontinua inferiormente en la topologia débil y por el Lema 2, se tiene
que J(f) < J(g) Vg € H,y como el problema de optimizacién (3) tiene dnica solucién
(Boukrouche y Tarzia, 2012), resulta f = g,,.

Considerando la coercividad de a resulta:

0 S )\ ||ugop - uhgoph ||%/ S a’<ugop - uhgoph ) ugop - uhgoph)

< (Gop = Gnops Uge, — uhgoph) - / q(ug,, — Uhgo;)h)dV- (11)
Iy

Aplicando limite cuando h tiende a cero en la expresion anterior (11) y por la convergencia
fuerte de up,,, au,,, en H y la convergencia débil de gy oy a gop €0 H , se tiene que:

hli,)%l+|’ugop - uhgoph HV: 0. (12)

La convergencia fuerte de los controles 6ptimos g, a gop S€ obtiene utilizando la conver-
gencia fuerte (12) y la convergencia débil de los controles ptimos.
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