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Resumen. Con el objetivo de obtener estimaciones de errores ’a posteriori’ y mejorar la aproximacion
de las soluciones numéricas de las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de Black-Scholes-
Merton (BSM, ecuaciones del tipo de difusion), se estudian métodos de extrapolacién y de mallas mixtas
para el problema de valuacién de opciones Asidticas de compra y venta de activos financieros. Estos
derivados, que se negocian entre partes fuera de mercados estdndar, resultan ser de una gran variedad
de tipos que se definen en detalle en el articulo y su valor estd asociado con el cdlculo de promedios
de los precios del activo subyacente durante la vida de la opcidn, lo que las hace pertenecer a la clase
de opciones dependientes del camino, de lo que resulta, en principio, el crecimiento de la complejidad
computacional en las aproximaciones numéricas. En el caso usual de realizar promedios aritméticos so-
lo existen en la literatura expresiones aproximadas para valuarlos, razén por la cual las estimaciones
numéricas utilizando el denominado modelo trinomial (equivalente al método de diferencias finitas ex-
plicitas aplicado a la ecuaciéon de BSM correspondiente) son una alternativa razonable siempre que (1)
se puedan estimar los errores de aproximacion, (2) se puedan mejorar las soluciones aproximadas para
lograr una valuacién ajustada, y (3) se puedan disefiar algoritmos de construccién de esta solucién aprox-
imada con una complejidad computacional manejable. Los tres puntos mencionados se tratan y resuelven
en detalle en el presente trabajo y se desarrollan métodos que se extienden, con las modificaciones nece-
sarias, a otros tipos de opciones dependientes del camino. Se efectiian asimismo comparaciones con las
soluciones aproximadas al problema de las que se explica su derivacién y que se obtienen de la liter-
atura. Para la obtencién de resultados respecto de los puntos (1) y (2) se utilizan mallas trinomiales y
refinamientos de las mismas con conjuntos coincidentes de nodos en los cuales se realizan promedios
con los pesos adaptados al orden numérico del algoritmo base. El ajuste de estas mallas mixtas de man-
era de respetar las propiedades de evolucién del valor del activo y su volatilidad es uno de los aspectos
delicados del método lo que es tratado en el trabajo con el fin de optimizar el algoritmo propuesto. En
lo que respecta al punto (3) se utiliza un sistema de interpolacién y célculo de promedios que reduce
considerablemente varias de las fuentes de complejidad. Asimismo se puede establecer una estrategia de
recorrido de los nodos que conduce a reducir el restante factor generador de complejidad numérica.
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1. INTRODUCCION

El objetivo principal de este trabajo es obtener estimaciones de errores ’a posteriori’ y mejo-
rar la aproximacion de las soluciones numéricas de las ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales de Black-Scholes-Merton (BSM, ecuaciones del tipo de difusion), para el caso de op-
ciones Asidticas de compra y venta de activos financieros para las que se estudian métodos de
extrapolacion y de mallas mixtas.

La ecuacion clasica BSM es

2
g+rsﬁ+la252ﬁ =rf (1)
ot 05 2 05?
con las condiciones de frontera e iniciales que corresponden a cada caso particular.
En esta ecuacion
f es el valor de la opcion clasica (Vanilla call o put)
r es la tasa de interés libre de riesgo
S es el precio del subyacente de la opcion, y
o es la volatilidad del subyacente.

Basamos los desarrollos en los resultados ya obtenidos en Neuman y Zanor (2005) algunas
de cuyas ecuaciones y otras planteadas aqui se apoyan en el libro cldsico de Hull (1999). El
objetivo de ello es evitar repeticiones de conceptos basicos para los que remitimos al lector a
las referencias citadas y las que en ellas, asimismo, se encuentran.

Estos derivados, denominados Asidticos, que se negocian entre partes fuera de mercados
estandar, resultan ser de una gran variedad de tipos posibles que se definen en el articulo y su
valor estd asociado con el cdlculo de promedios de los precios del activo subyacente durante la
vida de la opcidn, lo que las hace pertenecer a la clase de opciones dependientes del camino, de
ello resulta, en principio, el crecimiento de la complejidad computacional en las aproximaciones
numéricas.

En el caso usual de realizar promedios aritméticos solo existen en la literatura expresiones
aproximadas para valuarlos, razén por la cual las estimaciones numéricas utilizando el denom-
inado modelo trinomial (equivalente al método de diferencias finitas explicitas aplicado a la
ecuacion de BSM correspondiente) son una alternativa razonable siempre que

1. se puedan estimar los errores de aproximacion,
2. se puedan mejorar las soluciones aproximadas para lograr una valuacion ajustada, y

3. se puedan disefiar algoritmos de construccién de esta solucidén aproximada con una com-
plejidad computacional manejable.

Los tres puntos mencionados se tratan y resuelven en el presente trabajo y se desarrollan
métodos que se extienden —con las modificaciones necesarias,— a otros tipos de opciones
dependientes del camino.

Se efectian asimismo comparaciones con las soluciones aproximadas al problema de las que
se explica su derivacion y que se obtienen de la literatura.

Para la obtencién de resultados respecto de los puntos (1) y (2) se utilizan mallas trinomiales
y refinamientos de las mismas con conjuntos coincidentes de nodos en los cuales se realizan
promedios con los pesos adaptados al orden numérico del algoritmo base. El ajuste de estas
mallas mixtas de manera de respetar las propiedades de evolucién del valor del activo y su

Copyright © 2006 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecéanica Computacional Vol XXV, pp. 1051-1069 (2006) 1053

volatilidad es uno de los aspectos delicados del método, lo que es tratado en el trabajo con el
fin de optimizar el algoritmo propuesto.

En lo que respecta al punto (3) se utiliza un sistema de interpolacion y célculo de promedios
que reduce considerablemente varias de las fuentes de complejidad.

Asimismo se puede establecer una estrategia de recorrido de los nodos que conduce a reducir
el restante factor generador de complejidad numérica.

El método propuesto es aplicable a una amplia clase de derivados exéticos del tipo depen-
dientes del camino: Lookbacks, opciones alfa-cuantiles, Lookbacks Asidticas, opciones Hind-
sight, opciones Lookback repartidas, opciones Mocatta, Lookbacks de tiempo parcial, Look-
back Quantificadas, swaptiones Bermudas, notas duales reversales Callable power, Asidticas,
etc., y permite muestreo discreto, es decir en un subconjunto de tiempos de evaluacion, lo que
es muy popular porque los derivados con muestreo discreto son mas baratos que los de muestreo
total.

En lo que sigue del articulo se trata una seccién dedicada a las opciones Asidticas donde se
analiza la distribucion final de promedios del precio del subyacente puesto que la valuacién de
estos derivados dependen de ella. La siguiente seccion se dedica al método trinomial. Alli se
compara este ultimo con el resultado del clasico método binomial. Completado el andlisis del
mismo se consideran las mallas mezcla y sus posibilidades para el mejoramiento de soluciones
y la estimacion de errores. A continuacion se aplican los métodos desarrollados a dos casos:
primero un ejemplo de la literatura con el fin de comparar nuestros resultados con los publicados
previamente, y en segundo término un ejemplo de una opcién del mercado local. Por dltimo se
establecen unas breves conclusiones de lo realizado.

2. OPCIONES ASIATICAS

Las opciones Asidticas son una clase muy desarrollada de opciones exoéticas dependientes
del camino donde el pago final estd asociado al promedio de los precios a los que cotiz6 el
subyacente durante el periodo de vigencia de la opcién hasta el momento de su ejecucion o
expiracion. Pueden ser de tipo Europeo o Americano.

En el caso en que el promedio S se calcula teniendo en cuenta todos los valores del subya-
cente S en el periodo de andlisis, el pago de la opcién de compra de precio promedio (average
price call) es

Cr = max{0,S — K} (2)

y el de la opcidn de venta de precio promedio (average price put) es
Pr = méx{0, K — S} 3)

donde K es, como es notacién estdndar, el precio de ejercicio de la opcién y S es el promedio
de los precios del subyacente calculado hasta el tiempo de ejercicio 7' (Cp y Pr son asi el valor
del average price call y del average price put en el tiempo final).

El pago de la opcién de compra de promedio de ejercicio (average strike call) es

Cr = HléX{O, ST — 5} (4‘)
mientras que el de la opcidn de venta de promedio de ejercicio (average strike put) es
pr = méx{0,S — Sy} (5)

donde, como ya sabemos, St es el precio del subyacente en el momento 7" de ejercicio de la op-
cion (cr y pr son asi el valor del average strike call y del average strike put en el tiempo final).
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De este modo, sin incluir nuevas variantes tenemos veinticuatro clases de opciones Asiaticas
seglin se tomen los promedios aritméticos (lo usual y, de hecho lo que haremos en este trabajo),
geométricos o harmoénicos.

Existe una gran variedad adicional de estas opciones dependiendo de la forma cémo se cal-
cula el promedio S, es decir: este puede ser calculado en forma continua como hemos supuesto
hasta ahora o solamente teniendo en cuenta los valores del subyacente en momentos definidos
y discretizados del tiempo de duracion de la opcion. Otro factor que incrementa el nimero de
posibles Asidticas es si los promedios se realizan pesando los distintos valores o sin pesarlos
(peso unitario constante), por ejemplo una posibilidad comun es la de dar mds peso a los valores
mads recientes del subyacente que a los mds antiguos (pesos crecientes).

Por razones de simplicidad y teniendo en cuenta que para ser aplicados a los restantes ca-
sos solamente hay que efectuar pequenos ajustes en los algoritmos, en este trabajo vamos a
concentrar los ejemplos en el caso del average price call con promedio S aritmético continuo.

Cuando se toman promedios aritméticos la distribucion de estos no tiene propiedades analiticas
que permitan calcular una solucién explicita utilizando BSM directamente. La ecuacién corre-
spondiente (opciones exoticas dependientes del camino, caso de promedios) es

2
%M 6_f+ nglaQSQa—f:rf (6)
ot 0S or 2 05?2

donde .
I= ! / S(t)dr (7)
t Jo

r, es la tasa de interés libre de riesgo
o, es la volatilidad del precio S del subyacente, y
f, el valor de la opcidn, representa a C' para las opciones de compra (average price call),y a P
para las opciones de venta (average price put).

Sin embargo en la figura 1 es posible observar que la distribucién de los promedios no satis-
face la hipotesis de lognormalidad necesaria para la correcta utilizacion de BSM.

Distribucién de probabilidades

0.014 : ,
‘ - Prob. del promedio ‘

0.012} ]

0.01f R .
0.008} - ]

0.0061 s |

Probabilidades

0.004} o .

0.002r

0 ey bt )
30 40 50 60 70 80
Promedios posibles

Figura 1: Probabilidades individuales de los promedios alcanzados en el arbol trinomial de 13 pasos con los datos
correspondientes al ejemplo 1, ver seccién 5.1
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Figura 2: Probabilidades agrupadas por clases de los promedios alcanzados en el arbol trinomial de 13 pasos con
los datos correspondientes al ejemplo 1, ver seccién 5.1. Se superpone la forma de la distribucién lognormal para
comparacion.

En la figura 2 se suman las probabilidades por clase y se superpone la forma de la distribu-
cién lognormal para comparacion. Aqui se observa una cierta similitud pero esta se hace cada
vez menos aproximada al aumentar el numero de pasos del drbol cuando se tiende al caso con-
tinuo. Cabe destacar que el primer momento de la distribucién discreta es Siq = 50,4293$
mientras que el correspondiente a la continua es S; = 52,5855% lo que apoya lo mencionado
precedentemente.

Para este caso (por ejemplo observando la figura 2) es posible realizar una aproximacion
suponiendo que la distribucion de promedios es cuasi lognormal y calculando los primeros
dos momentos de la misma bajo la hipdtesis habitual de BSM, es decir lognormalidad y la
evolucién en un mundo neutral al riesgo. En nuestro caso, si llamamos S; y S, al primero y
segundo momento se puede expresar

S = eri—;lso 3
Y 3 26(2r+0'2)T 292 1 erT
52 = (7‘+02)(2r+02)T2+rTg (2T+02 _r+02) ©)
de este modo vale (BSM, aproximadamente)
C=Cy=eT(SN(dy) — KN(dy)) (10)

(recordemos que C es el valor de la opcién de compra (average price call en el tiempo inicial),

con
g 2
log (52) + 5
oT
S o2T
log (#) -5

dy = 12
2 T (12)

dy = (11)
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dy = dy — oVT (13)
g S
1
2= _log [ 22 14
o Tog(5%> (14)

por ultimo en la ecuacién (10) N (x) denota la normal acumulada hasta el puntaje .

3. EL METODO TRINOMIAL

El método de arboles trinomiales es una mejora considerable de los instrumentos bésicos que
se utilizaron para desarrollar la teoria de la valuacion de opciones —los arboles binomiales—
que condujeron a las primeras versiones de la ecuacion BSM y a las aproximaciones a sus
soluciones.

Al pasar del conocido método binomial al trinomial

1. Se mantienen las propiedades estadisticas de la distribucion final a las que conducen
teoremas como el Teorema Central del Limite,

2. mejora considerablemente la calidad de la discretizacion de la caminata al azar predicha
para el subyacente a partir del instante inicial de andlisis,

3. en consecuencia se obtiene una mejor aproximacion en la valuacion deseada,

4. es mas realista el conjunto de alternativas que puede tomar el precio del subyacente puesto
que, ademas de representar los posibles aumento o disminucion del mismo, admite que el
precio se mantenga. Esto es independiente de la posible existencia de deriva no nula del
precio que puede representarse en cualquiera de los sistemas de discretizacion,

5. es una algebrizacion del proceso continuo que equivale a la representacion discreta de
BSM mediante diferencias finitas adelantadas explicitas,

6. admite la aplicacion de la teoria de errores a posteriori del Andlisis Numérico a BSM

La necesidad de discretizar el problema —en este caso mediante drboles trinomiales— surge
naturalmente de la ausencia, en general, de soluciones analiticas para el proceso de valuacioén
del derivado en estudio. Esto es especialmente frecuente en el caso de los derivados exoticos
dependientes del camino que, al agregar una o mds dimensiones al problema, incrementan la
complejidad computacional y, en general, alejan la posibilidad de hallar soluciones cerradas o
formulables.

En el arbol trinomial, a partir de cada nodo hay tres posibilidades para el siguiente paso
(subir, medio, descender) que admiten la existencia de deriva no nula para la evolucion de los
precios del subyacente.

Estimadas la deriva y volatilidad de la caminata aleatoria para el precio del subyacente, exis-
ten muchas posibles determinaciones de los valores de estos factores de cambio “paso a paso” y
sus “probabilidades” asociadas (en realidad la teoria de valuacién mediante técnicas de neutrali-
dad al riesgo y no arbitraje (BSM), muestra que, esencialmente, no se trata de probabilidades de
suba, mantenimiento, o descenso; pero como después estos valores se utilizan como si fuesen
probabilidades para el célculo de la esperanza de movimiento del precio desde cada nodo en
cada paso, se las identifica desde el principio con verdaderas probabilidades)
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Dado que el objetivo de nuestro trabajo es el mejoramiento de soluciones aproximadas y
la estimacion de errores, calculamos una de las versiones mas simples para este conjunto de
valores (en todos los casos se toman los valores de modo que valgan la media y desvio estandar
de los cambios de precio cuando se desprecian los términos de orden superior al paso de tiempo
ot.)

Llamamos u, m y d a los factores o coeficientes de suba, medio y baja del precio del sub-
yacente en cada paso del arbol de discretizacion. Se debe mantener la condicion de cierre del
arbol

ud = m? (15)

(con el fin de evitar la multiplicacién del nimero de nodos). Llamamos p,,, p.. y pq a las proba-
bilidades de suba, medio o baja correspondientes. Estas variables deben satisfacer las siguientes
ecuaciones de compatibilidad del primer y segundo momento de la evolucion del subyacente

Pult + Pmm + pad = €™ (16)
y
puu2 +pmm2 +pdd2 _ le(St — eZT(St <6026t _ 1) (17)
es decir
2
puu2 +pmm2 +pdd2 — e(27’+0 )5t (18)

Para obtener una posible solucidn de este sistema suponemos

ud=m?=1 (19)

Pm =73 (20)

con lo que resulta el siguiente sistema de ecuaciones resoluble para las restantes variables: u,
Pu'Y Pd

2 1
puti+ 5+ pa = et 1)
2 1 2
puu2 + § +pd? — e(2T+U )ot (22)
1
Pu+Pa = 3 (23)

cuya solucién puede expresarse como sigue: las probabilidades

5 — 3626t(2r+02) + 3F — 65t(2r+02) (_2 + IF) . 86r6t (2 + F) + 662r6t (2 + IF)

6 (5 — 16e70t + 1220t 4 2e0t(2r+o?) _ 362675(27"4-02)) (24)

Pd =

5 — 3625t(2r+02> —3F + 66t(2r+02) (2 + ]F) + 8€r5t (_2 + ]F) o 662r5t (_2 + ]F)

Pu = 6 (5 — 167t + 12270t +92 65t(2r+02) _ 3626t(2r+02)) (25)

y el coeficiente de suba

-1 + 365t(27’+02) + IF
—4 + 6eot
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donde la variable [F toma el valor

F(5t) = |/ —4(2 — 3erit)? 4 (1 — gedtCzr+o?)? 27)

Nétese que en aproximacion al nivel de despreciar los términos de orden superior a 0t se tiene
que

F(6t) ~ oV 120t (28)
Coeficiente F
0.25
0.2t

__0.15¢
e Azul: exacto
"ol Rojo: aproximado

0.05¢

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
ot

Figura 3: Comparacién de los valores del coficiente F para los valores de r=0,1, 0=0,4, ver ecuaciones (27,28)

En la figura 3 representamos el valor de F(d¢) en funcién de una gama amplia de valores del
paso dt para la ecuacion exacta (27) y su aproximacion al nivel explicado, ecuacion (28). Para
esta representacion se tomaron los valores de los parametros siguientes: » = 0,10 y o = 0,40
(teniendo en cuenta los que corresponden al ejemplo de la seccion 5.1). Para los valores usuales
del paso (que debe tender a cero) se observa un ajuste muy bueno, lo que confirma el cédlculo
aproximado que se ha expuesto.

Con el mismo criterio precedente, en el caso de u se tiene el cociente aproximado

24 0VI126t +3(2r + 0?)dt

~ 29
2 4 610t 29
de modo que
3
u~1+oV30t+ 502515 ~ g7 V30l (30)

Realizando célculos anédlogos, con la precision establecida, se obtiene, en resumen, que el coe-
ficiente de suba, u, resulta dado por

u = eV 39thst 31
con probabilidad de suba, p,,
1 ot o?
= — —_ 2
Pu=7%* 1202(r 2) (32)
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el coeficiente de movimiento medio, m, lo suponemos unitario (m = 1) con probabilidad (es-
cogida)

2
Pm = 3 (33)
y el coeficiente de descenso, d, dado por
1
d = - = e_o—mﬁ‘;t (34)
U

con probabilidad de descenso, pq,

1 ot o?
pd:é_\/ma?(“?) 33)

donde o es la volatilidad del precio del subyacente, ¢t es el paso local del tiempo (nét = T
el tiempo de vida de la opcidn, n el nimero de pasos), (s; es un coeficiente de ajuste para la
dispersion del arbol al tiempo final 7', y 7 es la tasa de interés libre de riesgo.

El factor de correccién [35; de la ecuacién (31) tiene una doble utilidad: por un lado mejora
el ajuste del arbol al movimiento browniano geométrico (cuando es necesario tomarlo distinto
de la unidad) que modela la evolucidn del precio del subyacente y por otro se aplica en el ajuste
de las mallas mixtas que explicaremos en la seccion siguiente.

En la seccion 5 ilustramos en primer término el algoritmo que considera todos los casos
posibles de caminos en el arbol (y que, por ende, tiene complejidad computacional O(3™)) lo
que configura su principal problema. Para las opciones exdticas de una amplia clase entre las
dependientes del camino, de las que las asidticas que nos ocupan son un ejemplo, es posible
elaborar un algoritmo con una complejidad computacional mucho menor utilizando solamente
un conjunto fijo de valores por nodo (lo que puede llevarse al extremo de considerar solamente
los valores maximo y minimo, que, por supuesto, deben estar incluidos) e interpolar entre ellos.
De este modo es posible reducir el problema en una primera instancia al caso lineal respecto
del nimero de nodos (que es de orden O(n?)). En la siguiente seccién planteamos otras simpli-
ficaciones del algoritmo que permiten mejorar este problema de complejidad, las soluciones y
estimar los errores del método. Para otros detalles del método trinomial como por ejemplo el
hecho que coincide con el método de diferencias finitas explicitas para la BSM sugerimos ver
las referencias citadas.

Para los ejemplos, las suposiciones bédsicas (BSM) son

= tasa de interés r libre de riesgo

= valuacion libre de riesgo

= acciones subyacentes que no generan dividendos en el periodo
» retrorrecorrido del drbol en forma inductiva y selectiva

= para el caso de la version Americana de las opciones se verifica en cada nodo del subcon-
junto recorrido la posibilidad de ejercicio temprano.
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3.1. Cambio de probabilidades

En el caso que se suponga, en el caso totalmente analogo al desarrollo anterior, que la prob-
abilidad de movimiento medio es p,, = 1/3 en lugar del doble, las ecuaciones que se obtienen
son: las probabilidades

1— 3626t(2r+02) o 66t(2r+02) (2 + G) _ 26r5t (4 + G) + 3627‘67& (4 + G)

Pd = 3 — 24erdt 4 36e2rot — Gedt(2rto?) _ Qp26t(2r+o?) (36)
1= 3ePt0re?) o H2r0?) (L2 4 @) 4 2670 (—4 + G) — 3¢¥% (—4 + G) .
Pu = 3 — 24erdt 4 36e2rdt — Gedt(2r+o?) _ Qe26t(2r+0?) (37
y el coeficiente de suba
~ 1 _'_ 3e5t<27‘+0'2) + G
—2 + 6erot
donde la variable G toma el valor
G(3t) = /4 (1 — 3erit)? 4 (1 4 3edtCzr+%))? (39)

d= 1, m? = iid = 1y G(dt) tiene una forma y propiedades similares a su andloga F(5t). Las
probabilidades p, y p, ahora son del orden de 1/3. Una deduccion similar a la realizada para
la primera versién conduce a las expresiones aproximadas que son Utiles para la construccién
del drbol trinomial en este caso, sin embargo, eligiendo todo igual pero p,, = 1/2 se obtiene
—resolviendo el sistema anédlogo al dado por las ecuaciones (21-23) con las modificaciones que
corresponden en las constantes— un nuevo conjunto de valores de los parametros que aplicamos

en el ejemplo 5.2. Estos son
2€§t(27‘+0'2) + H

P “0)

con las probabilidades

9 _ 2626t(2r+02) 4 H — 65t(2r+02)H _ 46r5t (2 + H) + 4627“615 (2 + H)

ba = 8 (1 — 4erdt 4 4e2rot e25t(27‘+02)) (41)
y
2 2e®0r0%) 4 P2 H 4 4ert (—2 4 H) — 4620 (—2 + H) o
Pu = 8 (1 — derdt 4 4e2rdt _ c2ot(2r+o)) (42)
donde
H(dt) = \/4625?5(2””2) —4(1— 26T5t)2 (43)
realizando simplificaciones andlogas a las ya explicadas se obtiene
H(6t) =~ ov/351 (44)
de modo que
1+ 0v20t+ (2 )0t
- +o + (2r + 0?) 43)

1+ 2rdt
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es decir 205
20t
G~14o0v20t+ 2 — o7 V20 (46)
Andlogamente
1 ot o2
by = — — - — 47
Pu=71T\ 5 <T 2> “47)
y
1 ot o?
-1 ot o 4
Pa= 7§ 352 (7“ 5 ) (48)

3.2. Comparacion de métodos

Opcion de compra Vanilla (Acindar)

| BSM(0.511)

_ 0 Trinomial(pm:2/3)
-0 : .
0 o Tr|nom|al(pm:1/2)

o i o o - Binomial

0O

% g o © 0
o 5 o8 8809880504
R 0 979 8
o o) O 5 o]
5 O
0.51\ ] ] ] ] ] ]
0 50 100 150 200 250 300

Numero de pasos

Figura 4: Comparacién entre los métodos trinomiales y el método binomial para el caso del ejemplo 2 (ver seccién
5.2)

En la figura 4 se comparan los métodos trinomiales precedentemente deducidos para el caso
de los datos de la opcién de acciones de Acindar (pero ahora considerada como una opcién de
compra Vanilla, o cldsica, con el fin de tener un valor exacto de la solucién, dado por BSM,
para poder realizar la comparacion, se trata luego en el ejemplo 2, ver seccion 5.2). Asimismo
se incluye el resultado de BSM y el de realizar el calculo utilizando el método clasico binomial.
Se advierte claramente que cualquiera de los dos trinomiales supera al binomial en cuanto a la
calidad de la aproximacion, en todo el rango de pasos representados y que todos ellos, cuando se
supera un ndmero pequefio de pasos, aproximan correctamente dentro del error de estos métodos
que calculamos en la seccién de ejemplos para el caso de las opciones Asidticas (cabe suponer
que el error en este caso Vanilla sea menor, pero aun asi las aproximaciones son muy buenas). Es
mas dificil dar una respuesta a la pregunta de cudl de los dos trinomiales representados supera

Copyright © 2006 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



1062 M. BERGALLO, C. NEUMAN, V. SONZOGNI

al otro. En este caso parece ser mejor el que corresponde a la probabilidad p,, = % respecto
del que corresponde a la eleccion de la probabilidad p,, = %, pero queda todavia terreno para
investigar al respecto.

4. EXTRAPOLACION, ESTIMACION DE ERRORES, MEJORAMIENTO DE
LA SOLUCION Y EL METODO DE MALLAS MIXTAS

En los articulos Bergallo et al. (2000a) y Bergallo et al. (2000b) damos los detalles del
método de mallas mixtas para la estimacion de errores (a posteriori) y el mejoramiento de la
solucion que produce el método trinomial. Esta teoria se puede aplicar aqui debido a que el drbol
trinomial es en realidad parte de la malla de diferencias finitas explicitas de la ecuacion BSM
correspondiente. Un factor de ventaja adicional es que el método puede aplicarse aun en el caso
en que no se tienen condiciones de formulacién o de frontera e iniciales totalmente correctas en
la BSM permitiendo obtener resultados aproximados en los casos en que no se cuenta con los
exactos (que es justamente el caso del trabajo que nos ocupa).

4.1. Extrapolacion

La extrapolacion de los resultados (denominada en Anélisis Numérico: “de Richardson™)
consiste en utilizar las expansiones del error asintdtico —asociado a la magnitud calculada—
para distintos pasos h (que en nuestro caso los denominamos dt). Generalmente estos son 2h
y h. Se utilizan los resultados para obtener un “extrapolado a paso cero” en funcién del orden
del método en cuestion. En nuestro caso el orden resulta ser dos (i.e. O(h?) puesto que el arbol
trinomial es un subconjunto de la malla de diferencias finitas explicitas correspondiente a la
ecuacion BSM (es interesante notar que, si se desea utilizar un método de diferencias finitas
(parcialmente) implicitas debe aplicarse un drbol multinomial que abarque todos los nodos de
cada paso, lo que, en general, resulta impractico).

Este método podria ser utilizado, pero la base del concepto de mallas mixtas o mallas mezcla
en su faceta de mejoramiento de la solucion es superior en varios aspectos como ha sido ya
expuesto en las referencias citadas.

4.2. Mallas mixtas

La idea de mezclar mallas proviene del Analisis Numérico de problemas ingenieriles en los
cuales se presentan mezclas de sustancias con distintas propiedades fisicas y quimicas.

En nuestro caso, para abreviar, una vez calculada la malla base, se construye una nueva mal-
la con la mitad de pasos y la mitad de niveles de interpolacion (esto tltimo es opcional, y, por
supuesto, no se aplica cuando estos niveles son 2). Se extrae de la malla base, que llamamos
malla fina el conjunto de valores que superpone exactamente con los de la malla mitad, llamada
malla gruesa y con los dos conjuntos de valores se realiza una mezcla con pesos que, dependi-
endo de como se elijan, permiten obtener soluciones mejoradas o, alternativamente, estimar los
errores de aproximacién mediante el calculo de diferencias o residuos. Para los detalles de la
implementacion referimos al lector a las referencias especificas citadas, de autoria propia.

4.3. Estimacion de errores

El proceso realizado con las mallas fina y gruesa con el objetivo de estimar los errores es
mezclarlas con pesos iguales y realizar el retrorrecorrido del drbol resultante. El resultado de
este proceso es comparado con el resultado obtenido de la extraccion explicada de la malla
fina y de la diferencia se obtienen los residuos que permiten estimar los errores asociados a las
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magnitudes calculadas.

4.4. Mejoramiento de la solucion

Para el mejoramiento de la solucion mediante las mallas mezcla es necesario escoger los
pesos de la mezcla en funcidén del orden del método subyacente (en nuestro caso es 2). De este
modo los pesos utilizados en este trabajo son % para la malla extraida de la malla fina y —% para
la malla gruesa. Con ellos se obtienen los resultados que detallamos y explicamos en la seccion
siguiente.

S. RESULTADOS

Presentaremos dos ejemplos de aplicacion de los métodos expuestos, el primero de ellos para
comparar con la literatura clésica en el tema y el segundo para realizar una aplicacion al caso
de una opcién local

5.1. Ejemplo 1: Comparacion con resultados de las referencias especificas

En la figura 5 se representan los resultados de calcular con el algoritmo simplificado el valor
de la opcién de compra de promedio (aritmético) en el precio, para distintos pasos, 4 6 20
niveles de interpolacién y los valores de Sqp = 50%, K = 508, T = 1,r = 0,1, 0 = 0,4, ver
ecuacion (10) que produce el valor aproximado del valor de la opcion.

Valor de la opcion de compra
de promedio en el precio

14 T T T T T T
Puntos: 20 pasos de interpolacion «
12+ . . .. * .
Asteriscos: 4 pasos de interpolacion M
10 Linea de puntos: valor aproximado*q(eKCf:S.GZ
%*%*
* *
*
8 **%* A
@) o * ¥ -
6r %**** .ET;Q ............. 1
¥ FFT e x K
4 i FE**kx * x T
'T*Tfff********%**%**
2f B=.83| ool o
O I I I I I

2 1 066 .05 .04 .033 0.029

Figura 5: Calculo del valor de la opcién de compra de promedio (aritmético) en el precio para distintos pasos,
4 6 20 niveles de interpolacion y los valores de r=0,1, 0=0,4, ver ecuacién (10) y secciones 2 a 4. El valor
de 3 = 1/+/Bs:, donde se expresa solamente el radicando del denominador, es un factor de correccién para los
coeficientes de suba, u, 0 baja, d, del subyacente.
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S (Precio del subyacente)

250
200
150
100

50 -

+5

0

6
-5
Pasos del arbol 2 Pasos

Figura 6: Precio .S del subyacente en el arbol trinomial. El precio inicial es Sy = 50 y el valor de ejercicio es
K =50

Para estos parametros se representa en la figura 6 el 4rbol trinomial del valor del subyacente
para un nimero pequeno de pasos con el objetivo de no hacer muy densa la figura. En este
conjunto de ejemplos se aplican los desarrollos de las secciones 2 a 4. El valor de 3 = 1/+/fs;
—que se representa en la figura 5—, donde se expresa solamente el radicando del denominador,
es un factor de correccion para los coeficientes de suba, u, o baja, d, del subyacente.

Con 20 pasos y 20 niveles de inteporlacion se obtiene C{2920) = 5,0390 y con 40 pasos y los
mismos niveles de interpolacinse obtiene C'40,20) = 5,3135. Si realizamos la extrapolacién

4 1
55,3135 — 55,0390 = 5,41 (49)
que resulta muy similar al obtenido mediante otras suposiciones aproximadas (C' = 5,62) y por
lo tanto una buena estimacion del valor de la opcién estudiada.

Cuando se realiza el calculo con 130 pasos —lo que corresponde a un paso de tiempo de
6t ~ 0,0077—, 40 promedios y un coeficiente == se obtiene un valor de C(130.40) = 5,6145

V0,97
que coincide practicamente con el calculado por nosotros mediante la ecuacion 10 que resulta
ser de C' = 5,6168. El valor, si no se tiene en cuenta el factor de correccion —L_ difiere mucho

. . . . . . . 0797 ’ .
mads del aproximado. Esto justifica calibrar heuristicamente el arbol trinomial con el objeto de

obtener resultados mas ajustados.

Podemos aceptar, en consecuencia, que nuestros resultados son similares a los de las refer-
encias especificas.

Aplicando los métodos de mallas mixtas se obtiene en este caso C' = 5,86 con un error
estimado del orden del 3 %.

5.2. Ejemplo 2: Aplicacion al caso de una opcion local

El ejemplo elegido para ilustrar esta seccion corresponde a los valores del 28 de junio de
2006 de la accion de Acindar
So = 4,408, valor inicial (correspondiente al dia anterior, del subyacente
K = 4,008, valor de ejercicio de la opcién de compra (que después valuaremos como Asidtica
del tipo de precio promedio (average price call)
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r = 0,0852, tasa anual de interés libre de riesgo compuesta continua

T = % = 0,125, tiempo total de evaluacion (1" = 1 corresponde a un afio)

o = 0,38, volatilidad anual del subyacente

C = 0,5258%, valor teérico de la opcion de compra cldsica (Vanilla call) asociada a este problema
(que incluimos simplemente con fines ilustrativos, el valor obtenido por nosotros (BSM) es
c=0,511%)

C'(27/JUN/2006) = 0,44083, cotizacién del Vanilla call

C'(26/JUN/2006) = 0,540%, idem anterior.

Ver, para otros detalles de esta accion de Acindar, la referencia Neuman y Zanor (2005).

Precio del subyacente

(érb§ trinomial)

Sess
SIS

Pasos del arbol trinomial _10 Pasos

Figura 7: Precio S del subyacente en el arbol trinomial. El precio inicial es Sp = 4,40 y el valor de ejercicio es
K =4,00

Vamos a presentar los resultados obtenidos mediante dos mallas trinomiales obtenidas con
dos juegos de probabilidades distintos, segin se explica en la seccion 3.1. En primer término los
valores de probabilidades provenientes de la literatura correspondientes a la eleccion p,,, = % y
en segundo lugar los correspondientes a la eleccion p,, = % deducidos en este trabajo.

En la figura 7 representamos el drbol trinomial de precios correspondientes al subyacente
descripto, aqui trabajamos con 40 pasos y 41 promedios en cada nodo con lo que en la malla
original se tiene
u = 1,0218, p, = 0,1672, el coeficiente y probabilidad de suba
m =1, p,, = 0,6667, idem medio
d = 10,9787, ps = 0,1661, idem baja
C' = 0,40588%, valuacién calculada de la opcién (Europea)

C = 0,46138%, valuacion calculada de la opcién (Americana)

y, para la malla con 20 pasos y 21 promedios por nodo (malla mitad)

u = 1,0375, p, = 0,1674, suba

m =1, p,, = 0,6667, medio

d =0,9639, p; = 0,1659, baja

C' = 0,41178% valuacion calculada de la opcion (Europea) con la malla gruesa
en todos los casos el valor del coeficiente de ajuste es

i, con fs; = 0,97.
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Errores
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15
20
NUmero de pasos

Figura 8: Errores en el valor de la opcién obtenidos mediante el método de doble malla o malla mixta descripto en
la seccion 4.3

En la figura 8 se representan los errores en el valor de la opcion obtenidos mediante el
método de doble malla o malla mixta descripto en la seccion 4.3. El valor que interesa es el
correspondiente al vértice del arbol, los restantes errores representados solamente se incluyen
para formar una idea de cual es el resultado del cdlculo de errores en toda la malla. Cabe destacar
que los valores donde los errores son mads altos en valor absoluto estdn asociados, en general,
con promedios de muy baja probabilidad (ver figuras 1y 2).

El valor que nos interesa en particular es el precio de la opcidn: en primer lugar esta el valor
C' = 0,461$ calculado con la malla fina y la estimacion del error correspondiente que resulta
ser |E| = 0,03%. Cuando calculamos el valor de la misma opcién utilizando el método de mejo-
ramiento de la solucién descripto en la seccién 4.4 se obtiene C' = 0,4788$, que podemos adoptar
como el mejor valor conseguible con este método en el que la probabilidad de movimiento al
medio es p,, = % (més abajo consideramos valores diferentes obtenidos con otro juego de
probabilidades). El valor que produce la aproximacion, calculado mediante la ecuacion (10) es
C' = 0,434% que también se halla en el intervalo de confianza provisto por el método para esta
version de la discretizacion.

5.2.1. Calculo con el conjunto de probabilidades alternativas

En la figura 9 representamos el drbol trinomial de precios correspondientes al subyacente
descripto, aqui también trabajamos con 40 pasos y 41 promedios en cada nodo con lo que en la
malla original se tiene
u = 1,0149, p, = 0,2507, el coeficiente y probabilidad de suba
m =1, p,, = 0,5, idem medio
d = 0,9853, pg = 0,2493, idem baja
y, para la malla con 20 pasos y 21 promedios por nodo (malla mitad)

u = 1,0276, p, = 0,251, suba

Copyright © 2006 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecéanica Computacional Vol XXV, pp. 1051-1069 (2006) 1067

m =1, p,, = 0,5, medio

d = 0,9731, pg = 0,249, baja

C = 0,40798%, valuacion calculada de la opcion (Europea) con la malla gruesa
en todos los casos el valor del coeficiente de ajuste es

i, con (3s; = 0,97.

Precio del subyacente
(arbol trinomial, pm=0.5)

Pasos del arbol trinomial

Figura 9: Precio S del subyacente en el arbol trinomial. El precio inicial es So = 4,40 y el valor de ejercicio es

K = 4,00. Aqui la probabilidad de movimiento medio es p,, = %, comparar con la figura 7

En este caso el valor de la opcién mejorado por el método es de C' = 0,401$ y el error
provisto por el método es el mismo que antes |E| = 0,03$, mientras que el valor dado por la
malla fina es de C' = 0,4026$. Con este juego nuevo de probabilidades basado en la eleccion
Dm = % se obtiene un valor mds conservador para el precio de la opcién que coloca al analista
en una posicién mas segura.

Este segundo juego de coeficientes y probabilidades es superior al anterior puesto que es mas
conservativo y produce resultados favorables al posible comprador de la opcidn (consecuente-
mente desfavorables para el emisor de la misma)

En la figura 10 se representa todo el drbol de valores de la opcién de compra Americana
de precio promedio calculada con el método de mejoramiento de la solucién. El objetivo de
incluirla es meramemte informativo puesto que en este caso el valor que interesa es el precio
del vértice del arbol establecido més arriba.

Por tltimo, en la figura 11 se representan las curvas de precio C' de la opcién de compra de
promedio en el precio, correspondiente a estos datos, para distinta cantidad de pasos, 41 niveles
de interpolacin y distintos coeficientes de ajuste (ver figura 5. En la figura se incluye, en linea
de puntos, el valor calculado mediante la ecuacién (10): i.e. C' = 0,434$ como referencia para
los restantes valores.

6. CONCLUSIONES

Los principales resultados de este trabajo son

1. haber logrado calcular en forma eficiente el valor de un derivado exdtico dependiente
del camino, como ejemplo de una clase muy amplia de ellos —en este caso las opciones
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Valor de la opcién de compra
célculado con pm=0.5

20

0
Niveles del arbol 5
-20

Figura 10: Precio C de la opcién de compra de promedio en el precio correspondiente a estos datos para todo el
arbol, calculada con el método de mejoramiento de la solucion. El precio inicial del subyacente es Sy = 4,40 y el
valor de ejercicio es K = 4,00.

Valor de la opcién de compra
de precio promedio

0.52 T T
0.5¢ il
0.48f il
* ok
O 0.46} . ok, . ]
* * * * *
0.44} . - ,
* Xy .
* *
* C=0.434 T
0.42¢ * ‘ il
* |95
¥
04 ‘ ‘ —_——
0 20 40 60 80

Numero de pasos (41 niveles de interpolacion)

Figura 11: Precio C' de la opcion de compra de promedio en el precio, correspondiente a estos datos, para distinta
cantidad de pasos, 41 niveles de interpolacién y distintos coeficientes de ajuste 3 (ver figura 5, en esta figura se
expresa solamente el valor asociado a cada curva de puntos). El valor C' = 0,4348$, nivel de la linea horizontal de
puntos azules representa el precio de la opcién de compra calculado mediante la ecuacién (10).

Asiaticas, Europeas y, sobre todo, Americanas—, verificando, ampliando y modificando
las ecuaciones provenientes de la literatura en el tema y disefiando algoritmos simples y
de muy veloz desarrollo para su célculo, y
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2. asimismo adaptado un método desarrollado por los autores para la estimacion de errores
a posteriori y el mejoramiento de las soluciones basados en lo que denominamos mallas
mezcla o mallas mixtas, que tiene la propiedad de lograr el objetivo buscado sin incre-
mentar la complejidad del proceso de obtencién de los resultados,

3. permite dar una solucién y estimacion del error de aproximacion que es util para el In-
geniero Financiero, y le facilita tomar una posicidn ventajosa en la negociacion de estos
derivados exdticos dependientes del camino, que se transan habitualmente fuera de los
mercados mediante grandes contratos particulares entre instituciones financieras de gran
envergadura.

El método trinomial adaptado aplicado en el presente trabajo supera los métodos habituales
de valuacion discreta pese que aqui solamente se lo ha optimizado hasta el orden de complejidad
O(n?) (proporcional a la cantidad n de nodos), que, de cualquier modo, calcula en forma practi-
camente instantdnea en una PC nueva estdndar (cuando el script de Matlab esta vectorizado
correctamente).

Se trata de un método totalmente superior al popular método de MonteCarlo.

El algoritmo desarrollado facilita el muestreo discreto del estimador dependiente del camino
del cual se trate, en este caso la media aritmética.

La forma de desarrollo del algoritmo en Matlab hace que sea facilmente paralelizable.

Asimismo admite una mejora sustancial (que no se implementa en este trabajo puesto que
su objetivo es otro): si se tienen en cuenta de modo apropiado solamente los nodos de alta
probabilidad es posible reducir el orden de complejidad a casi lineal en el numero de nodos.
Esta faceta estd en un grado avanzado de desarrollo en lo que respecta al disefio de un algoritmo
eficiente y robusto.

Cabe destacar, en resumen, que hemos satisfecho las condiciones establecidas como requisi-
tos en la Introduccién del presente articulo.
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