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Resumen. En este trabajo se presenta el caso de las vibraciones transversales libres de una
micro viga Euler-Bernoulli basado en la Teoria Modificada del Gradiente. Dicha teoria posee
tres parametros de escala de longitud para considerar el efecto de las micro dimensiones de la
viga, algo que la teoria de la elasticidad clésica no permite. El método de Ritz se usa para
obtener la solucion del problema del titulo. Se determinan resultados numéricos para los tres
primeros coeficientes de frecuencias naturales de una micro viga sustentada por vinculos
elasticos en ambos extremos. El problema resuelto pone de manifiesto la incidencia de la
relacion entre la altura de la viga y las constantes de escala de longitud del material cuando la
estructura tiene escala micrométrica. Los casos de vinculacion clésica se obtienen como casos
limite del modelo con vinculos eldsticos. En la literatura son escasos los resultados de
vibraciones en micro vigas con vinculos elésticos, basados en la Teoria Modificada del
Gradiente. Se presentan algunas comparaciones con resultados publicados por otros autores
para vigas con vinculos clasicos.
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1 INTRODUCCION

Es cada vez mayor la necesidad de implementar el uso de dispositivos electromecénicos a
escala micro y nanométrica, conocidos como MEMS y NEMS respectivamente. Surge de la
incidencia de la tecnologia en todos los campos, que demandan mayor precision en las
mediciones de los pardmetros que describen un problema y mayor conocimiento de los
materiales utilizados.

Se ha comprobado experimentalmente para estructuras de escala micrométrica que las
deformaciones disminuyen y las frecuencias naturales aumentan. Se modifican ademas las
propiedades elasticas porque la rigidez aumenta, esto es lo que se conoce como efecto de
escala. Para tener en cuenta este fenomeno se introducen pardmetros de escala de longitud
cuyo numero varia de acuerdo a la teoria aplicada.

La dependencia de la escala en el comportamiento de los materiales, ha sido comprobada
experimentalmente en algunos metales y polimeros en zona plastica, Fleck et al. (1994), Ma et
al. (1995), Stolken and Evans (1998), Chong and Lam (1999) y en polimeros con
comportamiento eldstico, Lam et al. (2003), McFarland et al. (2004), etc.

La teoria clasica del medio continuo no alcanza para analizar el comportamiento de
estructuras a nivel de escala micro y nanométrica, porque no contempla la influencia de la
constitucion propia del material sino que tiene una vision macroscopica. Esto hace que
consideremos en el calculo clasico tres grados de libertad para el punto material y
despreciemos las tensiones de cupla que surgen del equilibrio entre fuerzas externas e internas
de un cuerpo.

Mindlin desarroll6 una teoria elastica de orden superior, R.D.Mindlin (1964), que fue
modificada por Fleck et al. (1993). Reflotaron ambos el concepto de teoria micropolar
anunciado por los hermanos Cosserat (1909).

Las teorias de orden superior fueron desarrolladas por Toupin (1962), Mindlin and Tiersten
(1962), Koiter (1964), Mindlin and Eshel (1968), Gao et al. (2007).

De las teorias de grado superior desarrolladas se desprenden la teoria de cupla, modificada
por Yang et al. (2002) y la teoria del gradiente, modificada por Lam et al. (2003).

La importancia de estas dos ultimas teorias reside en que disminuye el nimero de las
constantes de escala que son dificiles de hallar experimentalmente ademas de complejizar el
desarrollo teorico.

Yang introduce una tercera ecuacion de equilibrio, la de momento de momentos que
concluye en la simetria del tensor de cupla, lo que implica que la parte antisimétrica del
gradiente de rotacion no contribuye al célculo de la energia interna de deformacion y reduce
las constantes de escala a solo una.

Lam por su parte, basdndose en uno de los tres modelos de Mindlin, utiliza la
descomposicion del tensor segundo gradiente de desplazamiento o tensor gradiente de
deformacién, como lo propusieron Fleck y Hutchinson en los noventa, Fleck and Hutchinson,
(1993). Al combinar dicha descomposicion con el vector cldsico de rotaciébn, como
deformacioén adicional, redujo las constantes de escala de cinco a tres.

Usualmente se utiliza el mismo valor para las tres constantes asi como para la MCST
(Modified Couple Stress Theory), Kong et al (2009). Experimentalmente se han hallado por
ejemplo para micro vigas de niquel un valor estimado en Sum, Stolken and Evans (1998), y
para micro vigas de epoxi 17,6 um por Lam et al (2003).

La Teoria Modificada del Gradiente se reduce a la Teoria Modificada de la Tension de Par
como caso especial y para el caso de vigas de escala macro, ambas se reducen a la teoria
clasica.

Se realiza en este trabajo un analisis de las vibraciones transversales libres de una micro
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viga Euler-Bernoulli sustentada por vinculos elasticos, comparando los resultados obtenidos
con publicaciones existentes para el caso de vinculacion rigida pues la bibliografia es escasa
en el caso de la Teoria Modificada del Gradiente para micro vigas con vinculos elésticos,
como las que se presentan en este trabajo.

2 FORMULACION DEL PROBLEMA

En la Teoria Modificada de la Tension del Gradiente (MSGT de la sigla en inglés modified
strain gradient theory) Lam et al. (2003), descompone el tensor segundo gradiente de
desplazamiento en un tensor simétrico y otro anti simétrico. Dividiendo a su vez la parte
simétrica en un tensor desviador y un tensor esférico. Mientras que la parte anti simétrica la
expresa como la suma de un tensor de curvatura de flexion simétrico y un tensor de curvatura
de torsion anti simétrico.

Asumiendo la simetria del tensor de cupla, Yang et al. (2002), para definir la energia
interna propia de la micro viga, Lam incluye tres términos adicionales, uno debido a las
tensiones de par originadas por una micro rotacion independiente, que se agrega a la rotacion
clasica; otro debido al vector gradiente de dilatacion y un tercer término debido al tensor de
tensiones doble de orden superior, originado por el tensor gradiente de deformacion
desviador. En este modelo los grados de libertad se reducen a cuatro, los tres desplazamientos
clasicos y una micro rotacion alrededor del eje y que se asume igual a la componente del
vector rotacion segun dicho eje.

Los términos que se adicionan al correspondiente a la teoria cldsica dependen de los
parametros de escala de longitud. Dichas constantes /;, [, /3 dependen del material y se
determinan experimentalmente.

Para un material elastico lineal is6tropo, ocupando un dominio en el espacio de tres
dimensiones €, se plantea la energia interna de deformacion U, de una micro viga, de acuerdo
a la MSGT, Lam et al, (2003)

1 -
= (1))
U= EJ-Q(G;‘/‘% Fm g+ Py T o (1)
donde
o, =KE,,0; +2uE Tensor de tensiones clasico
: 1 ., .
& =& — 3 EmO; Tensor de deformacion desviador
& = E(u, S tu j’i) Tensor de deformaciones clasico
my = 217 Ly Tensor de tensiones de par desviador
_1 e 1 Tensor de curvatura o tensor gradiente de
i o KTk rotacion simétrico
p,=2ully, Tensor de tensiones de orden superior
Vi = Epmi Vector gradiente de dilatacion
) =2uln) Tensor doble de tensiones desviador
Q Volumen de la micro viga
— E r
A= (1+v)(r—2v) Constante de Lamé
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H= ﬁ Constante de Lamé
E Modulo de Elasticidad
v Coeficiente de Poisson
K= ﬁ Modulo de Pandeo
€k Tensor de Levi Civita
o, Delta de Kronecker
u, Campo de desplazamientos
l,L,,1, Parametros de escala de longitud
Tensor gradiente de deformacion desviador
e = g(gfk,i et gff,k) de segundo orden definido como la parte

1 simétrica del gradiente de deformacion
s [51] (gmk + 26, ) +0, (gmm,l. +26,,, )] menos lg parte esférica d;: la parte simétrica
del gradiente de deformacion.

Las componentes &mm, constituyen la parte simétrica de la parte esférica de la parte
simétrica del gradiente de deformacion de segundo orden.

3 CALCULO DE LAS FRECUENCIAS NATURALES

El modelo de micro viga estd indicado en la Figura 1, la viga tiene seccion transversal
rectangular 4 y longitud L. En ambos extremos existen vinculos elasticos a traslacion y
rotacion. El eje cartesiano x se asume coincidente con el eje longitudinal de la micro viga. Las
vibraciones transversales se producen en el plano x-z.

Para hallar la ecuacion caracteristica que permite conocer los valores de las frecuencias
naturales por el Método de Ritz, es necesario obtener la energia total del sistema.

Krl KrZ

; Ktl Kt2

E\:
Nﬂ/\/\/\

D)

g oy

=

Figura 1: Micro viga con vinculos elasticos

3.1 Energia total del sistema

La energia total r estd formada por energia interna de deformacion U , energia potencial
de las fuerzas externas V' y energia cinética 7T :
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r=U-V+T )

donde U =U, +U,, Con U, energia interna propia de la viga y U, energia de los vinculos

elasticos. V' es el trabajo de las fuerzas externas, en este caso nulo debido a que estamos
analizando vibraciones libres.

La energia interna de deformacion de la micro viga Euler-Bernoulli dada por la Ec. (1), se
desarrolla en término de corrimientos. Se considera el campo de desplazamientos

ow

u(x,t):—zgzul,
vix,t)=0=u,,
(x.1) ) Gad)
w(x,t)—uS,
1
@2 = 02 Eel.jkuk,j.

donde u,, u, y u3 son los desplazamientos segun los ejes coordenados x, y, z, y & es la micro
rotacion independiente alrededor del eje y definida como el vector de rotacion clasico

Cabe aclarar que ademés de los tres desplazamientos clasicos se considera una micro
rotacion independiente (ademas de la clésica) alrededor del eje y, que se asume igual a la
segunda componente del vector rotacion y que origina las tensiones de par a través del tensor
de curvatura. A partir de las ecuaciones cinematicas:

1
& =5, +u;,) )
se obtiene el tensor de deformaciones clasico para el caso planteado:
2 -
N I
;=0 0 0/=f 0 00 ©)
0 00 0 0 0

De manera similar, con las ecuaciones constitutivas clasicas:

O, =Kz, 0; + 2418 (6)
se obtiene el tensor de tensiones clasico
_ , _
—(K+§¢Jz§gf 0 0
o, 0 0 * ) s
w
c;,=| 0 o, 0= 0 —(K—E,ujza2x 0 (7)
0 0 o
i 0 0 _(K_% )@_W
3 H 0’ x |

Por otra parte, las componentes del tensor de curvatura se obtienen con la expresion:
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1
Xi= Ee_/klul,ki (®)
resultando entonces:
_ , _
0 —l 22 0
0 ZIZ 0 1 azw 2 x

R ©)

0 0 0

Las componentes del tensor de cupla se obtienen a partir de la siguiente ecuacion
constitutiva, que involucra al parametro de escala del material /,:

my =21y, (10)
_ .-
0 ZTW 0
0 m, O .
» |0
my=\my 0 0=-L"u pEm 0 O (11)
0 0 0 o 0 o0

Las componentes del tensor de dilatacion surgen de la siguiente ecuacion cinematica:
7o =(-2w".0.-w') (12)
obteniéndose las correspondientes componentes de tension a partir de la ecuacion constitutiva:
=24l (=2w",0,—w') (13)

Las componentes no nulas del tensor gradiente de deformacion se expresan en la siguiente
forma:
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m_ 2 -

1 .
=—Zzw =—w
it 5 333 5

m__4 o 0__4
77131 15 77113 15
1 m 1
A =Low sf=Low
1 " 1
My =cow =W
5 15 (14)
77(1) — l " 77(1) — _iwu
232 15 311 15
1 m 1 n
7 = PR noh = 5"
1 m 4 n
7 = 52 M) = 15"
1) 1 m 1) 1 m

Ty = gZW s = gzw

Finalmente las correspondientes componentes del tensor de orden superior denominado
tensor doble de tension desviador resultan:

4 m 2 "
n = —g,ullzzw 2—3(;)3 = g/v‘llzw

2 "m 2 "
T3 = g,ulfzw Tgll)z = glulfzw

2 . 2 "
o1 = g,ullzzw z'§12)3 = Eﬂllzw

(15)
T(l) — iﬂlzwn T(l) — _E/JZZW"
232 15 1 311 15 1
8 n 2 n
Ts(ll)l = _EIUIIZW Ts(;)z = EIUZIZW
2 m 8 n
TS(;)I == ulizw Tl(;)l = _EIUZIZ

2 m 2 m
Tin = gﬂllzzw Tl(;; = Eﬂl1zzw

Desarrollando la expresion dada por la Ec. (1), que determina la energia interna propia de
la micro viga, se alcanza la siguiente forma:

|
U = Eﬂ (0,60 + 0y + O M X+ My Yoy M Y+ DY+ DY+ Ti('ll)ni(‘ll) + 715‘12)77,'('12) + Ty('ls)ng(jlz))dg (16)

Q

y considerando los términos no nulos se llega a:
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1
U = 5” [ O\En TMp Xy +my 0+ P+
)

1 1 1
psYst 71(1)1771(1)1 + z'3(1)1773)1 + 2'2)1771‘(2131 + z'1(31771‘(113)1 + (17)

1 ) (1 (1 1
73{3)1771‘(31;1 + 751)2771‘(222 + 71(22771(22 + 2'3(2)2773(;)2 + Tg)zﬂg)z +

O+ T + 2l + 20 + el ]dQ

Reemplazando las expresiones de las componentes tensoriales obtenidas anteriormente y
desarrollando se obtiene:

e e s R

donde el diferencial de volumen se puede expresar como d€2 = dAdx, siendo dA el diferencial
de drea de la seccion transversal de la micro vigae /=17 = Izsz , el momento de inercia de

dicha seccion con respecto al eje baricéntrico.
Luego de integrar en el area de la seccidn transversal, la energia interna propia de la micro
viga resulta:

L
U, = l{j {(W")2 [(K’—i— %lu)l +2ul A+ %,ulle + ,ulzzA} + (Wm)21|:2,ul§ + %ylf}}dx} (19)

que puede expresarse de la forma:

{I{(w) J+00) [R ]}dx} 20)

donde R, = (K+§,u)z2 +2ul} +%,qu +ull y R =2 {2;115 +§,u]12}
La energia de deformacion de los vinculos elasticos es:

1 A L, (ow, ) 1 N Lo (oaw, Y
v, =5k, (w(0.1) )+51<,,1 (a(X,t)) 43k (w(L.1) )+5Kr2 (a(x,t)) e
donde K, es la constante elastica de traslacion del vinculo en x = 0; K, la constante elastica
de rotacion del vinculo en x = 0; K, la constante elastica de traslacion del vinculo enx =Ly

K, la constante elastica de rotacion del vinculo enx = L.
La energia cinética en el caso de la micro viga se expresa como:

I (8w xt jdx (22)

0

donde pes la densidad del material de la viga, 4 es el area de la seccion transversal y el
tiempo se indica con ¢
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Finalmente la energia total de la micro viga vibrante dada por la Ec. (2) se expresa como:

1 r " 2 " 2 1 N 1 ' 5
R 0 o) 1, 07 5
L P ( Z) 2 (23)

1 AN | , 2 1 w(x,
+5Kt2 (W(L,t) )+5Kr2 (w (x,t)) - +—J‘pA£—J dx.

=L 20

Asumiendo un movimiento armoénico, proponemos una soluciéon para describir el
desplazamiento transversal de la micro viga para cualquier seccion y en cualquier instante de
tiempo ¢, de la forma:

w(x,t)=W(x)e” (24)

Donde W (x)es una funcion nodal que representa la amplitud del desplazamiento

transversal y @ la frecuencia circular natural de vibracion transversal.

Normalizando serd x=xLcon x €[0,L]y x €[0,1] y por lo tanto dx=Ldx de manera
que:

w(x,t)=W(x).L.™ (25)
siendo las correspondientes derivadas:
W (x)=W(x)
— 1
w =W —
(=7 ()
— 1
w (x)=W (X)E (26)
— 1
WIV( ):WIV( )E

Reemplazando las Ecs. (25 -26) en la expresion de la energia total Ec.(23) y desarrollando
se obtiene:

ek Ok O L 0 LR T

2 L3

1 - (27)
Ko (FOL) + 5K (W (x) -3 [ oo (7 () o)

Mediante la aplicacion del Principio de Minima Energia del sistema, obtenemos la
ecuacion transcendental que permitird hallar los autovalores del problema:

S7=0 (28)

4 METODO DE RITZ

En el método de Ritz se asume una funcion W (x), aproximada como eléstica de la micro
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viga. Para hallar las diez primeras frecuencias se necesita una ecuacidon caracteristica de
grado diez. Se genera considerando diez términos para la funcidon aproximada (kK = 1 hasta
10):

VVa('x): :ick v, (;C)L (29)

con y, (x) funcion que depende de las condiciones de borde y C, constante desconocida que

acompafia a la misma.
Multiplicando por el factor L/EI se llega a la expresion:

R G L OB S G

0

A )2 K () [P () o

Se adimensionalizan las constantes de rigidez de los vinculos elasticos y es posible adoptar
un parametro adimensional para la frecuencia en funcién de las propiedades fisico
geométricas de la micro viga

T =

(30)

12(0t

(j(R R ek, (7(0)2) +k, (7 ()

(€2))

A (FOL) k(T[22 7 (3) o

Para minimizar respecto a las constantes que acompafian a los términos de la funcion

aproximada que son desconocidas, se debe efectuar on ol 0, de la cual se obtiene:

or — W' R, —= oW ow — ow'
S = J ROV SR V) ek P (0) 22 4k (x) S
Jj 0 j ] J x=0 J x=0
_ (32)
— — 274 _
() kW (x ). ijwL 5W dx) =0.
oc, _ ac B ac

Se desprende entonces que al minimizar la Ec. (31), se genera un sistema de diez
ecuaciones lineales. Descartando la solucion trivial se arriba al sistema que da los autovalores
del problema, que son los coeficientes de frecuencias naturales w

77[,j - a)—zlti,j =0 (33)
donde:
2 14
= PAI; L (34)
con:
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3 3 K L
k, = KL e, = K..L e, = K,L k= (35)
ET ET ET ET
Las constantes que dependen de las caracteristicas fisicas y geométricas son:
R;=£=l( i,u]jtiﬂo HA+— ! 811 HA+ le uA
El E 3 EI EI'15 EI (36)
. R 1 14
Ry =—2=—=2"u+——1I’
TE g RS

que también pueden expresarse en funciéon de las constantes ingenieriles, ademas de
considerar que para una seccion rectangular se expresan en la forma:

A 12

—=— ; L=rh
I W
_ & (1-v) 6 8
== 2P+ =12 +1)7 ]
'R (1—2v)(1+v)+(1+v)h2( TEh R (37a-d)
R, R, 11 2
Ry=—2== 2yt 12 +22
' EI E( ST (1+v)r2h2(°+51)

y reemplazando por la funcién aproximada de la Ec. (29), se tiene:

ua J tlw (O) l;j (O) +

krll//[ (O)V/j (0)+k2'//,( )l//j (1)+kr2'/_/;(1)‘/7j (1)

(38)

2= v (x)y, (x)dx (39)

5 CALCULO DE LAS FUNCIONES APROXIMADAS

Se adoptan funciones polindmicas cuyas constantes dependen de las condiciones de borde:

v, (x)= (fjk_l Y (x); v, (x)= lZ()_c)L = (;)k_1 @(;)L (40)

L

Se plantea aqui un caso general de una viga cuya sujecion es eldstica, tanto para la
traslacion como para la rotacion.

Para determinar las condiciones de borde se plantea el Principio de Hamilton, segun Reddy
(2007).

Uzj:F(W',W",W”')dx (@1)

La primera variacion de la energia interna es:
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L 2
w4 ) o
- de\aw d @)
dF d ( dF d( dF
L) pont -2 Yo
14 aw'  dx\dw
dF dF . (dF
—— |=0;| = |=2RW";| — |=2RW
(de (dW j 1 (a’W j 2 )
d? n o d d o d? L
sU, =£ [E(RIW )—g(RZW )]5de+[[—a(RlW )+E(R2W )iow|,
(44)
H[RW —i(RW 5W\ +[RW' 5W\
dx
L
SU, = j [(RW™) =R NioWax +[[-(RW" )+ (R )1oW|, +
45
.,0 w L WL (%)
[[RW —(RW" ) 1oW \0 +[RW" W \0]
SU, =K, oW| _,+K, oW| +K,oW|_, - (46)
El trabajo de las fuerzas externas resulta:
SV =05Wl + MW | +M" W] (47)
L
sr=([ [(RW")~(RW" )dx)oW +[~(RW" ) +(RIV" )~ Q]‘L SW +
0 0
.. Lo . 48
(R = (RW" )= M W +[RW" ~M"] W +K, W], (48)
+ K, 6| +K 5|, + K, .00,
de donde se desprenden las condiciones de borde, que son:
v L . v L n|F
“RW +RW" =0| =0; RW ~RW" -M| =0; RW -M"| =0 (49a-c)

Para x=0 y x=L, respectivamente se consideran las reacciones de los vinculos eldsticos y
M'=0

—RW' +RW' =—K W;RW —RW" =K W ;RW =0 (50)

—RW +RW' =K W;RW —RW" =KW :RW =0 (51)

. X = . . .
Normalizando con 7 =X se obtienen las expresiones siguientes
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— R— R — 11—
—%W v W' =—K,WL; T W =K W W =0 (52)
§7+§2WV K, WL; IzW %W:—Kﬂﬁ LLW 0 (53)

La forma adimensional de las rigideces correspondientes a las condiciones de borde
elasticas son:

3 3
k, = KL ; ko= K’L; k, = KL s k.= KL : (54a-d)
EI EIl EI EI
; L
Multiplicando por =7 y T en las Es. (52-53), respectivamente, se expresan las
condiciones de borde en forma adimensional:

R L I’ R— R B 1 —
LzW 7 WV)——( ) (— 7 W’V)— ( ”W)EI LZW =0 (554.0)
R—mR—Lz L' R— R— L — L 1—

—W + ZWV = (K, WL) == (W -2 W)y = = (K, W)=, =W" =0
L2 ) ( ) ( L3 )E] ( r2 )EI Lz (56a'C)

Asi se determinan:

.~ R — — .— R —
para X =0=-RW +L—§WV=—k,1W; RW —=2w" =k, W; W =0 (57a-c)
- T R — R, 7
yparaX =1=-R'W FW =k, W; R'W' —aW = kW W =0. (58a-c)

Expresando las constantes R, y R, en funcién de las constantes clasicas ingenieriles y
considerando [/, =/ =/, =1, Lam et al. (2003), resulta mas sencillo el calculo de los
coeficientes de la funcidon aproximada, de las expresiones (37):

oo (1=v) 106
(1= 2v)(t+v) 5(1+v)

2 B 71 : L
() F=srgany (e cna=y (59)

Recordar que para la MCST se adoptd la misma relacion ¢;, Guerrero et al. (2014), de
manera que serd relativamente sencillo comparar los valores obtenidos por ambas teorias.

Se aplican las condiciones de borde a la funcion de forma directamente, es decir
considerando k = 1 lo que implica usar solamente un término como aproximacion en la
ecuacion (40).

De manera que debe resolverse el siguiente sistema de seis ecuaciones:
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{1 2v) 1+v 5(110+6V)(C")2}
106)(@)2}?(0){1 1 (ci)z}W(o)—kﬁ'(o)zo,

(1- 2v)(1+v)+5(1+v

1

¥ (0)=0.
x=1, (60)
(1-v) 106 2 | 7 1 ) |7 —
)Y ()+|— )Y (1) —k,P(1)=0,
{(1 2v)(1+v)+5(1+v)(c’) W 5y le) ¥ 0-k20)
(1-v) 106 2| 7 1 3 by T
)Y ()= )Y () +k,Y (1)=0,
=2y saen @ [ O sy le) ¥ kY )
" (1)=0.
y adoptando la funcion polindmica ‘?(;) como funcion de forma, y sus derivadas
— = —6 -5 —4 —3 —2 —1 —0
‘~I’(x)=a1x +0,X o x +o,X +0x +ogx +a,x
2 (;) = 60{1;5 + Sazy_c4 + 4053;3 + 30(4;2 + 2055)_51 +a
¥ () =300, +20a,x +12,% +6a,x+2a
(61)

¥ (x)=120a,x" +60a,x" +24a,x +6a,

)
¥ (x)=360a,x +1200,x + 240,
) =720, x +120a,

‘P(x

el sistema que permite finalmente obtener las constantes o; es:
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[S%ﬁ(q)z](lzo%) =k, (e)

N0 _(zlv_)(vl)+ 5 5Ty @ 120 ) 1) =k ()

(6a,)=0

[%ﬁ(ci)z](720al +1200, ) =k, (& + @, + o + @, + s + g + @) )
G _(21V_)(V1)+ 53 (ll(i) (¢,)'1(30¢, +20az, +12¢z, + 6at, +2cz;)

- % i +1 5 (¢, 1(360a, +120a, +24at;) = —k,, (6, + 5at, + 4, +3a, + 20, + )

(120, + 60, +24a; + 6,) =0

Una constante o; queda como variable independiente al resolver el sistema. Se divide por
dicha constante a;, lo que equivale a suponer un valor unitario para ella, se renombran las
demas constantes y se obtienen las expresiones de los o, restantes.

Estas expresiones permiten hallar las funciones aproximadas para todas las posibilidades
de vinculacion, desde las condiciones de sustentacion rigidas hasta las de ausencia de
vinculacion, condicion de borde libre, contemplando ademads las de vinculos elésticos para
distintos valores de las constantes elasticas.

6 RESULTADOS NUMERICOS

Se presentan los tres primeros coeficientes adimensionales de frecuencia Ec. (34) para el
modelo desarrollado en la MSGT adoptando un coeficiente de Poisson de 0.38 y una relacion
de esbeltez L/h de 100.

I/h: es la relacion entre la constante de escala y la altura h de la viga.

k.=k, =k, es el coeficiente de la constante elastica a rotacion de vinculo , y se adopta

igual para ambos extremos, el rango adoptado es desde 0 a infinito para contemplar la
variacion de la frecuencia natural con respecto al grado de vinculacion eléstica. Resultan asi
como casos limite, la viga simplemente apoyada y la viga doblemente empotrada. El
coeficiente de constante de traslacion se asume como: k; —oo.

TC indica la teoria clésica que corresponde al célculo cuando las constantes de escala son
nulas. MCST indica la teoria modificada de la tension de par, que se utiliza cuando solo se
considera el tensor de cupla como componente de las tensiones de orden superior y MSGT
sefala a la Teoria Modificada del Gradiente.

Se comparan los valores obtenidos de los coeficientes de frecuencia hallados para una viga
simplemente apoyada con los publicados en el trabajo de Akgdéz y Civalek, Akgdz and
Civalek (2013), en las tablas aparece indicado como [*].
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k. TC I/h MCST MSGT MSGT
1/h=0 L=100A L=5h
Q, 0 13,50363 0.2 14.11696 15.56307 15.6081
0[*] 13.4484 14.0593 15.5624
10 21.05087 21.63037 22.95696 23.1026
10° 30.38523 31.74372 34.93649 35.4493
10" 30.61121 32.00157 35.28086 35.8065
Q, 0 54.01451 0.2 56.46785 62.25377 62.9690
0[*] 53.1473 55.5613 62.2435
10 63.84242 66.13610 71.52837 72.6315
10° 83.76177 87.50743 96.31581 99.3626
10" 84.38096 88.21356 97.25777 100.3774
Q, 0 121.53265 0.2 127.05267 140.07663 143.6806
0[*] 117.2698 122.5963 140.0248
10 132.61943 137.88251 150.31566 154.7821
10° 164.21364 171.55835 188.84342 198.9657
10" 165.42042 172.93385 190.67620 201.0376
Tabla 1: Tres primeros coeficientes de frecuencia para I/4=0.2, k,—~oo. [*]Akgdz and Civalek (2013).
k, TC I/h MCST MSGT MSGT
1/h=0 L=100A L=5h
Q, 0 13,50363 1 24.61434 40.97408 41.3553
0[*] 13.4484 24.5137 40.9724
10 21.05087 30.79011 4530995 45.8277
10° 30.38523 54.47294 87.23487 91.1529
10" 30.61121 55.79795 92.89443 97.6006
Q, 0 54.01451 1 98.45736 163.91055 169.9378
0[*] 53.1473 96.8767 163.8836
10 63.84242 105.44375 168.48494 174.9866
10° 83.76177 150.22666 241.24809 264.1044
10" 84.38096 153.80916 256.11166 283.5862
Q, 0 121.53265 1 221.52907 368.85228 398.8162
0[*] 117.2698 213.7589 368.7159
10 132.61943 228.85344 373.51479 404.4011
10° 164.21364 294.63724 474.41496 549.5494
10" 165.42042 301.52749 502.19589 591.8484

Tabla 2: Tres primeros coeficientes de frecuencia para I/A=1, k—o0.[¥*]Akg6z and Civalek (2013).
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k TC I/h MCST MSGT MSGT
I/h=0 L=100h L=5h

Q, 0 13,50363 2 43.31765 78.53952 79.3265
10 21.05087 47.46124 80.97799 81.8417
10° 30.38523 91.60135 147.57474 153.0429
10" 30.61121 98.19627 178.06279 187.8350

Q, 0 54.01451 2 173.27061 314.18779 326.6239
10 63.84242 177.61905 316.66593 329.3665
10° 83.76177 253.46087 417.67589 449.2386
10" 84.38096 270.68180 490.92992 547.8827

Q; 0 121.53265 2 389.85890 707.03423 768.8002
10 132.61943 394.28082 709.52670 771.8001
10° 164.21364 498.63803 835.74623 940.8581
10" 165.42042 530.64459 962.65818 1148.1693

Tabla 3: Tres primeros coeficientes de frecuencia para I/A=2, k,—~o0
k TC I/h MCST MSGT MSGT
I/h=0 L=100h L=5h

Q 0 13,50363 5 103.78002 193.89565 195.8814
10 21.05087 105.64896 194.90866 196.1583
10° 30.38523 178.46483 263.11129 268.1604
10" 30.61121 235.25765 439.59665 464.2995

Q, 0 54.01451 5 415.12008 775.65782 807.0331
10 63.84242 417.00633 776.67385 808.1583
10° 83.76177 519.51915 857.95406 900.1037
10" 84.38096 648.49673 1212.00046 1355.8920

Q; 0 121.53265 5 934.02023 1745.51289 1909.2994
10 132.61943 935.91222 1746.53632 1902.5255
10° 164.21364 1057.31168 1833.86472 2010.7540
10" 165.42042 1271.31297 2376.61113 2845.0507

Tabla 4: Tres primeros coeficientes de frecuencia para I/A=5, k>0

7 GRAFICOS DE COEFICIENTES DE FRECUENCIA

Se presentan tres graficos para complementar las tablas. El primero muestra el primer

coeficiente de frecuencia para la relacion de esbeltez L/h=100 y la relacion I/h=0.2 que

involucra el parametro de escala de longitud para la teorias MCST y MSGT.
El segundo con L/A=100y I/h=35 para las tres teorias mencionadas. Por ultimo el tercero

presenta la variacion del primer coeficiente de frecuencia para distintas relaciones //h
aplicando la MSGT.
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Figura 2: Primer coeficiente de frecuencia para I/h=0.2, k,—o0
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Figura 3: Primer coeficiente de frecuencia para I/h=5, k—oo
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Figura 4: Primer coeficiente de frecuencia con MSGT, k,—00

8 CONCLUSIONES

Se comparan los valores obtenidos con la teoria clasica (TC), la Teoria Modificada

de la Tension de Par (MCST) y la Teoria Modificada del Gradiente (MSGT).

La teoria clasica no depende de la constante de escala de longitud.

La MCST y la MSGT son dos teorias capaces de captar el efecto de escala.

La MSGT predice vigas mas rigidas que la MCST y la TC.

Cuando la relacion entre la constante de escala y la altura de la micro viga I/ crece

significa que la viga se hace mas pequeiia y el coeficiente de frecuencias crece.

e Cuando la relacion //h se hace mas pequena significa que la viga es de mayor
tamano e influye poco por lo que las tres teorias dan resultados similares.

e Cuando la constante de escala y la altura de la viga son iguales (/=h) la MCST y la
MSGT arrojan valores que se diferencian, sobre todo a partir de £=1000, que es la
constante elastica de rotacion.

e Se acrecienta la diferencia entre la MCST y la MSGT a medida que crece la
relacion I/h, o sea a medida que la viga se hace mas pequeiia.
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