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Resumen. Inevitablemente, las estructuras pueden estar sometidas a grandes desplazamientos y
deformaciones como consecuencia de distintos tipos de acciones como viento, sismo, etc. Como
sabemos, el estudio de estructuras laminares sometidas a grandes desplazamientos y deformaciones no
tienen soluciones analiticas conocidas salvo para casos sencillos de geometria, condiciones de
contorno, estados de carga y distintas hipotesis adicionales respecto a la deformada de este tipo de
estructuras. Los métodos numéricos, como el MEF, aparecieron como solucién natural a estos
problemas. Pese a la gran cantidad de elementos finitos desarrollados hasta la fecha con un gran éxito,
en este trabajo presentamos un nuevo elemento finito no lineal formulado en coordenadas curvilineas
arbitrarias mediante calculo tensorial, que, a pesar de un esfuerzo de computacion inicial mayor, tiene
una gran versatilidad y facilidad de adaptacion a cualquier tipo superficie. En el desarrollo del trabajo
distintos ejemplos ponen de manifiesto la bondad del mismo.
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1 INTRODUCCION

En distintos articulos hemos puesto de manifiesto las caracteristicas de las estructuras
laminares, elementos estructurales de gran belleza, con un comportamiento estructural
complicado dependiente de estados de carga, geometria, condiciones de contorno, etc.

Se ha comentado igualmente que las soluciones analiticas para laminas en flexion con
consideracion del fendmeno de cortadura y no digamos ya, si se consideran grandes
desplazamientos - deformaciones, no se encuentran disponibles en el estado actual del
conocimiento y hasta donde los autores de este trabajo conocen.

El Método de los Elementos Finitos (M.E.F.) surgié como respuesta a problemas de
ingenieria gobernados por ecuaciones diferenciales complicadas cuyas soluciones analiticas
eran dificiles o no posibles de obtener y ante el espectacular avance de la ingenieria
informatica que permitia resolver grandes sistemas de ecuaciones lineales en un plazo de
tiempo razonable, Zienkiewicz (2000).

Los elementos finitos utilizados para estudiar estructuras laminares se pueden dividir
basicamente en tres grupos: elementos de so6lido degenerado, Ahmad (1970), elementos
basados en teorias de ldminas, y elementos finitos tridimensionales. Los primeros en utilizarse
para laminas fueron los dos primeros mientras que los elementos finitos tridimensionales
reaparecieron en la década de los 90. Todos estos elementos sufren de problemas de
convergencia de la solucion a la real (como todos los métodos numéricos) en determinados
casos. Por ejemplo, un elemento ldmina con deformacion por corte y aplicado a laminas
delgadas sufre del denominado bloqueo (locking) por cortante. Ademds existen los
denominados bloqueos de membrana (esfuerzos de membrana predominantes), bloqueo
trapezoidal (solo para elementos tridimensionales)) y bloqueo de curvatura.

Para intentar resolver este tipo de problemas han aparecido distintos métodos para aliviar
esta sobrerigidizacion de los elementos. Técnicas de integracion reducida, deformaciones
impuestas y mejoradas, Hauptmann (1998) y Alves da Sousa (2006), o principios
variacionales multicampo como el principio de Hellinger Reissner o el de Hu Washizu son y
han sido muy frecuentes en el desarrollo de elementos fiables. Un buen articulo donde se
repasan las distintas variedades de elementos finitos asi como las distintas mejoras para evitar
el fendmeno del bloqueo, es Yang (2004).

Los elementos finitos tridimensionales de alto orden alivian la intensidad de este tipo de
problemas a cambio de un mayor esfuerzo de computacion. La enorme capacidad de los
ordenadores actuales hace de este tipo de elementos una opcion interesante para el estudio del
comportamiento de laminas.

En este trabajo, presentamos una version modificada del elemento finito de 20 nodos
desarrollandolo completamente en coordenadas curvilineas. Las relaciones deformacion-
desplazamiento se construyen teniendo en cuenta las ecuaciones no lineales de la elasticidad
tridimensional y expresdndolas en sus componentes fisicas.

Pese a un mayor esfuerzo inicial de computacion debido a las complicadas relaciones
deformacion — desplazamiento resultantes, la versatilidad del nuevo elemento es superior a la
de su homdlogo cartesiano y porta una descripcion precisa de la superficie media.

2 GEOMETRIA DE LAMINAS

El estudio de las estructuras laminares se caracteriza en parte por el buen conocimiento de una
superficie de referencia que suele ser la superficie media.

Suponemos que para cada tipologia estructural de lamina especifica podemos tomar un
sistema de coordenadas curvilineas ortogonales, es decir que la base natural asociada, que asi
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mismo suponemos normalizada, es ortogonal asociada a esta superficie de referencia. Por
ejemplo para laminas cilindricas las coordenadas polares.

=
ey

linea coordenada

Oy, Oy =0ctes

= liniea coordenada

Oy, Oy = ofes

linea coordenada

Gy, Gig = Cles

Figura 1: Sistema de referencia sobre la superficie media. Lineas coordenadas y vectores tangentes.

En otros casos como el de ldminas en pendiente suave definidas sobre planta rectangular, en
que las curvas que resultan de la interseccion de la superficie con planos y=constante y
x=constante respectivamente son cuasi ortogonales, y en los que suponemos conocida la
ecuacion de la superficie media de la lamina en la forma z = z(x,y), si tomamos un punto
P;sobre ella y la coordenada n sobre la normal a la superficie (ver Figura 1 a) y b)), la posicion

de un punto P vendré dada por
OP = OP, + 17, (1)

donde 1 es el vector normal y 1) es la coordenada segun este vector. Los vectores naturales en los

puntos de la superficie los denominamos h;. En funcién de ellos los vectores naturales en P
valen

0P _ 7 ot
" —h — 2
aal 1 + r] aal’ ( )
an 17 . .
y como —— = —— h;, siendo p; los radios de curvatura, tenemos
i i
90P > 1
=h(1-2).
aal L pi (3)

Las componentes del tensor métrico en P, g;; = 1 si i=j y g;; = 0 si i es distinto de j, en
funcion del valor que alcanza en los puntos de la superficie, valen

e 2 2
gii = (gi)p = ?—; : ?;Z: = (1 - %) (i - hy) = (1 - pll) * (Git) sup- (4)

Y por tanto

Vi = (1 - pll) "+ (gii)sup' (3)
donde p; son los radios de curvatura de la superficie de referencia de estudio. Si tomamos a; =
X,a, = Yy az = n,con lo que los radios de curvatura p, y p, vendran dados por
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i Z,X.’)C
= 3
P (14 2,2)
1 Zyy
—=—
P2 (14 2,2)2 (6)
. 0z 0z 9%z 9%z 0%z
Y si llamamos p = 4= P r=o5 8= sxay L= a7 los vectores naturales sobre la
superficie en P;, de vector de posicion  OP, = x1 + yJ + z(x, y)K , son
. . (7)
Las derivadas de las componentes del tensor métrico que valen
0Vgii _ 1 (9hi
dap \/g_ﬁ(aak hl) ()
Que tras particularizar resultan
0y 911 d n n rp
Sa =g\ (175 Jewa | = (1-0) ==
ayq ay P1 P1 1+ p?
“)

0911 0 ( N 0 N 1
= (1=25) J@sup ) = J@dang=(1-2) = —VT+p2 -
da, 077( 0, 911)sup 911)sup an 0, p 0,

Pero en general pl « 1 y podemos prescindir del primero frente al segundo, por lo que nos
1

queda
0911 1D
(10)
0911 sp
Procediendo de igual manera para las derivadas de g,,obtenemos:
0922  tq
0 s
922 _ q (11)

da, \/qu
am = i((1 - %) : \[(gzz)sup) = \/(gzz)sup:_n(l B pl) - _m pl

das _671 2 2

Las derivadas g33 asi mismo valen
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(12)

Estas expresiones nos van a ser de gran utilidad para la formulacion de la matriz de rigidez de
nuestro elemento finito en coordenadas curvilineas.

3 DEFORMACIONES EN COORDENADAS CURVILINEAS ORTOGONALES.

Con carécter general, las deformaciones en régimen lineal en coordenadas curvilineas
vienen dadas por, Rekach (1978),

— Vi

=57

Un
Eai

8./9ii

+ R L R
VInngii 9an

(13)

Si tenemos en cuenta las ecuaciones del epigrafe anterior donde calculdbamos las
derivadas de las componentes del tensor métrico, podemos expresar las deformaciones en
funcién de parametros conocidos.

Para posteriores calculos nos interesa expresar esta Ultima ecuacion en forma matricial,
para lo cual primero sustituimos el tensor métrico del espacio laminar g;jpor el de la

superficie media a;; que es lo que el que solemos trabajar usualmente.

( 1 8u1 Uy a\/all usz 6\/a11 3
vagp 0ay vajiaz; 0az J@azzai; 9das
( 0 \ 1 auz U4 a\/azz Uus 6\/a22
gt vazz 0a; vajidzz 0ag Ja33az2 daz
& 1 au3+ Uuq a‘/a33+ Uy d./aszs
(£} = | 33(,) - Jaszdaz  ajiazz dag Jaszazz da; -
- ‘yfz 1 aul_ Uuq 6\/a11 1 aﬁ_ Uy 6\/a22
yo Vazz 0az  Vajidz; 0a; vai1 0a;  Vaii1dzz 0ay
\ %3J 1 auz _ Uy 6\/a22 1 aﬁ_ usz 61/a33
Y13 Jasz daz  aszaz; Oas Vazz 0az  \azzazx Oa
1 aul _ Uq B\/ aiq 1 aﬁ _ usz 6,/(133
\Jas3 das  fajiaszz daz vaii 0a;  Jaiiazz da; J
0 dvaq; 1 0vai, 1
da, m das oW 0 000 O0OOOTPO
dva 1 dVa 1
22 0 — 22 0 00 O 0000
da, [as30,, das Vay,
d,/ass 0/ass L 0 00O0UO0OTUO0OTOODO
0 U a
day da, 1o . . 33
_0vay, _0ay, 0 u3 0 0 00000
Jda, day Vazz Vagg .
1
0 1 ey 0 00000 0 0
[—a33a22 6a3 ) 1/a33 . Vazao
1 dvai, 0o O 0 0 O 00
E—— 0 0 / \/
Jaias; 9as 33 fu

que en forma compacta escribimos como

Copyright © 2016 Asociacion Argentina de Mecénica Computacional http://www.amcaonline.org.ar

(14)

1
Waa
1
Waz

1
Uqas

Waa

2
Uaz

Uqas

3
Waa

Uaz

3
Uqas




2428 J.M. MARTINEZ VALLE, V.D. FACHINOTTI, A.E. ALBANESI, P. MARTINEZ JIMENEZ

{50}=L1 u? |+ L, u,zaz (15)

u,al

3
u,aZ

3
u,a3

en donde hemos llamado L, a la primera matriz en la que figuran los términos que multiplican
a los corrimientos y L, a la segunda matriz en la que figuran los términos del tensor métrico
que multiplican a las derivadas de los desplazamientos.

3.1 Deformaciones en régimen no lineal.

El célculo no lineal es significativamente mas complejo que el calculo lineal. La expresion
general para las deformaciones longitudinales en coordenadas curvilineas ortogonales en la
base natural, vienen dadas por:

Oun Ouy

day dam gnl+

gkmgﬁdakdam = E{aﬂgkm + unrnmgkl + gnm + unrlkglm +——
Zﬂulrllmgni +uy % i + unulrnkrlmgij} dakdam (16)

La derivacion de esta expresion es un poco larga y tediosa, para mas detalles se puede
consultar en Martinez Valle (2014). Como se puede observar, la expresion anterior esta escrita
en notacion indicial (tensorial). Un buen texto al respecto donde se pueden consultar
operaciones basicas con tensores y el dlgebra de este tipo de estructuras, es el libro de Itskov
(2009).

En esta tltima expresion, I}, son los simbolos de Christoffel de 2* especie. Nuestro
objetivo es, a partir de esta expresidon general, obtener la expresion de las deformaciones
longitudinales y angulares, a ser posible, en la base normalizada (componentes fisicas).
Haciendo k=m=s podemos despejar las deformaciones longitudinales &, que también
denominamos como &,;, variando s de 1 a 3.

Es =

aus r Isr r Irs Ouy dupn gnn duy, i Ini our i Yir i J gU
{2 U B [ 90 Ten Ty gl Ol gy T I gy, T T 224(17)

que en funcion de las deformaciones en régimen lineal expresamos como
g = &% + & (18)

con

o __1 oug r YGsr r Irs aus s _ Oug 1 04/9ss
€ = {25 4 Ul 2 4w I 22 = 580 T = 32 4w Wss— (19)

dag ss ss n VI9ss Oan
— 1{611.,1 Oun Inn oun i ni aur i Yir i Jj 9ij
=————+—uF + F + upu, Ing g — 20
S aas aas Jss da T g n>“r+ns *rs Jss ( )

En la base natural normalizada toman la forrna
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o_ 0 (s ps_i(us) un_ s 21
Es dag (\/.g_ss> + (\/gnn) oas @ + vInnJss dan ( )
= 1§ 0 Un a Un \9nn a Un Ini 0 Jir
YN Y T PN S
&s 2 {3015 ( gnn) das ( gnn) Iss + das ( gnn) (\/ﬁ) s YIss + Inn) 0Qs (@) gss +
Un Up i j 9ij
e .= } 22
(\/ gnn) (@) nsors YIss ( )

Si para evaluar los términos en que figuran los productos de corrimientos, o de sus
variaciones, asi como los productos de un corrimiento por la variacion de otro corrimiento,
que en todo caso son pequefios, prescindimos de las aportaciones debidas a las variaciones de
las componentes del tensor métrico, obtenemos

£} =€l 4+
E)=ed+3 =

prescindiendo de los términos donde figuran los simbolos de Christoffel de 2° orden.
Los deslizamientos, en la base natural normalizada (componentes fisicas), vienen dados
por

ylz\/Za<u1>+\/£6<uz>+ 11 6<u1>6<u1>
92203 \\[g1, 911901\ \[g2,)  \[011922 991 \\Jg11) 02 \\[g1,
+ 922 d < u, > 0 ( U, >+ g3z Ous 0us
V911922 9% \/E 00 \\/922) /91192, 921 03
gu 0 Uy 933 6u3 0 Uy
) m<r>%<@>

1 OJuzdu,

/91 da, 0as

g1 O ( Uq > 9336713 — 0 < U > < Uy )
+
13 = ,’933 das V911 ) ’ 911 aal Iu day g1 das gl

1 (0uq0u du, 0u duz ou
_( 1_1+_2_2_|__3_3) (23)
dag dag dag dag dag dag

1 Ou,du
+ 3 3

,gl aal aa3

22 d < > d <u2
\/ 911933 day daz 922

y g226<u2>+@6u3 911 a<u1>a<u1>
“ 933 0as V92 g2z 0a; \1922933(3“2 V3 das V911
0 ( u, > ous dus
+ +
gZ aa3</ )60!2( ,922 60(3 60(3

Como es natural estas expresiones nos son necesarias para derivar las expresiones de la
matriz de rigidez tangente que nos aparece posteriormente.

De manera andloga a como hemos hecho con las deformaciones en régimen lineal,
podemos agrupar matricialmente las deformaciones en régimen no lineal,
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(11 (6u1 Ju; OJu,0du, Jdu, 6u3) )
2941 \0a; 0a; Oda;0a; Jda;0a
11 (6u1 Ju; Odu,du, OJdus 6u3)
(€9 2g,, \da,0a, Oda,da, Jda,da,
81 0 1 aul aul auz auz au3 au3
& €2 —( + + )
€ 80 aaf3 aaf3 aa3 aa3 aa3 aa3
3 3
{e} = 4)/12 ¥ = 3 )0 411 (6u1 ou, OJu,du, OJus 6u3) >
12 =
I )/23)' ygg 2 / 11g22 aafl aafz aal aaz aal aaz
V13
2, ) 1 ( U, 0u, auz Ju, Jdus 6u3)
2 Jdasda, 6a3 da, Jdazda,
1 (aul Ju, auz du, Jdus 6u3)
L 2 Jdas day 6a3 da; Odazday/ )
(&)
1 1
| & | (25)
_]e }
{.hoz i
lygsJ
¥is L ) X
Zei Zen Za 0 0 0 o 0 0
911 911 911 ul,
0 0 0 R T
922 922 922 ud,
1 0 0 0 O 0 0 u‘]('xl ujzaz u}3;13 ,ujla2
1 2 3 1 2 3
+ > { Uam WUaz WUaz Ua1 WUa1 WUa1 0 0 0 S u,zaz
\/911922 \/911922 \/911922 \/911922 \/911922 \/911922 uflz
0 0 0 Ups U Uss Uy UGy Ud ubs
V322 V322 V322 V22 Y22 Y22 u,2a3
u,1a3 ufze. u,gfze. 0 0 0 u,1a1 u,2a1 u,3a1 u,?;z3
VY11 VY11 VY11 V911 V911 VJY9u

La primera de estas matrices es la matriz lineal de deformaciones {g,} y la segunda es

conocida como matriz no lineal de deformaciones {e,}. Si renombramos en la siguiente
forma,
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(Lo ta ta 0 0 0 o o o0)
911 911 911
922 922 922
1 2 3
0 0 0 0 0 0 Ugr Uy  Ugs
A=A u,laz u,zaz “,3:12 “,1al “,zal “le 0 0 0 r (2 6)
\/911922 \/911922 \/911922 \/911922 \/911922 \/911922
1 2 3 1 2 3
0 0 0 U a3 U3 Ua3 U2 U2 U2
V3922 VY22 VY922 V922 VY922 V922
u1a3 u,2a3 u,3a3 0 0 0 u,lzzl u,zzzl ”,3a1
L\/911 VI V11 VI V911 911/
1
u,al
2
Ua1
3
Ua1
1
u,az
0 =| u%, (27)
3
u,az
1
u,a3
2
u,a3
3
u,a3

Entonces podemos escribir,
e = Bo{d} +3 A6 (28)

donde de nuevo senalamos que el ultimo sumando se corresponde con las deformaciones
no lineales, mientras que B, se corresponde con las relaciones deformacion- desplazamiento
en régimen lineal. {d } se corresponde con las componentes del vector corrimiento.

Por ultimo podemos sefialar, que aunque las ecuaciones de esta seccion estan expresadas
en funcién de las componentes del tensor métrico g,p, tensor métrico del espacio laminar, se
pueden sustituir por a,z cuando nos referimos a la superficie media de la lamina, que es lo
habitual en teoria de cascaras.

4 EL ELEMENTO FINITO TRIDIMENSIONAL DE 20 NODOS EN
COORDENADAS CURVILINEAS.

El elemento finito serendipito de 20 nodos es bien conocido, Zienkiewicz (2000), asi como
sus funciones de forma, ver Figura 2.
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Figura 2: Elemento finito serendipito de 20 nodos.

1
Nj=2(1+ g8+ nn)(1+ O EE+mn +53—2) (29)
para los nodos de los vertices del haxaedro, j=1,....,8
N =51 =81+ nn)(1+ §9) (30)
para los nodos de la mitad de los lados, j=10,12,14,16.
Ny =<1 -1+ §)(1 + 42). (31)

para los nodos de la mitad de los lados, j=9,11,13,15.

1
Ny =2 -(+ g5+ ), (32)

para los nodos de la mitad de los lados, j=17,18,19,20.

Estas funciones de forma las utlizaremos posteriormente en nuestros cdlculos para la
interpolacion de corrimientos y sus derivadas.

4.1 Equilibrio del elemento finito

Existen distintas formas de llegar a la formulacion de la matriz de rigidez del elemento
finito. Nuestro punto de partida es el Principio de los Trabajos Virtuales (P.T.V.), que se
puede formular de la siguiente forma:

Sea una variacion en los corrimientos de los nodos, compatibles con los enlaces, y por lo
tanto de los nodos de los elementos, que se designa por 8diemento,» €Sta provocard una
variacion en las tensiones y en las deformaciones. El trabajo de las fuerzas exteriores viene
dado por

Trext = z &d' - p;, (33)
1a 20 (n?de nodos)

Donde p;y d* son las cargas y corrimientos nodales. Si los corrimientos y las cargas de los
nodos del elemento, en el sistema de coordenadas curvilineas local (a0 ) se ordenan,
como es usual, en matrices se tiene,
diy (
dZ | I
: } {Pelemento} = {

d20

( 2
| p? |

S{delemento} =4 { } ’ (34)
\ 20)

20

p
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con
NT . . .
(d“°z°f)T = (' w' us) 35)
(%) = (1 po' ps')-
Se obtiene
TF.ext = S{delemento}T *Petemento- (36)
El trabajo virtual de deformacion en funcion de tensiones y deformaciones se expresa por
Ther = J:]- S5eTodv. (37)
volumen
Esta ecuacion la podemos reescribir en la forma,
Tdef = ff Selodv = 6{delemento }T fff BTadv, (38)
volumen volumen

en donde se ha tenido en cuenta que §d.;emento €5 Independiente de la integracion. Igualando
los trabajos dados por las expresiones (36) y (38),

S{delemento }T *Pelemento = 6{delemento }T fff BTodv ’ (39)

volumen

y como quiera que la igualdad debe verificarse para cualquier movimiento virtual, queda

Pelemento = fff BTodv ’ (40)

volumen

ecuacion matricial que da lugar a 60 ecuaciones de equilibrio (al tener 20 nodos el elemento
finito) que relacionan las fuerzas aplicadas en los nodos del elemento con los corrimientos
nodales y con sus derivadas, pero en las que los términos de los segundos miembros son
funciones de productos de estas magnitudes y por tanto NO lineales y no tratables
directamente para la resolucion del problema.

El valor de la variacion de las deformaciones es,

1 1 1
be=46 {Bo{delemento} + EAﬁ} = 305{delemento} + 551419 + §A619 ’ (41)
si prescindimos de las aportaciones debidas a las variaciones de las componentes del tensor
métrico, podemos reescribir,

be=46 {Bo{delemento} + %Aﬁ} = BO5{delemento} + AV, (42)

donde la expresion de la matriz A es bien conocida y la hemos deducido anteriormente.

A partir de aqui hemos de tener en cuenta algunas consideraciones. Por una parte, tenemos
tres sistemas de coordenadas: el curvilineo del elemento finito, ¢l curvilineo intrinseco a la
superficie de referencia de la 1amina y el cartesiano.

La matriz Jacobiana de cambio de las coordenadas cartesianas x; a las coordenadas
curvilineas §; es
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20 Ni,fxi Ni,f:Vi Ni,fzi N1,f Nz,f NZO,{ jil V1 ;1
{]} = Ni’nxl' Ni,?’):Vi Ni,?’)Zi = Nlﬂ? NZ:T) NZO,T] 2: y:Z : 2 , (43)
=1 Ni'(xi Ni,{ Yi Ni’zzi Nl*{ NZJ{ NZO.( X20 Y20 220

La matriz Jacobiana de cambio de las coordenadas cartesianas x; a las coordenadas
curvilineas a;es

Xay Ya, Zay
Jxa =% YVaz Za, (44)
Xae YVae Zae

La relacion entre derivadas de una cierta funcion ¢ en los sistemas de coordenadas x-§ y x-
a vienen dadas por

q"),f ¢,x ¢,a1 ¢,x
d’,n = Jxe by () ¢,a2 = Jxa {1 Py (45)
d),{ ¢,z ¢,a3 ¢,Z
Y sillamamos Y = |Yl-j| = ]xg_l y¥ = |‘Pl-j| = J.o ', las relaciones inversas nos dan
¢,x ¢.€ ¢,x ¢,a1
¢'y = Y ¢'7) ; ¢'y = LIJ ¢'a2 (46)
¢,Z ¢,§' ¢,Z ¢,a3
Llamando IT al producto de matrices /., - Y , podemos escribir
¢,a1 ¢.€
ba, =114 Py (47)
¢,a3 ¢,<

Llegados a este punto, si retornamos a la ecuacidon de variacion de las deformaciones
podemos reescribir las variaciones de los desplazamientos como,

u.llll u,lal u',lf u'lf
u?, . My, M, M3 0 0 0 0 0 0 . :
w, u’31 0 0 0 My M, My 0 0 0 b ul
o W | |y My e 0 o 0 o 0 0| |w| |
, ,a 21 22 23 ‘ !
u2, [60=6[ud, |=| 0 0 0 My My Mz 0 0 0 |§{ud|=085[u| (48)
W3 w3 0 0 0 0 0 0 Ty My My U2 U2
o wio| |Mat Mz My 00 0 0 0 0 || % i
a3 3 0 0 0 My My My 0 0 0 £ <
Uz, Us 0 0 0 0 0 0 Ty My Iy Xt k!
3 Uss 0y, Iy
U3 ! < <

Donde hemos designado a la matriz de componentes II;;sencillamente como I Por otra
parte sabemos que,
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Uy uh
! Nijg 0 0 Ny 0 0 Nye O 0 "
”'f Ny, 0 0 Ny 0 0 Nyoy O 0 uf
U,Zz Ni; O 0 Ny O 0 .. Nyg O 0 uf
u"’; 0 Nl,f 0 0 NZ,f 0 0 NZO,f 0 '21
§luk |=66] 0 Ny 0 0 Ny O 0 Ny 0 |&) %2 149
u? 0 Nyg O 0 Ny 0 0 Nypg O us
ui‘ 0 0 N O 0 Ny¢ 0 0 Ny u:zo
i 0 0 Ny 0 0 Ny 0 0 Naog 2
Uy u230

Esta ultima matriz donde figuran las derivadas de las funciones de forma y que relaciona
las derivadas de los corrimientos en la base natural y en la base cartesiana la denominamos
N¢, y es una matriz de 9*60, por lo que podemos reescribir finalmente los términos del vector

diferencial de deformacion en la siguiente forma,

60 = G6{delemento} (50)
siendo

G = Ho.g * Ng (9460 (51)

Si se tiene en cuenta el valor de la matriz B en régimen lineal B,y se llama B,,; a 649 se
puede escribir

de =B, - 6{delemento} + By - 6{delement0} = (BO + Bnl) ' 6{delemento}' (52)

con lo que la formula (40) se escribe como

P etemento ~ fffvolumen BT -o-dv= fffvolumen(BTO +By)")o-dv. (53)

En la que obviamente si B,; es la matriz nula, B,; = (), la ecuaciéon (53) se reduce a la
ecuacion lineal habitual. Tomando como es usual la variacidon por el incremento y partiendo de
la ecuacion (53) se obtiene

OPetemento = 0 Iff (BO+ BL)T O-dvl . (54)
\%4

Teniendo en cuenta que BT, es una matriz de elementos constantes se puede escribir

T
SPetemento =fff 8(B,,;) odv+ ff (By+ B,)"60dv. (55)
\4 14

Ahora bien do vale

60 =E-be= E(BO + Bnl) {5delemento} , (56)

Donde en este caso, E es la conocida matriz de las constantes eldsticas. Si sustituimos en (54)
proporciona la igualdad

eemento = ||| 0@ oav+ [ @+ BB B+ B DO (57)

volumen volumen

Esta ecuacion es la que debemos resolver mediante métodos iterativos como el método de
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Newton Raphson.

4.2 Matriz de Rigidez tangente

Para poder acometer el proceso de calculo enunciado anteriormente debemos calcular
SPDetemento tomando como variables independientes los corrimientos de los nudos de la
estructura.

Tomando como es usual la variacion por el incremento y partiendo de la férmula (57),
obtenemos

6pelement0 = 5[fffV(BO+ BL)T Udv] : (58)
Teniendo en cuenta que B," es una matriz de elementos constantes tenemos
T
6pelemento = fffy S(Bnl) odv + fffV(BO-l' BL)TGO_dU' (59)
Ahora bien §o vale
6o = Eée (60)

que sustituida en (56) nos proporciona
Eée =E - (BO +4- G){5delemento} (61)

Para dar forma a la primera integral sustituimos BOT por su valor y tomamos o =
EBO{Sdelemento}a

[ff, 8B,y odv = [[f,8(GTAT) adv = [[f, §(N 1" - AT) adv (62)

Ahora bien N,El.T y 17 dado que son matrices de elementos constantes §(N 5iTl'lT AT =
N,giTl'IT SAT. Por tanto, podemos obtener expresiones méas compactas para la expresion 547,
interviniente en el factor que contiene las componentes no lineales de la deformacion,
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Sul,
911
Su?,
911
sud,
911

0

6ATc =<5 0
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922
Su?,
922
Sus,

922

0

0

0

ou

ou

ou

1

,al

2

,a2

3

,a3

1
Sy,
V311922

2
S,
3
Uy,
1
[T
2
ousy,
3
Oup

V3911922
V311922

VvYI11922
Vv Y11922

911922
0

1
OU g3

VY922

2
OUys

VY22

3
Oups

VY922

1
Oy

V322

2
ousy,

V322

3
Ou,

V322

1
OU gy

Vi

1
2
Uty
1

911

3
Oups

V911

0

1
[T
91
2
Sus,

911
Ouy,

VY11

5

(63)
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5ATo
01 T12 T13
- = 0 0 0 0 0 0
911 V911922 911
0 0 0 g T12 Ti3 0 0 .
911 VvI911922 Y911
0 0 0 0 0 0 01 T12 T13 u
1 5
11 V911922 911 u “1
T12 () T23 0 0 0 0 0 0 ul,az
__t12 92 ;
VglngZ gZZ ﬂgzz uZ as
_] o 0 0 —z %2 Tk 0 0o g uzﬂ1
- VI11922 922 V922 u )
0 0 0 0 0 0 _f2 02 T23 2,3
—2 us
VI11922 922 V922 u "
T13 T23 " 0 0 0 0 0 0 u3'0‘2
3 s,
911 VY22 as
T13 T23
VY11 VY22
T13 T23
0 0 0 0 0 0 .
911 V322 ’
( 01 T12 T13
- — 0 0 0 0 0 0
911 V911922 Y911
0 0 0 O T2 T 0 0 0
Ju1 V911922 Y911
0 0 0 0 0 0 Y T12 T13
g1 VvI11922 Y11
T . T
12 Z2 23 0 0 0 0 0 0
V911922 922 922
0 0 0 == 2B 0 0 YN, 5(d
= N - . .
VglngZ 922 v 922 } & { El}
T . T
0 0 0 0 0 0 12 _2 23
V911922 922 V922
713 T23
V911 V322
T T
0 0 0 13 23 o, 0 0 0
V911 922
T13 T23
0 0 0 0 0 0 o
V911 VY22

Si llamamos (G) g9 a la primera de estas matrices, podemos escribir

J‘ﬂ‘volumen 6BTL0dU = fffvolumen N'giTﬁTé‘ATO'dv = [fffvolumen N'giTﬁTEﬁ-N'Eidv]eoxGO S{delem} (64)

La matriz [ ff] N."7TGAN, dv| recibe el nombre de matriz de rigidez
volumen = »€i et 60x60

geomeétrica, kn'y es proporcional a los valores de las tensiones.

kN - [fffvolumen N’giTﬁTEﬁNgidv] (65)

60x60
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La segunda integral de (57) vale

fffvolumen(BTO + GTAT)E(BO + AG){gdelemento}dv = [fffvolumen BTOEBOdv]{adelemento} +
110 o aomen (BT oEAG + GTATEBy + G"ATEAG)dv| {8d siemento) (66)

El primer sumando es la conocida matriz de rigidez de elemento del calculo lineal kelemo.

El segundo sumando se representa por (kg)elemento y es denominada matriz de rigidez de

elemento de grandes corrimientos.

kg = [ Wy gtumen (BT oEAG + GTATEB, + GTATEAG) v (67)

Por tanto podemos escribir para (57),

OPetemento = (ko + kg + kN)5delement0 = I_CT6de1emento (68)

Siendo k; la matriz de rigidez tangente de elemento y cuyo valor es
I_CT elemento = k + kg + ky (69)

Una vez obtenida la matriz de rigidez tangente el proceso de calculo para la obtencion
de cargas y desplazamientos en régimen no lineal es bien conocido. El texto de
Zienkiewicz (2000), una vez mas puede ser consultado si surge alguna duda al respecto.

5 RESULTADOS OBTENIDOS

5.1 Pandeo de laminas

Un ejemplo interesante para comprobar la fiabilidad de un elemento finito en régimen no
lineal es el estudio del pandeo de una estructura laminar. En resumen se trata de resolver el
problema de autovalores |K + AK,| = 0.

De este sistema, los autovalores se corresponden con las cargas criticas de la estructura
(cargas de pandeo) mientras que los autovectores son los denominados modos de pandeo.

Como ejemplos de estudio del pandeo de ldminas hemos escogido el casquete esférico, la
superficie cilindrica y el paraboloide hiperbolico (ver Figura 4).

Los resultados numéricos obtenidos los comparamos con los trabajos de Matsunaga
(1999). Este autor utiliza un elemento tipo lamina (de s6lido degenerado) pero utilizando
hipotesis de lamina rebajada (pequefia curvatura). En todos los ejemplos numéricos hemos
tomado coeficiente de Poisson v = 0.3, superficies de planta cuadrada y modulo de Young
E=7-10"N/m?
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Y iy ‘4’0’4 IR

Wity The,
.f%’::g::‘w}{ %

Figura 4: Representacion del paraboloide eliptico y la lamina cilindrica. Discretizacion de la superficie media
por elementos finitos.

En este caso, para la comparacion de resultados, tomaremos el parametro adimensional A
en la forma:

Nya?
= 70
A== (70)
donde ,
En3
— 71
b 12(1 —v?)’ 7D

que es la constante de rigidez de la placa. En estas formulas, N, representa la carga de
compresion bajo la cual la estructura pandea, a es la dimension del lado de la planta cuadrada
donde se proyecta la lamina y /4 es el canto de la lamina. Los resultados obtenidos para el
primer modo de pandeo son los que se reflejan en la siguiente tabla, ver Tabla 1.

a’h a/Rx a/Ry  Presente Matsunaga (E.F.Tipo Lamina)

10 0.2 0.2 41.06 41.08
0 0.2 37.49 37.89

-0.2 0.2 35.89 36.61

20 0.2 0.2 54,13 56.16
0 0.2 41.92 43.06

-0.2 0.2 36.35 38.50

Tabla 1: Carga critica de pandeo en funcion del pardmetro adimensional A. Estudio de superficies cilindrica,
esférica y paraboloide hiperbolico.

En esta tabla, R, y R,, son los radios de curvatura de la lamina segun las direcciones de los
ejes X e ¥, Los resultados obtenidos, tal como se puede observar, son algo menores que los de
Matsunaga (1999), pero se pueden entender al haber utilizado el autor un elemento de lamina
rebajada.

En la obtencion de estos resultados hemos dispuesto 2 elementos en el espesor aunque el
tiempo de calculo respecto a elemento de Matsunaga es mayor. La discretizacion a lo largo de
la superficie ha sido la suficiente para asegurar la convergencia, que se ha logrado con mallas
de 40 - 50 de elementos finitos.

6 CONCLUSIONES

En este trabajo hemos presentado un nuevo elemento finito geométricamente no lineal
formulado en coordenadas curvilineas. El elemento finito en cuestion es una version
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modificada del elemento finito serendipito clasico de 20 nodos pero formulado en un sistema
de referencia curvilineo, tangente a la superficie media de la 1dmina.

Pese al mayor esfuerzo inicial de computacion debido a las complicadas relaciones
deformacion- desplazamiento, necesarias para evaluar la matriz de rigidez, el nuevo elemento
aporta una descripcion precisa de la geometria de la lamina y por tanto es adaptable a
cualquier geometria.

Al igual que su homdlogo cartesiano, al tener 20 nodos el elemento, los problemas de
bloqueo de la matriz de rigidez para espesores delgados (bloqueo por cortante) no son tan
gravosos como los elementos de bajo orden.

Extensiones del trabajo a fenomenos elastoplasticos, plasticos o estudios de grandes
deformaciones se hardn en proéximas entregas.
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