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Resumen. Inevitablemente, las estructuras pueden estar sometidas a grandes desplazamientos y 
deformaciones como consecuencia de distintos tipos de acciones como viento, sismo, etc. Como 
sabemos, el estudio de estructuras laminares sometidas a grandes desplazamientos y deformaciones no 
tienen soluciones analíticas conocidas salvo para casos sencillos de geometría, condiciones de 
contorno, estados de carga y distintas hipótesis adicionales respecto a la deformada de este tipo de 
estructuras. Los métodos numéricos, como el MEF, aparecieron como solución natural a estos 
problemas. Pese a la gran cantidad de elementos finitos desarrollados hasta la fecha con un gran éxito, 
en este trabajo presentamos un nuevo elemento finito no lineal formulado en coordenadas curvilíneas 
arbitrarias mediante cálculo tensorial, que, a pesar de un esfuerzo de computación inicial mayor, tiene 
una gran versatilidad y  facilidad de adaptación a cualquier tipo superficie. En el desarrollo del trabajo 
distintos ejemplos ponen de manifiesto la bondad del mismo.    
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1 INTRODUCCIÓN 

En distintos artículos hemos puesto de manifiesto las características de las estructuras 

laminares, elementos estructurales de gran belleza, con un comportamiento estructural 

complicado dependiente de estados de carga, geometría, condiciones de contorno, etc.  

Se ha comentado igualmente que las soluciones analíticas para láminas en flexión con 

consideración del fenómeno de cortadura y no digamos ya, si se consideran grandes 

desplazamientos - deformaciones, no se encuentran disponibles en el estado actual del 

conocimiento y hasta donde los autores de este trabajo conocen.  

El Método de los Elementos Finitos (M.E.F.)  surgió como respuesta a problemas de 

ingeniería gobernados por ecuaciones diferenciales complicadas cuyas soluciones analíticas 

eran difíciles o no posibles de obtener y ante el espectacular avance de la ingeniería 

informática que permitía resolver grandes sistemas de ecuaciones lineales en un plazo de 

tiempo razonable, Zienkiewicz (2000). 

Los elementos finitos utilizados para estudiar estructuras laminares se pueden dividir 

básicamente en tres grupos: elementos de sólido degenerado, Ahmad (1970), elementos 

basados en teorías de láminas, y elementos finitos tridimensionales. Los primeros en utilizarse 

para láminas fueron los dos primeros mientras que los elementos finitos tridimensionales 

reaparecieron en la década de los 90. Todos estos elementos sufren de problemas de 

convergencia de la solución a la real (como todos los métodos numéricos) en determinados 

casos. Por ejemplo, un elemento lámina con deformación por corte y aplicado a láminas 

delgadas sufre del denominado bloqueo (locking) por cortante. Además existen los 

denominados bloqueos de membrana (esfuerzos de membrana predominantes), bloqueo 

trapezoidal (solo para elementos tridimensionales)) y bloqueo de curvatura.   

Para intentar resolver este tipo de problemas han aparecido distintos métodos para aliviar 

esta sobrerigidización de los elementos. Técnicas de integración reducida, deformaciones 

impuestas y mejoradas, Hauptmann (1998) y Alves da Sousa (2006), o principios 

variacionales multicampo como el principio de Hellinger Reissner o el de Hu Washizu son y 

han sido muy frecuentes en el desarrollo de elementos fiables. Un buen artículo donde se 

repasan las distintas variedades de elementos finitos así como las distintas mejoras para evitar 

el fenómeno del bloqueo, es Yang (2004).  

Los elementos finitos tridimensionales de alto orden alivian la intensidad de este tipo de 

problemas a cambio de un mayor esfuerzo de computación. La enorme capacidad de los 

ordenadores actuales hace de este tipo de elementos una opción interesante para el estudio del  

comportamiento de láminas.   

En este trabajo,  presentamos una versión modificada del elemento finito de 20 nodos 

desarrollándolo completamente en coordenadas curvilíneas. Las relaciones deformación- 

desplazamiento se construyen teniendo en cuenta las ecuaciones no lineales de la elasticidad 

tridimensional y expresándolas en sus componentes físicas.  

Pese a un mayor esfuerzo inicial de computación debido a las complicadas relaciones 

deformación – desplazamiento resultantes, la versatilidad del nuevo elemento es superior a la 

de su homólogo cartesiano y porta una descripción precisa de la superficie media.   

2 GEOMETRÍA DE LÁMINAS 

El estudio de las estructuras laminares se caracteriza en parte por el buen conocimiento de una 

superficie de referencia que suele ser la superficie media.  

Suponemos que para cada tipología estructural de lámina específica podemos tomar un 

sistema de coordenadas curvilíneas ortogonales, es decir que la base natural asociada, que así 
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mismo suponemos normalizada, es ortogonal asociada a esta superficie de referencia. Por 

ejemplo para láminas cilíndricas  las coordenadas polares.  

 

 

Figura 1: Sistema de referencia sobre la superficie media. Líneas coordenadas y vectores tangentes.   

En otros casos como el de láminas en pendiente suave definidas sobre planta rectangular, en 

que las curvas que resultan de la intersección de la superficie con planos y=constante y 

x=constante respectivamente son cuasi ortogonales, y en los que suponemos conocida la 

ecuación de la superficie media de la lámina en la forma ݖ = ,ݔሺݖ ሻ, si tomamos un punto ଵܲsobre ella y la coordenada ݕ sobre la normal a la superficie (ver Figura 1 a) y b)), la posición 

de un punto P vendrá dada por 

 ܱܲ⃗⃗⃗⃗  ⃗ = ܱܲ⃗⃗⃗⃗  ⃗ଵ +  (1) , ⃗݊ߟ 

donde n⃗  es el vector normal y Ʉ es la coordenada según este vector. Los vectores naturales en los 

puntos de la superficie los denominamos ℎ⃗ ௜. En función de ellos los vectores naturales en P 

valen 

 
�୓୔⃗⃗⃗⃗⃗⃗ �ఈభ = ℎ⃗ ଵ + Ʉ �୬⃗⃗ �ఈభ, (2) 

y como 
�୬⃗⃗ �ఈ೔ = − ଵ�೔ ℎ⃗ ௜,  siendo  ߩ௜ los radios de curvatura, tenemos 

 
�୓୔⃗⃗⃗⃗⃗⃗ �ఈభ = ℎ⃗ ௜ ቀͳ − η�೔ቁ. (3) 

Las componentes del tensor métrico en P, �௜௜ = ͳ si i=j y �௜௝ = Ͳ si i es distinto de j, en 

función del valor que alcanza en los puntos de la superficie, valen 

 �௜௜ = ሺ�௜௜ሻ� = �୓୔⃗⃗⃗⃗⃗⃗ �ఈ೔ · �୓୔⃗⃗⃗⃗⃗⃗ �ఈ೔ = ቀͳ − η�೔ቁଶ · (ℎ⃗ ௜ · ℎ⃗ ௜) = ቀͳ − η�೔ቁଶ · ሺ�௜௜ሻ௦௨௣. (4) 

Y por tanto  

 √�௜௜ = ቀͳ − η�೔ቁ · √ሺ�௜௜ሻ௦௨௣. (5) 

donde ߩ௜ son los radios de curvatura de la superficie de referencia de estudio. Si tomamos �ଵ ଶ�,ݔ≡ ≡ y �ଷ ݕ ≡  ଶ vendrán dados porߩ ଵ yߩ  con lo que los radios de curvatura ,ߟ
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ͳߩଵ = ௫௫(ͳ,ݖ  ௫ଶ)ଷଶ,ݖ +

(6) 

ͳߩଶ = ௬௬(ͳ,ݖ  ௬ଶ)ଷଶ,ݖ +

Y si llamamos ݌ = �௭�௫ , ݍ = �௭�௬, ݎ = �మ௭�௫మ, ݏ = �మ௭�௫�௬, ݐ = �మ௭�௬మ , los vectores naturales sobre la 

superficie en ଵܲ,  de vector de posición     OPଵ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = xi + yj + zሺx, yሻk⃗  , son  ℎ⃗ ଵ = � +   ⃗݇݌
(7) ℎ⃗ ଶ = � +  .  ⃗݇ݍ

Las derivadas de las componentes del tensor métrico que valen 

 
�√௚೔೔�ఈೖ = ଵ√௚೔೔ ቀ�ℎ⃗⃗ ೔�ఈೖ · ℎ⃗ ௜ቁ (8) 

     Que tras particularizar resultan �√�ଵଵ��ଵ = ���ଵ ((ͳ − Ʉߩଵ) · √ሺ�ଵଵሻ௦௨௣) = (ͳ − Ʉߩଵ) · ͳ√݌ݎ +  ଶ݌

(9) �√�ଵଵ��ଷ = ߟ�� ((ͳ − Ʉߩଵ) · √ሺ�ଵଵሻ௦௨௣) = √ሺ�ଵଵሻ௦௨௣ ߟ�� (ͳ − Ʉߩଵ) = −√ͳ + ଶ݌ · ͳߩଵ 

Pero en general  
η�భ ≪ ͳ y podemos prescindir del primero frente al segundo, por lo que nos 

queda �√�ଵଵ��ଵ = ͳ√݌ݎ +  ଶ݌

(10) �√�ଵଵ��ଶ = ͳ√݌ݏ +  ଶ݌

Procediendo de igual manera para las derivadas de �ଶଶobtenemos: �√�ଶଶ��ଵ = ͳ√ݍݐ +  ଶݍ

(11) 
�√�ଶଶ��ଶ = ͳ√ݍݏ +  ଶݍ

�√�ଶଶ��ଷ = ߟ�� ((ͳ − Ʉߩଶ) · √ሺ�ଶଶሻ௦௨௣) = √ሺ�ଶଶሻ௦௨௣ ߟ�� (ͳ − Ʉߩଶ) = −√ͳ + ଶݍ · ͳߩଶ 

Las derivadas  �ଷଷ así mismo valen  
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�√�యయ�ఈభ = Ͳ, �√�యయ�ఈమ = Ͳ, �√�యయ�ఎ = Ͳ (12) 

Estas expresiones nos van a ser de gran utilidad para la formulación de la matriz de rigidez de 

nuestro elemento finito en coordenadas curvilíneas.  

3 DEFORMACIONES EN COORDENADAS CURVILINEAS ORTOGONALES.  

Con carácter general, las deformaciones en régimen lineal en coordenadas curvilíneas   

vienen dadas por, Rekach (1978),  

ఈ೔ߝ  = ��ఈ೔ ( ௩೔√௚೔೔) + ௩೙√௚೙೙௚೔೔ �√௚೔೔�ఈ೙  (13) 

Si tenemos en cuenta las ecuaciones del epígrafe anterior donde calculábamos las 

derivadas de las componentes del tensor métrico, podemos expresar las deformaciones en 

función de parámetros conocidos.  

Para posteriores cálculos nos interesa expresar esta última ecuación en forma matricial, 

para lo cual primero sustituimos el tensor métrico del espacio laminar �௜௝por el de la 

superficie media �௜௝ que es lo que el que solemos trabajar usualmente.  

{௢ߝ} =  
{   
ଵଷ଴ߛଶଷ଴ߛଵଶ଴ߛଷ଴ߝଶ଴ߝଵ଴ߝ    }  

   
 

=

{  
   
   
  ଵ√�భభ �௨భ�ఈభ + ௨మ√�భభ�మమ �√�భభ�ఈమ + ௨య√�యయ�భభ �√�భభ�ఈయଵ√�మమ �௨మ�ఈమ + ௨భ√�భభ�మమ �√�మమ�ఈభ + ௨య√�యయ�మమ �√�మమ�ఈయଵ√�యయ �௨య�ఈయ + ௨భ√�భభ�యయ �√�యయ�ఈభ + ௨మ√�యయ�మమ �√�యయ�ఈమଵ√�మమ �௨భ�ఈమ − ௨భ√�భభ�మమ �√�భభ�ఈమ + ଵ√�భభ �௨మ�ఈభ − ௨మ√�భభ�మమ �√�మమ�ఈభ  ଵ√�యయ �௨మ�ఈయ − ௨మ√�యయ�మమ �√�మమ�ఈయ + ଵ√�మమ �௨య�ఈమ − ௨య√�యయ�మమ �√�యయ�ఈమଵ√�యయ �௨భ�ఈయ − ௨భ√�భభ�యయ �√�భభ�ఈయ + ଵ√�భభ �௨య�ఈభ − ௨య√�భభ�యయ �√�యయ�ఈభ }  

   
   
  

= 

(14) 

{  
   
  
   
   
 Ͳ                               �√�ଵଵ��ଶ                   ͳ√�ଵଵ�ଷଷ  �√�ଵଵ��ଷ       �√�ଶଶ��ଵ                    Ͳ                         ͳ√�ଷଷ�ଶଶ      �√�ଶଶ��ଷ �√�ଷଷ��ଵ                     �√�ଷଷ��ଶ                                        Ͳ− �√�ଵଵ��ଶ                      −�√�ଶଶ��ଵ                                 ͲͲ                 − ͳ√�ଷଷ�ଶଶ �√�ଶଶ��ଷ                                  Ͳ

− ͳ√�ଵଵ�ଷଷ   �√�ଵଵ��ଷ            Ͳ                                    Ͳ }  
   
  
   
   
 

{ଷݑଶݑଵݑ} +

{  
    
  
    
  ͳ√�ଵଵ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ Ͳ ͳ√�ଶଶ Ͳ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ ͳ√�ଷଷͲ ͳ√�ଶଶ Ͳ ͳ√�ଵଵ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ ͳ√�ଷଷ Ͳ ͳ√�ଶଶ Ͳ
Ͳ Ͳ ͳ√�ଷଷ Ͳ Ͳ Ͳ ͳ√�ଵଵ Ͳ Ͳ}  

    
  
    
  

{  
   
   
ఈଷଷ,ݑఈଶଷ,ݑఈଵଷ,ݑఈଷଶ,ݑఈଶଶ,ݑఈଵଶ,ݑఈଷଵ,ݑఈଶଵ,ݑఈଵଵ,ݑ   }  

   
   
  
 

que en forma compacta escribimos como 
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{଴ߝ}  = ଵܮ (ଷݑଶݑଵݑ) ଶܮ +
( 
   
   
ఈଷଷ,ݑఈଶଷ,ݑఈଵଷ,ݑఈଷଶ,ݑఈଶଶ,ݑఈଵଶ,ݑఈଷଵ,ݑఈଶଵ,ݑఈଵଵ,ݑ  ) 

   
   
 

 (15) 

en donde hemos llamado ܮଵ a la primera matriz en la que figuran los términos que multiplican 

a los corrimientos y ܮଶ a la segunda matriz en la que figuran los términos del tensor métrico 

que multiplican a las derivadas de los desplazamientos.   

3.1 Deformaciones en régimen no lineal.  

El cálculo no lineal es significativamente más complejo que el cálculo lineal. La expresión 

general para las deformaciones longitudinales en coordenadas curvilíneas ortogonales en la 

base natural, vienen dadas por: 

 �௞௠ߝ�݀ఈೖ݀ఈ೘ = ଵଶ {�௨೙�ఈ೘ �௞௠ ௡Γ௡௠௟ݑ + �௞௟ + �௨೙�ఈೖ �௡௠ + ௡Γ௡௞௟ݑ �௟௠ + �௨೙�ఈೖ �௨೗�ఈ೘ �௡௟ +�௨೙�ఈೖ ௟Γ௟௠௜ݑ �௡௜ + ௡ݑ �௨೗�ఈ೘ Γ௡௞௜ �௜௟ + ௟Γ௡௞௜ݑ௡ݑ Γ௟௠௝ �௜௝} ݀�௞݀�௠ (16) 

La derivación de esta expresión es un poco larga y tediosa, para más detalles se puede 

consultar en Martínez Valle (2014). Como se puede observar, la expresión anterior está escrita 

en notación indicial (tensorial). Un buen texto al respecto donde se pueden consultar 

operaciones básicas con tensores y el álgebra de este tipo de estructuras, es el libro de Itskov 

(2009). 

En esta última expresión, Γ௡௠௟  son los símbolos de Christoffel de 2ª especie. Nuestro 

objetivo es, a partir de esta expresión general, obtener la expresión de las deformaciones 

longitudinales y angulares, a ser posible, en la base normalizada (componentes físicas). 

Haciendo k=m=s podemos despejar las deformaciones longitudinales ߝ௦, que también 

denominamos como ߝఈ௜, variando s de 1 a 3.  

௦ߝ  = ଵଶ {ʹ �௨ೞ�ఈೞ ௡Γ௡௦௥ݑ + ௚ೞೝ௚ೞೞ + ௡Γ௡௦௥ݑ ௚ೝೞ௚ೞೞ + �௨೙�ఈೞ �௨೙�ఈೞ ௚೙೙௚ೞೞ + �௨೙�ఈೞ ௥Γ௥௦௜ݑ  ௚೙೔௚ೞೞ + ௡ݑ �௨ೝ�ఈೞ Γ௡௦௜ ௚೔ೝ௚ೞೞ + ௥Γ௡௦௜ݑ௡ݑ  Γ௥௦௝ ௚೔ೕ௚ೞೞ}(17) 

que en función de las deformaciones en régimen lineal expresamos como 

௦ߝ  = ଴௦ߝ +  ௦̅ (18)ߝ

con  

 ɂ௦଴ = ଵଶ {ʹ �௨ೞ�ఈೞ ௡Γ௡௦௥ݑ  + ௚ೞೝ௚ೞೞ + ௡Γ௡௦௥ݑ ௚ೝೞ௚ೞೞ} = �௨ೞ�ఈೞ + ௡Γ௡௦௦ݑ = �௨ೞ�ఈೞ + ௡ݑ  ଵ√௚ೞೞ  �√௚ೞೞ�ఈ೙  (19) 

௦̅ߝ  = ଵଶ {�௨೙�ఈೞ �௨೙�ఈೞ ௚೙೙௚ೞೞ + �௨೙�ఈೞ ௥Γ௥௦௜ݑ ௚೙೔௚ೞೞ ௡ݑ + �௨ೝ�ఈೞ Γ௡௦௜ ௚೔ೝ௚ೞೞ + ௥Γ௡௦௜ݑ௡ݑ  Γ௥௦௝ ௚೔ೕ௚ೞೞ  } (20) 

En la base natural normalizada toman la forma 
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 ɂ௦଴ = ��ఈೞ ( ௨ೞ√௚ೞೞ) + ( ௨೙√௚೙೙) Γ௡௦௦ = ��ఈೞ ( ௨ೞ√௚ೞೞ) + ௨೙√௚೙೙௚ೞೞ �√௚ೞೞ�ఈ೙  (21) 

௦̅ߝ  = ଵଶ { ��ఈೞ ( ௨೙√௚೙೙) ��ఈೞ ( ௨೙√௚೙೙) ௚೙೙௚ೞೞ + ��ఈೞ ( ௨೙√௚೙೙)ቀ ௨ೝ√௚ೝೝቁ Γ௥௦௜ ௚೙೔௚ೞೞ + ( ௨೙√௚೙೙) ��ఈೞ ቀ ௨ೝ√௚ೝೝቁ Γ௡௦௜ ௚೔ೝ௚ೞೞ +( ௨೙√௚೙೙)ቀ ௨ೝ√௚ೝೝቁ Γ௡௦௜  Γ௥௦௝ ௚೔ೕ௚ೞೞ  }                                         (22) 

Si para evaluar los términos en que figuran los productos de corrimientos, o de sus 

variaciones, así como los productos de un corrimiento por la variación de otro corrimiento, 

que en todo caso son pequeños, prescindimos de las aportaciones debidas a las variaciones de 

las componentes del tensor métrico, obtenemos 

{ௌ̅ߝ}  = ௦଴ߝ + ଵଶ · ଵ௚ೞೞ ቀ�௨భ�ఈೞ �௨భ�ఈೞ + �௨మ�ఈೞ �௨మ�ఈೞ + �௨య�ఈೞ �௨య�ఈೞ  ቁ (23) 

prescindiendo de los términos donde figuran los símbolos de Christoffel de 2º orden.  

Los deslizamientos, en la base natural normalizada (componentes físicas), vienen dados 

por 

ଵଶߛ = √�ଵଵ�ଶଶ ���ଶ ቆ ଵ√�ଵଵቇݑ + √�ଶଶ�ଵଵ ���ଵ ቆ ଶ√�ଶଶቇݑ + �ଵଵ√�ଵଵ�ଶଶ ���ଵ ቆ ଵ√�ଵଵቇݑ ���ଶ ቆ ଵ√�ଵଵቇ+ �ଶଶ√�ଵଵ�ଶଶݑ ���ଵ ቆ ଶ√�ଶଶቇݑ ���ଶ ቆ ଶ√�ଶଶቇݑ + �ଷଷ√�ଵଵ�ଶଶ ଷ��ଵݑ�  ଷ��ଷݑ�

(24) 

ଵଷߛ = √�ଵଵ�ଷଷ ���ଷ ቆ ଵ√�ଵଵቇݑ +√�ଷଷ�ଵଵ ଷ��ଵݑ� + √�ଵଵ ���ଵ ቆ ଵ√�ଵଵቇݑ ���ଷ ቆ ଵ√�ଵଵቇ+ �ଶଶ√�ଵଵ�ଷଷݑ ���ଵ ቆ ଶ√�ଶଶቇݑ ���ଷ ቆ ଶ√�ଶଶቇݑ + ͳ√�ଵଵ ଷ��ଵݑ�  ଷ��ଷݑ�

ଵଷߛ = √�ଵଵ�ଷଷ ���ଷ ቆ ଵ√�ଵଵቇݑ + √�ଷଷ�ଵଵ ଷ��ଵݑ� +√�ଵଵ ���ଵ ቆ ଵ√�ଵଵቇݑ ���ଷ ቆ ଵ√�ଵଵቇ+ �ଶଶ√�ଵଵ�ଷଷݑ ���ଵ ቆ ଶ√�ଶଶቇݑ ���ଷ ቆ ଶ√�ଶଶቇݑ + ͳ√�ଵଵ ଷ��ଵݑ�  ଷ��ଷݑ�

ଶଷߛ =  √�ଶଶ�ଷଷ ���ଷ ቆ ଶ√�ଶଶቇݑ +√�ଷଷ�ଶଶ ଷ��ଶݑ� + �ଵଵ√�ଶଶ�ଷଷ ���ଶ ቆ ଵ√�ଵଵቇݑ ���ଷ ቆ ଵ√�ଵଵቇ+ √�ଶଶݑ ���ଷ ቆ ଶ√�ଶଶቇݑ ���ଶ ቆ ଶ√�ଶଶቇݑ + ଷ��ଷݑ�  ଷ��ଷݑ�

Como es natural estas expresiones nos son necesarias para derivar las expresiones de la 

matriz de rigidez tangente que nos aparece posteriormente.    

De manera análoga a como hemos hecho con las deformaciones en régimen lineal, 

podemos agrupar matricialmente las deformaciones en régimen no lineal,  
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{ߝ} = {  
  {ଵଷߛଶଷߛଵଶߛଷߝଶߝଵߝ  

  =
{   
ଵଷ଴ߛଶଷ଴ߛଵଶ଴ߛଷ଴ߝଶ଴ߝଵ଴ߝ    }  

   
 
+

{  
   
  
   
   
 ͳʹ ͳ�ଵଵ ଵ��ଵݑ�) ଵ��ଵݑ� + ଶ��ଵݑ� ଶ��ଵݑ� ଷ��ଵݑ� + ʹଷ��ଵ)ͳݑ� ͳ�ଶଶ ଵ��ଶݑ�) ଵ��ଶݑ� + ଶ��ଶݑ� ଶ��ଶݑ� ଷ��ଶݑ� + ʹଷ��ଶ)ͳݑ� ଵ��ଷݑ�) ଵ��ଷݑ� + ଶ��ଷݑ� ଶ��ଷݑ� ଷ��ଷݑ� + ʹଷ��ଷ)ͳݑ� ͳ√�ଵଵ�ଶଶ ଵ��ଵݑ�) ଵ��ଶݑ� + ଶ��ଵݑ� ଶ��ଶݑ� ଷ��ଵݑ� + ʹଷ��ଶ)ͳݑ� ͳ√�ଶଶ ଵ��ଷݑ�) ଵ��ଶݑ� + ଶ��ଷݑ� ଶ��ଶݑ� ଷ��ଷݑ� + ʹଷ��ଶ)ͳݑ� ͳ√�ଵଵ ଵ��ଷݑ�) ଵ��ଵݑ� + ଶ��ଷݑ� ଶ��ଵݑ� ଷ��ଷݑ� + (ଷ��ଵݑ� }  

   
  
   
   
 

 

(25) =
{   
ଵଷ଴ߛଶଷ଴ߛଵଶ଴ߛଷ଴ߝଶ଴ߝଵ଴ߝ    }   

   

+ ͳʹ

{  
   
  
   
ఈଵଵ�ଵଵ,ݑ   ఈଵଶ�ଵଵ,ݑ ఈଵଷ�ଵଵ,ݑ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ఈଶଵ�ଶଶ,ݑ ఈଶଶ�ଶଶ,ݑ ఈଶଷ�ଶଶ,ݑ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ ఈଵଵ,ݑ ఈଶଶ,ݑ ఈଶଵ√�ଵଵ�ଶଶ,ݑఈଷଷ,ݑ ఈଶଶ√�ଵଵ�ଶଶ,ݑ ఈଶଷ√�ଵଵ�ଶଶ,ݑ ఈଵଵ√�ଵଵ�ଶଶ,ݑ ఈଵଶ√�ଵଵ�ଶଶ,ݑ ఈଵଷ√�ଵଵ�ଶଶ,ݑ Ͳ Ͳ Ͳ

Ͳ Ͳ Ͳ ఈଷଵ√�ଶଶ,ݑ ఈଷଶ√�ଶଶ,ݑ ఈଷଷ√�ଶଶ,ݑ ఈଶଵ√�ଶଶ,ݑ ఈଶଶ√�ଶଶ,ݑ ఈଷଵ√�ଵଵ,ݑఈଶଷ√�ଶଶ,ݑ ఈଷଶ√�ଵଵ,ݑ ఈଷଷ√�ଵଵ,ݑ Ͳ Ͳ Ͳ ఈଵଵ√�ଵଵ,ݑ ఈଵଶ√�ଵଵ,ݑ   {ఈଵଷ√�ଵଵ,ݑ
   
  
   
  

( 
   
   
ఈଷଷ,ݑఈଷଶ,ݑఈଷଵ,ݑఈଶଷ,ݑఈଶଶ,ݑఈଶଵ,ݑఈଵଷ,ݑఈଵଶ,ݑఈଵଵ,ݑ  ) 

   
   
 

 

 

La primera de estas matrices es la matriz lineal de deformaciones {ߝ଴} y la segunda es 

conocida como matriz no lineal de deformaciones {ߝ�}. Si renombramos en la siguiente 

forma,  
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ܣ  =
{  
   
    
ͳͳ�ͳͳ�,ݑ  ͳʹ�ͳͳ�,ݑ ͳ͵�ͳͳ�,ݑ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ʹʹ�ͳʹ�,ݑ ʹʹ�ʹʹ�,ݑ ʹʹ�͵ʹ�,ݑ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ ͳͳ�,ݑ ʹʹ�,ݑ ʹʹ�ͳ√�ͳͳʹ�,ݑ͵͵�,ݑ ʹʹ�ͳͳ�√ʹʹ�,ݑ ʹʹ�ͳͳ�√͵ʹ�,ݑ ʹʹ�ͳͳ√�ͳͳ�,ݑ ʹʹ�ͳʹ√�ͳͳ�,ݑ ʹʹ�ͳ͵√�ͳͳ�,ݑ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ʹʹ�√ͳ͵�,ݑ ʹʹ�√ʹ͵�,ݑ ʹʹ�√͵͵�,ݑ ʹʹ�√ͳʹ�,ݑ ʹʹ�√ʹʹ�,ݑ ͳ√�ͳͳ͵�,ݑʹʹ�√͵ʹ�,ݑ ͳͳ�√ʹ͵�,ݑ ͳͳ�√͵͵�,ݑ Ͳ Ͳ Ͳ ͳͳ√�ͳͳ�,ݑ ͳʹ√�ͳͳ�,ݑ   {ͳ͵√�ͳͳ�,ݑ

   
    
 

 (26) 

 

ߠ  =
( 
   
   
ఈଷଷ,ݑఈଷଶ,ݑఈଷଵ,ݑఈଶଷ,ݑఈଶଶ,ݑఈଶଵ,ݑఈଵଷ,ݑఈଵଶ,ݑఈଵଵ,ݑ  ) 

   
   
 

 (27) 

Entonces podemos escribir,  

ߝ  = { ݀}଴ܤ + ଵଶ(28) ߠܣ 

donde de nuevo señalamos que el último sumando se corresponde con las deformaciones 

no lineales,  mientras que ܤ଴ se corresponde con las relaciones deformación- desplazamiento 

en régimen lineal.  {݀ } se corresponde con las componentes del vector corrimiento.  

Por último podemos señalar, que aunque las ecuaciones de esta sección están expresadas 

en función de  las componentes del tensor métrico �ఈఉ , tensor métrico del espacio laminar, se 

pueden sustituir por �ఈఉ  cuando nos referimos a la superficie media de la lámina, que es lo 

habitual en teoría de cascaras.  

4 EL ELEMENTO FINITO TRIDIMENSIONAL DE 20 NODOS EN 
COORDENADAS CURVILINEAS.  

El elemento finito serendípito de 20 nodos es bien conocido, Zienkiewicz (2000), así como 

sus funciones de forma, ver Figura 2. 
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Figura 2: Elemento finito serendípito de 20 nodos. 

 Nj = ଵ଼ (ͳ + ξjξ)(ͳ + ɄjɄ)(ͳ + ɃjɃ)(ξjξ + ɄjɄ + ɃjɃ − ʹ ) (29) 

para los nodos de los vertices del haxaedro, j=1,….,8 

 Nj = ଵସ ሺͳ − ξଶሻ(ͳ + ɄjɄ)(ͳ + ɃjɃ) (30) 

para los nodos de la mitad de los lados, j=10,12,14,16. 

 Nj = ଵସ ሺͳ − Ʉଶሻ(ͳ + ξjξ)(ͳ + ɃjɃ), (31) 

para los nodos de la mitad de los lados, j=9,11,13,15. 

            Nj = ͳͶ ሺͳ − Ƀଶሻ(ͳ + ξjξ)(ͳ + ɄjɄ), (32) 

para los nodos de la mitad de los lados, j=17,18,19,20. 

Estas funciones de forma las utlizaremos posteriormente en nuestros cálculos para la 

interpolación de corrimientos y sus derivadas.  

4.1 Equilibrio del elemento finito 

Existen distintas formas de llegar a la formulación de la matriz de rigidez del elemento 

finito. Nuestro punto de partida es el Principio de los Trabajos Virtuales (P.T.V.), que se 

puede formular de la siguiente forma:    

Sea una variación en los corrimientos de los nodos, compatibles con los enlaces, y por lo 

tanto de los nodos de los elementos, que se designa por ݀ߜ௘௟௘௠௘௡௧௢ , ésta provocará una 

variación en las tensiones y en las deformaciones. El  trabajo de las fuerzas exteriores viene 

dado por ��.௘௫௧ = ∑ ௜݀ߜ ∙  ௜݌
ଵ � ଶ଴ ሺ௡º ௗ௘ ௡௢ௗ௢௦ሻ  , (33) 

 Donde ݌௜ݕ ݀௜ son las cargas y corrimientos  nodales. Si los corrimientos y las cargas de los 

nodos del elemento, en el sistema de coordenadas curvilíneas local (αଵ,αଶ,αଷ,) se ordenan, 

como es usual, en matrices se tiene, 

{௘௟௘௠௘௡௧௢݀}ߜ = ߜ {  
  ݀ଵ݀ଶ⋮⋮݀ଶ଴}  

  
  { ௘ܲ௟௘௠௘௡௧௢} = {  

  {ଶ଴݌⋮⋮ଶ݌ଵ݌  
   , (34) 

J.M. MARTINEZ VALLE, V.D. FACHINOTTI, A.E. ALBANESI, P. MARTINEZ JIMENEZ2432

Copyright © 2016 Asociación Argentina de Mecánica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



con  (݀௡௢ௗ௢ ௜)் = ሺݑଵ௜ ଶ௜ݑ   ்(௡௢ௗ௢ ௜݌) ଷ௜ሻݑ   = ଵ௜݌) ଶ௜݌    ଷ௜). (35)݌  

Se obtiene ��.௘௫௧ = ்{௘௟௘௠௘௡௧௢݀}ߜ  ∙ ௘௟௘௠௘௡௧௢݌ . (36) 

El trabajo virtual de deformación en función de tensiones y deformaciones se expresa por �ௗ௘௙ = ∭  . ݒ݀�்ߝߜ
௩௢௟௨௠௘௡  (37) 

Esta ecuación la podemos reescribir en la forma,  �ௗ௘௙ = ∭ ݒ݀�்ߝߜ =௩௢௟௨௠௘௡ ்{௘௟௘௠௘௡௧௢݀}ߜ ∭ ௩௢௟௨௠௘௡ݒ݀�்ܤ  , (38) 

en donde se ha tenido en cuenta que ݀ߜ௘௟௘௠௘௡௧௢ es independiente de la integración. Igualando 

los trabajos dados por las expresiones (36) y (38), 

்{௘௟௘௠௘௡௧௢݀}ߜ ∙ ௘௟௘௠௘௡௧௢݌ = ்{௘௟௘௠௘௡௧௢݀}ߜ ∭ ௩௢௟௨௠௘௡ݒ݀�்ܤ  , (39) 

y como quiera que la igualdad debe verificarse para cualquier movimiento virtual, queda 

௘௟௘௠௘௡௧௢݌ = ∭ ௩௢௟௨௠௘௡ݒ݀�்ܤ  , (40)  

ecuación matricial que da lugar a 60 ecuaciones de equilibrio (al tener 20 nodos el elemento 

finito) que relacionan las fuerzas aplicadas en los nodos del elemento con los corrimientos 

nodales y con sus derivadas, pero en las que los términos de los segundos miembros son 

funciones de productos de estas magnitudes y por tanto NO lineales y no tratables 

directamente para la resolución del problema. 

El valor de la variación de las deformaciones es,  ߝߜ = ߜ ଴{݀௘௟௘௠௘௡௧௢}ܤ} + ͳʹ {�ܣ = {௘௟௘௠௘௡௧௢݀}ߜ଴ܤ + ͳʹ �ܣߜ + ͳʹ   (41) , �ߜܣ

si prescindimos de las aportaciones debidas a las variaciones de las componentes del tensor 

métrico, podemos reescribir,  ߝߜ = ߜ ଴{݀௘௟௘௠௘௡௧௢}ܤ} + ଵଶܣ�} = {௘௟௘௠௘௡௧௢݀}ߜ଴ܤ +   (42)                           , �ܣߜ

donde la expresión de la matriz A es bien conocida y la hemos deducido anteriormente.  

A partir de aquí hemos de tener en cuenta algunas consideraciones. Por una parte, tenemos 

tres sistemas de coordenadas: el curvilíneo del elemento finito, el curvilíneo intrínseco a la 

superficie de referencia de la lámina y el cartesiano. 

La matriz Jacobiana de cambio de las coordenadas cartesianas xi a las coordenadas 

curvilíneas i  es  
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{�} =∑{ ௜ܰ,�ݔ௜௜ܰ,ఎݔ௜௜ܰ,఍ݔ௜ ௜ܰ,�ݕ௜௜ܰ,ఎݕ௜௜ܰ,఍ݕ௜ ௜ܰ,�ݖ௜௜ܰ,ఎݖ௜௜ܰ,఍ݖ௜}
ଶ଴
௜=ଵ = { ଵܰ,�ଵܰ,ఎଵܰ,఍

ଶܰ,� …ଶܰ,ఎ …ଶܰ,఍ … ଶܰ଴,�ଶܰ଴,ఎଶܰ଴,఍}{
ଶݔଵݔ ଶݕଵݕ ⋮ଶݖଵݖ ⋮ ଶ଴ݔ⋮ ଶ଴ݕ   ଶ଴} , (43)ݖ

La matriz Jacobiana de cambio de las coordenadas cartesianas xi a las coordenadas 

curvilíneas  �௜es  

ఈభ,ݔ} = ௫ఈܬ  ఈభ,ݕ ఈమ,ݔఈభ,ݖ ఈమ,ݕ �ఈ,ݔఈమ,ݖ �ఈ,ݕ  ఈ�} (44),ݖ

La relación entre derivadas de una cierta función � en los sistemas de coordenadas x-ߦ y x-� vienen dadas por 

 {�,��,ఎ�,఍} = ܬ௫� {�,௫�,௬�,௭} , {
�,ఈభ�,ఈమ�,ఈయ} = ௫ఈܬ {

�,௫�,௬�,௭} (45) 

 

Y si llamamos Υ = |Υ௜௝| = ௫�−ଵ  y Ȳܬ = |Ȳ௜௝| =  ௫ఈ−ଵ, las relaciones inversas nos danܬ

 {�,௫�,௬�,௭} = Υ{�,��,ఎ�,఍} ; {
�,௫�,௬�,௭} = Ȳ{

�,ఈభ�,ఈమ�,ఈయ} (46) 

Llamando Π al producto de matrices ܬ௫ఈ · Υ , podemos escribir 

 {�,ఈభ�,ఈమ�,ఈయ} = Π{�,��,ఎ�,఍} (47) 

Llegados a este punto, si retornamos a la ecuación de variación de las deformaciones 

podemos reescribir las variaciones de los desplazamientos como, 

 

( 
   
   
ఈଷଷ,ݑఈଷଶ,ݑఈଷଵ,ݑఈଶଷ,ݑఈଶଶ,ݑఈଶଵ,ݑఈଵଷ,ݑఈଵଶ,ݑఈଵଵ,ݑ  ) 

   
   
 
ߜ =ߠߜ

( 
   
   
  
ఈଷଷ,ݑఈଷଶ,ݑఈଷଵ,ݑఈଶଷ,ݑఈଶଶ,ݑఈଶଵ,ݑఈଵଷ,ݑఈଵଶ,ݑఈଵଵ,ݑ ) 

   
   
  
=
( 
   
  
Πଵଵ Πଵଶ Πଵଷ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ Πଵଵ Πଵଶ Πଵଷ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ Πଵଵ Πଵଶ ΠଵଷΠଶଵ Πଶଶ Πଶଷ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ Πଶଵ Πଶଶ Πଶଷ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ Πଶଵ Πଶଶ ΠଶଷΠଷଵ Πଷଶ Πଷଷ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ Πଷଵ Πଷଶ Πଷଷ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ Πଷଵ Πଷଶ Πଷଷ) 

   
ߜ  

( 
   
   
�,ݑ  

ଵݑ,ఎଵݑ,఍ଵݑ,�ଶݑ,ఎଶݑ,఍ଶݑ,�ଷݑ,ఎଷݑ,఍ଷ) 
   
   
  
= Πߜ

( 
   
   
�,ݑ  

ଵݑ,ఎଵݑ,఍ଵݑ,�ଶݑ,ఎଶݑ,఍ଶݑ,�ଷݑ,ఎଷݑ,఍ଷ) 
   
   
  

 (48) 

Donde hemos designado a la matriz de componentes Π௜௝sencillamente como Π Por otra 

parte sabemos que,  
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ߜ 
( 
   
   
�,ݑ  

ଵݑ,ఎଵݑ,఍ଵݑ,�ଶݑ,ఎଶݑ,఍ଶݑ,�ଷݑ,ఎଷݑ,఍ଷ) 
   
   
  

ߜ ߜ =
( 
   
   
 ଵܰ,� Ͳ Ͳ ଶܰ,� Ͳ Ͳ … ଶܰ଴,� Ͳ Ͳଵܰ,ఎ Ͳ Ͳ ଶܰ,ఎ Ͳ Ͳ … ଶܰ଴,ఎ Ͳ Ͳଵܰ,఍ Ͳ Ͳ ଶܰ,఍ Ͳ Ͳ … ଶܰ଴,఍ Ͳ ͲͲ ଵܰ,� Ͳ Ͳ ଶܰ,� Ͳ … Ͳ ଶܰ଴,� ͲͲ ଵܰ,ఎ Ͳ Ͳ ଶܰ,ఎ Ͳ … Ͳ ଶܰ଴,ఎ ͲͲ ଵܰ,఍ Ͳ Ͳ ଶܰ,఍ Ͳ … Ͳ ଶܰ଴,఍ ͲͲ Ͳ ଵܰ,� Ͳ Ͳ ଶܰ,� … Ͳ Ͳ ଶܰ଴,�Ͳ Ͳ ଵܰ,ఎ Ͳ Ͳ ଶܰ,ఎ … Ͳ Ͳ ଶܰ଴,ఎͲ Ͳ ଵܰ,఍ Ͳ Ͳ ଶܰ,఍ … Ͳ Ͳ ଶܰ଴,఍) 

   
   
 
ߜ
( 
   
   
  
u,ଵଵu,ଶଵu,ଷଵu,ଵଶu,ଶଶu,ଷଶ⋮u,ଵଶ଴u,ଶଶ଴u,ଷଶ଴) 
   
   
  

(49) 

Esta última matriz donde figuran las derivadas de las funciones de forma y que relaciona 

las derivadas de los corrimientos en la base natural y en la base cartesiana la denominamos ,ܰ�೔ y es una matriz de 9*60, por lo que podemos reescribir finalmente los términos del vector 

diferencial de deformación en la siguiente forma,  

 (50) {௘௟௘௠௘௡௧௢݀}ߜ� = ߠߜ 

siendo 

 � = Πଽ∗ଽ · ,ܰ�೔ሺଽ∗6଴ሻ (51) 

Si se tiene en cuenta el valor de la matriz B en régimen lineal ܤ଴ y se llama ܤ௡௟ a ܣߜ� se 

puede escribir 

଴ܤ= ߝߜ  ∙ {௘௟௘௠௘௡௧௢݀}ߜ + ௡௟ܤ  ∙ {௘௟௘௠௘௡௧௢݀}ߜ = ሺܤ଴ + ௡௟ሻܤ ∙  (52) ,{௘௟௘௠௘௡௧௢݀}ߜ

con lo que la fórmula (40)  se escribe como 

௘௟௘௠௘௡௧௢ ݌   = ∭ ்ܤ ∙ � ∙ ݒ݀ = ௩௢௟௨௠௘௡ ∭ ሺ்ܤ଴ + ሺܤ௡௟ሻ்ሻ ∙ � ∙ ௩௢௟௨௠௘௡ ݒ݀  . (53) 

En la que obviamente si ܤ௡௟ es la matriz nula, ܤ௡௟ = ȳ, la ecuación (53) se reduce a la 

ecuación lineal habitual.Tomando como es usual la variación por el incremento y partiendo de 

la ecuación (53) se obtiene ݌ߜ௘௟௘௠௘௡௧௢ = ߜ [∭ሺܤ଴ + ܤ� ሻ் 
�  (54) . [ݒ݀�

Teniendo en cuenta que ்ܤ଴ es una matriz de elementos constantes se puede escribir ݌ߜ௘௟௘௠௘௡௧௢  ௡௟ ሻܤሺߜ ∭=
�

் ݒ݀� + ∭ሺܤ଴ + ܤ� ሻ்ݒ݀�ߜ 
�  . (55) 

Ahora bien ߜ� vale ߜ� = ܧ · ߝߜ = ଴ܤሺܧ +  (56) , {௘௟௘௠௘௡௧௢݀ߜ} ௡௟ሻܤ

  

Donde en este caso, E es la conocida matriz de las constantes elásticas. Si sustituimos en (54) 
proporciona la igualdad 

௘௟௘௠௘௡௧௢݌ߜ  = ∭  ௡௟ሻ்ܤሺߜ
௩௢௟௨௠௘௡ ݒ݀� + ∭ ሺሺܤ଴ + ܤ௡௟ሻ் · ܧ · ሺܤ଴ +  ݒሻ݀{௘௟௘௠௘௡௧௢݀ߜ}௡௟ሻܤ

௩௢௟௨௠௘௡  . (57) 

Esta ecuación es la que debemos resolver mediante métodos iterativos como el método de 
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Newton Raphson.  

4.2 Matriz de Rigidez tangente 

Para poder acometer el proceso de cálculo enunciado anteriormente debemos calcular ݌ߜ௘௟௘௠௘௡௧௢  tomando como variables independientes los corrimientos de los nudos de la 

estructura.  

Tomando como es usual  la variación por el incremento y partiendo de la fórmula (57),  
obtenemos 

௘௟௘௠௘௡௧௢݌ߜ  ∭]ߜ =  ሺܤ଴ + ܤ� ሻ் �  (58) . [ݒ݀�

Teniendo en cuenta que ܤ଴ ் es una matriz de elementos constantes tenemos 

௘௟௘௠௘௡௧௢݌ߜ   = ∭ � ௡௟ ሻܤሺߜ  ் ݒ݀� + ∭ ሺܤ଴ + ܤ� ሻ்ݒ݀�ߜ �  . (59) 

Ahora bien ߜ� vale 

 (60) ߝߜܧ = �ߜ 

     que sustituida en (56) nos proporciona ߝߜܧ = ܧ · ሺܤ଴ + ܣ · �ሻ{݀ߜ௘௟௘௠௘௡௧௢} (61) 

Para dar forma a la primera integral sustituimos ܤ଴ ் por su valor y tomamos �  ,{݋ݐ݈݊݁݉݁݁݀ߜ}଴ܤܧ=
               ∭ � ௡௟ ሻܤሺߜ  ் ݒ݀� = ∭ � ሻ்ܣ்�ሺߜ ݒ݀�  =∭ )ߜ ,ܰ�೔்Π் · � (்ܣ  (62)                       ݒ݀� 

Ahora bien ,ܰ�೔்  y Π் dado que son matrices de elementos constantes ߜ( ,ܰ�೔்Π் · (்ܣ =,ܰ�೔்Π் ்ܣߜ. Por tanto, podemos obtener expresiones más compactas para la expresión ்ܣߜ�, 

interviniente en el factor que contiene las componentes no lineales de la deformación,   
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�்ܣߜ =

{  
   
   
   
   
   
   
ఈଵଵ�ଵଵ,ݑߜ   Ͳ Ͳ ఈଶଵ√�ଵଵ�ଶଶ,ݑߜ Ͳ ఈଵଶ�ଵଵ,ݑߜఈଷଵ√�ଵଵ,ݑߜ Ͳ Ͳ ఈଶଶ√�ଵଵ�ଶଶ,ݑߜ Ͳ ఈଵଷ�ଵଵ,ݑߜఈଷଶ√�ଵଵ,ݑߜ Ͳ Ͳ ఈଶଷ√�ଵଵ�ଶଶ,ݑߜ ఈଷଷ√�ଵଵͲ,ݑߜ ఈଶଵ�ଶଶ,ݑߜ Ͳ ఈଵଵ√�ଵଵ�ଶଶ,ݑߜ ఈଷଵ√�ଶଶ,ݑߜ Ͳ

Ͳ ఈଶଶ�ଶଶ,ݑߜ Ͳ ఈଵଶ√�ଵଵ�ଶଶ,ݑߜ ఈଷଶ√�ଶଶ,ݑߜ Ͳ
Ͳ ఈଶଷ�ଶଶ,ݑߜ Ͳ ఈଵଷ√�ଵଵ�ଶଶ,ݑߜ ఈଷଷ√�ଶଶ,ݑߜ Ͳ
Ͳ Ͳ ఈଵଵ,ݑߜ Ͳ ఈଶଵ√�ଶଶ,ݑߜ ఈଵଵ√�ଵଵͲ,ݑߜ Ͳ ఈଶଶ,ݑߜ Ͳ ఈଶଶ√�ଶଶ,ݑߜ ఈଵଶ√�ଵଵͲ,ݑߜ Ͳ ఈଷଷ,ݑߜ Ͳ ఈଶଷ√�ଶଶ,ݑߜ   {ఈଵଷ√�ଵଵ,ݑߜ

   
   
   
   
   
   
  

{  
  �ଵ�ଶ�ଷ�ଵଶ�ଶଷ�ଵଷ}  

  
 

 

(63) 
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�்ܣߜ

=

{  
   
   
  
   
   
   
 �ଵ�ଵଵ �ଵଶ√�ଵଵ�ଶଶ �ଵଷ√�ଵଵ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ �ଵ�ଵଵ �ଵଶ√�ଵଵ�ଶଶ �ଵଷ√�ଵଵ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ �ଵ�ଵଵ �ଵଶ√�ଵଵ�ଶଶ �ଵଷ√�ଵଵ�ଵଶ√�ଵଵ�ଶଶ �ଶ�ଶଶ �ଶଷ√�ଶଶ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ �ଵଶ√�ଵଵ�ଶଶ �ଶ�ଶଶ �ଶଷ√�ଶଶ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ �ଵଶ√�ଵଵ�ଶଶ �ଶ�ଶଶ �ଶଷ√�ଶଶ�ଵଷ√�ଵଵ �ଶଷ√�ଶଶ �ଷ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ �ଵଷ√�ଵଵ �ଶଷ√�ଶଶ �ଷ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ �ଵଷ√�ଵଵ �ଶଷ√�ଶଶ �ଷ }  

   
   
  
   
   
   
 

ߜ
( 
   
   
 uͳ,�ͳ uͳ,�ʹ uͳ,�͵ uʹ,�ͳ uʹ,�ʹ uʹ,�͵ u͵,�ͳ u͵,�ʹ u͵,�͵ ) 

   
   
 

=

{  
   
   
  
   
   
   
 �ଵ�ଵଵ �ଵଶ√�ଵଵ�ଶଶ �ଵଷ√�ଵଵ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ �ଵ�ଵଵ �ଵଶ√�ଵଵ�ଶଶ �ଵଷ√�ଵଵ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ �ଵ�ଵଵ �ଵଶ√�ଵଵ�ଶଶ �ଵଷ√�ଵଵ�ଵଶ√�ଵଵ�ଶଶ �ଶ�ଶଶ �ଶଷ√�ଶଶ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ �ଵଶ√�ଵଵ�ଶଶ �ଶ�ଶଶ �ଶଷ√�ଶଶ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ �ଵଶ√�ଵଵ�ଶଶ �ଶ�ଶଶ �ଶଷ√�ଶଶ�ଵଷ√�ଵଵ �ଶଷ√�ଶଶ �ଷ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ �ଵଷ√�ଵଵ �ଶଷ√�ଶଶ �ଷ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ �ଵଷ√�ଵଵ �ଶଷ√�ଶଶ �ଷ }  

   
   
  
   
   
   
 

Π̂ ∙ ܰ,�೔∙  {௘௟݀}ߜ

 

 

 

Si llamamos ሺ�̅ሻଽ௫ଽ a la primera de estas matrices, podemos escribir 

  

        ∭ ௩௢௟௨௠௘௡ݒ݀��்ܤߜ =∭ ,ܰఌ೔்̿ݒ݀�்ܣߜ்ߨ = [∭ ,ܰఌ೔்̿ߨ̂̅�்ߨ ,ܰఌ೔݀ݒ௩௢௟௨௠௘௡ ]6଴௫6଴ ௩௢௟௨௠௘௡{௘௟௘௠݀}ߜ  (64) 

  

La matriz  [∭ ,ܰఌ೔்̿ߨ̂̅�்ߨ ,ܰఌ೔݀ݒ ௩௢௟௨௠௘௡ ]6଴௫6଴ recibe el nombre de matriz de rigidez 

geométrica, kN y es proporcional a los valores de las tensiones. 

 ݇� = [∭ ,ܰఌ೔்̿ߨ̂̅�்ߨ ,ܰఌ೔݀ݒ௩௢௟௨௠௘௡ ]6଴௫6଴ (65) 
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 La segunda integral de (57) vale 

 ∭ ሺ்ܤ଴ + ଴ܤሺܧሻ்ܣ்� + ௩௢௟௨௠௘௡ ݒ݀{௘௟௘௠௘௡௧௢݀ߜ}ሻ�ܣ = [∭ ௩௢௟௨௠௘௡ ݒ଴݀ܤܧ଴்ܤ {௘௟௘௠௘௡௧௢݀ߜ}[ +[∭ ሺ்ܤ଴ܣܧ� + ଴ܤܧ்ܣ்� + ௩௢௟௨௠௘௡ݒሻ݀�ܣܧ்ܣ்� ]  (66)                                             {௘௟௘௠௘௡௧௢݀ߜ}

El primer sumando es la conocida matriz de rigidez de elemento del cálculo lineal ݇௘௟௘௠଴
. 

El segundo sumando se representa por (݇௚)௘௟௘௠௘௡௧௢ y es denominada matriz de rigidez de 

elemento de grandes corrimientos. 

 

                                                ݇௚ = [∭ ሺ்ܤ଴ܣܧ� + ଴ܤܧ்ܣ்� ௩௢௟௨௠௘௡ݒሻ݀�ܣܧ்ܣ்�+ ] (67) 

Por tanto podemos escribir para (57), 

  

௘௟௘௠௘௡௧௢݌ߜ                             = (݇଴ + ݇௚ + ௘௟௘௠௘௡௧௢݀ߜ(�݇ =  de୪e୫e୬t୭                        (68)ߜ்̅݇

   

Siendo ்݇̅ la matriz de rigidez tangente de elemento y cuyo valor es  

                                                                        ்݇̅ ௘௟௘௠௘௡௧௢ = ݇ + ݇௚ + ݇�                                            (69) 

 

Una vez obtenida la matriz de rigidez tangente el proceso de cálculo para la obtención 

de cargas y desplazamientos en régimen no lineal es bien conocido. El texto de 

Zienkiewicz (2000), una vez más puede ser consultado si surge alguna duda al respecto.    

5 RESULTADOS OBTENIDOS 

5.1 Pandeo de láminas 

Un ejemplo interesante para comprobar la fiabilidad de un elemento finito en régimen no 

lineal es el estudio del pandeo de una estructura laminar. En resumen se trata de resolver el 

problema de autovalores |ܭ + = |௚ܭ� Ͳ.  

De este sistema, los autovalores se corresponden con las cargas críticas de la estructura 

(cargas de pandeo) mientras que los autovectores son los denominados modos de pandeo. 

Como ejemplos de estudio del pandeo de láminas hemos escogido el casquete esférico, la 

superficie cilíndrica y el paraboloide hiperbólico (ver Figura 4).  

Los resultados numéricos obtenidos los comparamos con los trabajos de Matsunaga 

(1999). Este autor utiliza un elemento tipo lámina (de sólido degenerado) pero utilizando 

hipótesis de lámina rebajada (pequeña curvatura). En todos los ejemplos numéricos hemos 

tomado coeficiente de Poisson ߥ = Ͳ.͵, superficies de planta cuadrada y módulo de Young �̂ = 7 · ͳͲଵଵN/mଶ. 
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Figura 4: Representación del paraboloide elíptico y la lámina cilíndrica. Discretizacíón de la superficie media 

por elementos finitos. 

En este caso, para la comparación de resultados,  tomaremos el parámetro adimensional � 
en la forma: � = ଴ܰ�ଶܦ  , (70) 

donde , ܦ = ℎଷ ͳʹሺͳܧ̂ −  ଶሻ , (71)ߥ

que es la constante de rigidez de la placa. En estas fórmulas, ଴ܰ representa la carga de 

compresión bajo la cual la estructura pandea, a es la dimensión del lado de la planta cuadrada 

donde se proyecta la lámina y h es el canto de la lámina. Los resultados obtenidos para el 

primer modo de pandeo son los que se reflejan en la siguiente tabla, ver Tabla 1. 

 

a/h a/Rx a/Ry Presente Matsunaga (E.F.Tipo Lámina) 

10 0.2 0.2 41.06 41.08 

 0 0.2 37.49 37.89 

 -0.2 0.2 35.89 36.61 

20 0.2 0.2 54,13 56.16 

 0 0.2 41.92 43.06 

 -0.2 0.2 36.35 38.50 

Tabla 1: Carga crítica de pandeo en función del parámetro adimensional λ. Estudio de superficies cilíndrica, 

esférica y paraboloide hiperbólico. 

En esta tabla, �௫ y �௬ son los radios de curvatura de la lámina según las direcciones de los 

ejes X e Y, Los resultados obtenidos, tal como se puede observar, son algo menores que los de 

Matsunaga (1999), pero se pueden entender al haber utilizado el autor un elemento de lámina 

rebajada.   

En la obtención de estos resultados hemos dispuesto 2 elementos en el espesor aunque el 

tiempo de cálculo respecto a elemento de Matsunaga es mayor. La discretización a lo largo de 

la superficie  ha sido la suficiente para asegurar la convergencia, que se ha logrado con mallas 

de 40 - 50 de elementos finitos. 

6 CONCLUSIONES 

En este trabajo hemos presentado un  nuevo elemento finito geométricamente no lineal 

formulado en coordenadas curvilíneas. El elemento finito en cuestión es una versión 
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modificada del elemento finito serendípito clásico de 20 nodos pero formulado en un sistema 

de referencia curvilíneo, tangente a la superficie media de la lámina.  

Pese al mayor esfuerzo inicial de computación debido a las complicadas relaciones 

deformación- desplazamiento, necesarias para evaluar la matriz de rigidez, el nuevo elemento 

aporta una descripción precisa de la geometría de la lámina y por tanto es adaptable a 

cualquier geometría.  

Al igual que su homólogo cartesiano, al tener 20 nodos el elemento, los problemas de 

bloqueo de la matriz de rigidez para espesores delgados (bloqueo por cortante) no son tan 

gravosos como los elementos de bajo orden.  

Extensiones del trabajo a fenómenos elastoplásticos, plásticos o estudios de grandes 

deformaciones se harán en próximas entregas. 
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