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Resumen. Los defectos en las juntas cinemáticas influyen notablemente en el posicionamiento preciso
de los cuerpos que conectan y en la respuesta dinámica de un sistema mecánico. Por ejemplo, el juego
en una junta produce impactos que generan mecanismos de desgaste o vibraciones que pueden ocasionar
la rotura de algún componente o una reducción drástica de la vida útil de un sistema. En este trabajo,
se propone una formulación para incorporar el juego a un modelo de junta de revolución tridimensional.
Las ecuaciones de la dinámica se resuelven con un integrador temporal alpha-generalizado no suave,
por lo que se garantiza el cumplimiento exacto de las restricciones unilaterales y bilaterales en posición
y velocidad. El comportamiento numérico del modelo de junta propuesto es analizado a través de un
mecanismo de biela-manivela tridimensional.
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1. INTRODUCCION

Las juntas cinemáticas son comúnmente utilizadas para representar diversos tipos de meca-
nismos complejos. Comúnmente, las juntas se representan con modelos idealizados que condi-
cionan el movimiento de los componentes de un sistema mecánico mediante un conjunto de
restricciones cinemáticas. En este tipo de formulaciones las juntas suelen considerarse formadas
por cuerpos rígidos perfectos. De esta forma, se generan modelos relativamente simples de ser
implementados y computacionalmente eficientes. Sin embargo, en los mecanismos reales, es
inevitable que haya desalineamientos, juegos entre partes y errores de ensamblaje entre otros
factores que pueden influenciar fuertemente en la respuesta dinámica de las juntas y, por lo tan-
to, en la de todo el mecanismo. Estos defectos pueden generar cargas variables en el tiempo de
muy alta frecuencia, con el consiguiente incremento de la posibilidad de producir roturas por
fatiga o desgaste, reduciendo considerablemente la vida útil del sistema e incrementando los
costos de operación.

Durante los últimos años, varios modelos de juntas que incluyen distintos tipo de imperfec-
ciones han sido propuestos por diferentes autores. Una forma de representar una junta cinemáti-
ca es considerando la geometría detallada y la flexibilidad de los cuerpos que la componen, lo
cual resulta en un modelo muy preciso, pero al mismo tiempo complejo y computacionalmente
demandante (Ambrósio y Verissimo, 2009). Otra alternativa consiste en formular modelos de
juntas globales, capaces de introducir defectos como los mencionados, evitando al mismo tiem-
po el incremento de los grados de libertad del sistema a resolver. Por ejemplo, en el trabajo de
Bauchau y Rodriguez (2002) se propone un modelo de junta cilíndrica y otra del tipo esférica,
donde se tienen en cuenta los huelgos y la lubricación entre partes. Otro propuesta es la que
presenta Flores (2010), donde se describe un modelo de junta con huelgo basado en la teoría
elástica de contacto de Hertz. Otras alternativas pueden encontrarse en los siguientes trabajos:
Bachau y Ju (2006); Flores et al. (2004); Flores y Ambrósio (2010); Virlez et al. (2013); Flores
et al. (2006); Yan et al. (2015); Marques et al. (2016); Sadeq et al. (2016), donde los autores
proponen juntas con huelgo y donde el contacto/impacto es modelado con el método de pe-
nalidad. Este último método agrega un término al funcional de energía, el cual regulariza las
restricciones. En este caso, el desplazamiento es la única variable primaria en la formulación
y, consecuentemente, la implementación computacional es relativamente sencilla. La principal
desventaja es que el método admite penetración entre los cuerpos y el usuario debe elegir en
una forma algo arbitraria el correcto valor de un parámetro denominado factor de penalidad. La
solución exacta es únicamente obtenida cuando el factor de penalidad toma un valor infinito;
sin embargo, en términos computacionales, valores elevados de penalidad producen matrices
mal condicionadas (Kikuchi y Oden, 1988). Por otra parte, el paso de tiempo debe ser suficien-
temente pequeño para resolver el tiempo en que los cuerpos están en contactos.

El juego en una junta produce impactos en períodos de tiempo muy corto, entonces, la se-
lección del esquema de integración temporal como así también su paso de tiempo condicionan
sustancialmente el cálculo de la respuesta del sistema. Estas características se acentúan cuando
los cuerpos involucrados son rígidos. En estos casos, los esquemas de integración temporal es-
tándares, tales como la familia Newmark, HHT o α generalizados, fallan completamente en la
representación de fenómenos de impacto, ya que la respuesta numérica puede generar artificial-
mente energía en el instante de contacto, vea por ejemplo Stewart (2000). Para analizar estos
casos se han propuesto distintos integradores temporales de la ecuación de movimiento que
permiten el tratamiento de problemas de impacto (Chawla y Laursen, 1998; Laursen y Chawla,
1997; Laursen, 2002; Lens, 2006; García Orden y Goicolea, 2005). Sin embargo, el uso de este
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tipo de integradores tiene el inconveniente de requerir el desarrollo de elementos finitos espe-
ciales, adaptados específicamente al integrador temporal. Como alternativa, se encuentran los
integradores temporales no suaves que han sido desarrollados para el tratamiento de sistemas
mecánicos compuestos por cuerpos rígidos. Este tipo de integradores alcanzan como máximo
una precisión de primer orden, siendo ésta su principal limitación (Jean, 1999; Acary, 2013).
Un ejemplo de uso de estos integradores temporales en mecanismos compuestos por cuerpos
rígidos y juntas con huelgo es el que presenta Flores et al. (2011).

En el trabajo publicado por Brüls et al. (2013), se ha desarrollado un nuevo algoritmo para
el tratamiento de problemas de impacto de manera sencilla y eficiente. El integrador temporal
propuesto logra combinar la capacidad de resolver las ecuaciones de movimiento con precisión
de segundo orden en casi todo momento, salvo en aquellos instantes en los cuales se producen
impactos, donde el algoritmo predice con precisión de primer orden. Además, por su formu-
lación, el sistema de ecuaciones resultante puede ser resuelto con una estrategia monolítica
iterativa estándar como Newton Raphson, lo que facilita su implementación en programas de
elementos finitos no lineales estándar.

En este trabajo se propone un nuevo modelo global y tridimensional de una junta de revo-
lución, donde los efectos del juego y de la desalineación entre sus componentes son tenidos
en cuenta en la formulación. Para la integración de las ecuaciones del movimiento se utiliza
un integrador temporal α Generalizado No Suave (AGNS) como el propuesto por Brüls et al.
(2014), el que garantiza la satisfacción exacta de las restricciones bilaterales y unilaterales, tan-
to para la posición como para la velocidad, evitando así la penetración entre los cuerpos, algo
que físicamente es inaceptable. Finalmente, se propone como ejemplo numérico de validación
un mecanismo espacial en donde se analiza la aplicabilidad del modelo de junta propuesto y su
influencia en la dinámica de todo el sistema.

2. ECUACION DE MOVIMIENTO

En este trabajo se utilizará el método de elementos finitos no lineal ya que permite mode-
lar mecanismos complejos compuestos por cuerpos rígidos, flexibles, juntas cinemáticas, con
distintos tipos de solicitaciones. Por lo tanto, no se hace distinción entre las coordenadas de
un cuerpo rígido o elástico y, entonces, es natural la incorporación de los efectos no lineales y
de grandes deformaciones en la formulación de un sistema dinámico multicuerpo (Géradin y
Cardona, 2001). Luego, para la integración de la ecuación de movimiento de la junta de revo-
lución propuesta, se utilizará un integrador temporal AGNS como el propuesto por Brüls et al.
(2014). No obstante, no se pondrá énfasis en el esquema algorítmico, sino que sólo se presen-
tarán las ecuaciones y comentarios necesarios para presentar en forma clara las ecuaciones que
gobiernan el problema. Para obtener más detalles acerca del integrador temporal referirse a los
trabajos de Brüls et al. (2013, 2014).

El integrador temporal AGNS se obtiene en dos pasos principales. En primer lugar, se uti-
liza un método de separación o “splitting” para aislar las contribuciones debido a los impactos,
las cuales se integran con una precisión de primer orden, en tanto que las otras contribuciones,
contribuciones suaves, se integran mediante un esquema de orden superior. En segundo lugar,
la ecuación de movimiento se reformula de manera que las restricciones bilaterales y unilat-
erales aparezcan tanto en los niveles de posición como en los de velocidad (Gear et al., 1985).
Con estas consideraciones, la ecuación de movimiento de un sistema multi-cuerpo que incluye
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restricciones bilaterales y unilaterales puede ser expresado de la siguiente manera,

q̇+ = v+ (1a)
M(q) dv − gT

q di = f(q, v, t) dt (1b)

gU(q) = 0 (1c)
0 ≤ gU(q) ⊥ diU ≥ 0 (1d)

donde

q es el vector de coordenadas, por ejemplo, las coordenadas globales absolutas;

q̇+(t) = ĺımτ→t,τ>t q̇(τ), y v+(t) = ĺımτ→t,τ>t v(τ) son los límites derechos de la ve-
locidad;

f = f ext(t) − f damp(q, v) − f int(q), es el vector que reúne las fuerzas externas, de
amortiguamiento e internas;

M es la matriz de masas que en general, depende de las coordenadas;

dv es la medida diferencial asociada con la velocidad v, la cual se asume de variación
acotada;

t es el tiempo y dt, es el diferencial de tiempo;

g es el conjunto que combina las restricciones unilaterales y bilaterales, y gq(q) corres-
ponde a la matriz de gradientes de restricciones;

di es la medida del impulso de las reacciones de contacto y de las fuerzas bilaterales;

U indica el conjunto de restricciones unilaterales, U su conjunto complementario, por
ejemplo, el conjunto de restricciones bilaterales.

Para simplificar la notación, a continuación utilizaremos la siguiente convención v(t) = v+(t)
y q̇(t) = q̇+(t). La forma general del algoritmo de integración AGNS resulta:

M(qn+1) ˙̃vn+1 − f(qn+1, vn+1, tn+1)− gU ,T
q,n+1 λ̃

U
n+1 = 0 (2a)

gUq,n+1 ṽn+1 = 0 (2b)

M(qn+1)Un+1 − gT
q,n+1 νn+1 = 0 (2c)

gU(qn+1) = 0 (2d)
νUn+1 −máx(0, νUn+1 − rgU(qn+1)) = 0 (2e)

M(qn+1)Wn+1 − gT
q,n+1Λn+1 = 0 (2f)

gUq,n+1vn+1 = 0 (2g)

Si gj(q̃n+1) ≤ 0 luego Λj −máx(0, Λj − r(gj
q,n+1 vn+1 + e gj

q,n vn)) = 0,∀j ∈ U (2h)

donde Un+1 y Wn+1 corresponden al salto de posición y velocidad respectivamente, r es un
coeficiente numérico mayor que cero y e es el coeficiente de restitución que define la energía
disipada durante el impacto; λ̃ es un multiplicador de Lagrange asociado a las restricciones
bilaterales; ṽ es la velocidad libre, por ejemplo, la velocidad del sistema cuando las fuerzas de
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las restricciones unilaterales están cerradas y, ˙̃v es una aceleración, todas estas cantidades están
asociadas a las contribuciones suaves del problema, Ecs.(2)-a-b. Luego, ν es un multiplicador de
Lagrange asociado a las restricciones unilaterales y bilaterales de las contribuciones en posición,
Ecs.(2)-c-d-e. Finalmente, Λ es un multiplicador de Lagrange asociado a las contribuciones de
velocidad, Ecs.(2)-f-g-h. Λ puede ser interpretado como la integral de las reacciones en el paso
de tiempo (tn, tn+1]. El algoritmo de integración se completa con las siguientes expresiones,

q̃n+1 = qn + hvn + h2(0,5− β)an + h2βan+1 (3a)
qn+1 = q̃n+1 + Un+1 (3b)
ṽn+1 = vn + h(1− γ)an + hγan+1 (3c)
vn+1 = ṽn+1 + Wn+1 (3d)

(1− αm)an+1 + αman = (1− αf ) ˙̃vn+1 + αf
˙̃vn (3e)

donde an+1 es una pseudo aceleración que surge de la utilización del esquema de integración
temporal α generalizado (Chung y Hulbert, 1993). Luego, los coeficientes numéricos γ, β, αm,
y αf pueden ser seleccionados a partir del radio espectral deseado ρ∞ ∈ [0, 1] (Chung y Hulbert,
1993),

αm =
2ρ∞ − 1

ρ∞ + 1
, αf =

ρ∞
ρ∞ + 1

, γ = 0,5 + αf − αm, β = 0,25(γ + 0,5)2 (4)

El conjunto de restricciones unilaterales y bilaterales activas An+1 y Bn+1 y, sus correspon-
dientes conjuntos complementarios An+1 y Bn+1, se definen de la siguiente manera

An+1 = U ∪
{
j ∈ U : νj

n+1 − r gj(qn+1) ≥ 0
}

(5a)

An+1 = C \ An+1 (5b)
Bn+1 = U ∪

{
j ∈ U : gj(q̃n+1) ≤ 0 y Λj

n+1 − r(gj
q,n+1vn+1 + e gj

q,nvn) ≥ 0
}

(5c)

Bn+1 = C \ Bn+1 (5d)
UBn+1 = U ∩ Bn+1 (5e)

Los residuos escalados con respecto al paso de tiempo h resultan en los siguientes vectores,

rs =

[
M(qn+1)h ˙̃vn+1 − gU ,T

q,n+1 hλ̃
U
n+1 − hf(qn+1, vn+1, tn+1)

gUq,n+1 ṽn+1

]
(6)

rp =
1

h

 M(qn+1)Un+1 − gA,T
q,n+1 νAn+1

gA(qn+1)

νAn+1

 (7)

rv =


M(qn+1)Wn+1 − gB,T

q,n+1Λ
B
n+1

gUq,n+1vn+1

gUBq,n+1 vn+1 + e gUBq,n vn

ΛB

 (8)

r =
[

rs rp rv
]T (9)

Luego, introduciendo el vector de correcciones

∆x =
[

∆ṽ −h∆λ̃
U

∆U/h −∆νA/h −∆νA/h ∆W −∆ΛB −∆ΛB
]T

(10)
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la ecuación de corrección se obtiene como

St ∆x = −r (11)

donde la matriz de iteración St se define como

St =



S∗
t gU ,T

q h2Kt 0 0 hCt 0 0

gUq + hβ
γ

G∗s 0 hG∗s 0 0 0 0 0
β
γ
Gp 0 M + Gp gA,T

q 0 0 0 0
β
γ
gAq 0 gAq 0 0 0 0 0

0 0 0 0 IA 0 0 0
hβ
γ

Gv 0 hGv 0 0 M gB,T
q 0

gBq + hβ
γ

G∗v 0 hG∗v 0 0 gBq 0 0

0 0 0 0 0 0 0 IB


(12)

donde IA y IB son matrices identidad y

S∗
t =

1− αm

(1− αf )γ
M + hCt +

βh2

γ
Kt, Kt =

∂(M(q) ˙̃v − f(q, v, t)− gU ,T
q λ̃

U
)

∂q
,

Ct = −∂f(q, v, t)

∂v
, Gp = −

∂(M(q)U − gA,T
q νA)

∂q
, Gv = −

∂(M(q)W − gB,T
q ΛB)

∂q
,

G∗s =
∂(gUq ṽ)

∂q
, G∗v =

∂(gBq v)

∂q
(13)

con Kt y Ct, las matrices tangentes de rigidez y de amortiguamiento, respectivamente. La
gran ventaja de esta formulación es que la solución se obtiene en un esquema monolítico sin
introducir grandes modificaciones en la estructura de un código de elementos finitos no lineal
previamente desarrollado.

3. FORMULACION DE LA JUNTA

El modelo de junta que se propone en este trabajo está formada por un cilindro interior, o
muñón, y un cilindro exterior, o cojinete, ver Fig. 1. Ambos cuerpos son considerados rígidos y
sin propiedades másicas. Luego, si no se tiene en cuenta el desplazamiento axial relativo entre
el cojinete y el muñón, existen cuatro movimientos admisibles diferentes

vuelo libre: no hay contacto entre los elementos, ver Fig. 2-a.

el muñón entra en contacto con el cojinete a lo largo de una línea, ver Fig. 2-b.

el muñón entra en contacto simultáneamente con el cojinete en dos puntos, ver Fig. 2-c.

el muñón entra en contacto en un punto del cojinete, ver Fig. 2-d.

Por lo tanto, el comportamiento de la junta y de todo el sistema depende de estas cuatro con-
figuraciones, las que se encuentran relacionadas geométricamente con la longitud del muñón
y con el huelgo. En la condición de no contacto, la junta no introduce fuerzas al sistema, ya
que el muñón se mueve libremente dentro del cojinete. Cuando el muñón y el cojinete entran
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Cojinete

Munon

Figura 1: Esquema de una junta de revolución.

(a) No existe contacto. (b) Contacto Lineal. (c) Existen dos puntos de
contacto.

(d) Contacto en un único
punto.

Figura 2: Cuatro posibilidades para el movimiento relativo entre el muñón y el cojinete.

en contacto, se introducen fuerzas de contacto/impacto y entonces se generan cambios en las
velocidades y aceleraciones que afectan a todo el sistema.

El modelo de junta propuesto tiene dos nodos, el A y el B, ver Fig. 3. El nodo A se ubica
sobre el eje del cojinete, mientras que, el nodo B se ubica en la mitad de la longitud del muñón.
Utilizando un sistema cartesiano inercial definido por los vectores E1, E2 y E3, ver Fig.3, la
posición de los nodos A y B en la configuración de referencia es descripta por los vectores XA

y XB, respectivamente, en tanto que en la configuración actual, la posición de los nodos A y B
está dada por los vectores xA y xB, respectivamente.

La junta que aquí se propone asume que el contacto ocurre entre la superficie cilíndrica
interior del cojinete y los extremos del muñón. Cabe destacar que la dirección de la fuerza de
contacto depende de la geometría del muñón en el punto de contacto, por ejemplo, el muñón
podría tener bordes filosos o bordes redondeados con un radio muy pequeño. Sin embargo, como
el objetivo del trabajo no es analizar en detalle las tensiones que se generan en los puntos de
contacto, una aproximación razonable para una formulación 3D es considerar a los extremos del
muñón con forma esférica, ver Fig. 3. Esta aproximación es razonable para aquellas situaciones
prácticas donde el ángulo de inclinación del muñón con respecto al cojinete resulta pequeño.
Como el modelo de junta que se presenta es global, esto es, no se tiene en cuenta la flexibilidad,
masa y inercia de los elementos que la componen, el muñón es modelado por medio de un
cuerpo rígido que vincula a las dos esferas ideales de contacto ubicadas en los extremos, como
se esquematiza en la Fig. 3. Este cuerpo rígido tiene una longitud L que puede ser calculada en
la configuración inicial a partir de la posición de los puntos C1 y C2 que refieren a los centros
de las dos esferas de contacto, es decir

L = ‖XC1 −XC2‖ = 2d (14)

Mecánica Computacional Vol XXXIV, págs. 2715-2728 (2016) 2721

Copyright © 2016 Asociación Argentina de Mecánica Computacional http://www.amcaonline.org.ar
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E1

E3

O

A

C2

C1

C2

C1v
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xB

B
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t1
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XB

xAC1

u

xB

R

r

d
v''

B

u''
xAC2

t2

Configuracion inicial Configuracion actual

Cojinete

Munon

g
1g

2

Figura 3: Configuración general de una junta de revolución tridimensional con juego.

donde d = ‖XCα − XB‖ y XCα es el vector posición del punto Cα con α = 1 ó 2. En la
configuración inicial, se distinguen dos vectores unitarios u y v que se encuentran alineados
con los ejes del cojinete y del muñón, respectivamente, ver Fig. 3. Estos dos vectores tienen
una dirección arbitraria, por lo tanto, el modelo de junta cuenta con la posibilidad de introducir
una desalineación inicial entre el muñón y el cojinete. Luego, en la configuración actual, estos
vectores se transforman como:

u′′ = RAu v′′ = RBv (15)

donde RA y RB son operadores de rotación definidos por R = exp(Ψ̃ ), donde Ψ es el vector
de rotación cartesiano (Géradin y Cardona, 2001).

Se denomina vector excentricidad tα al vector que conecta el eje de revolución del cojinete
con el centro Cα de las esferas de contacto; es normal al eje del cojinete y por lo tanto, puede
ser calculado como la proyección ortogonal del vector xACα,

tα = (I − u′′ ⊗ u′′)xACα (16)

aquí, el vector xAC1 = xC1 − xA = xB + dv′′ − xA y en forma similar el vector xAC2 =
xC2 − xA = xB − dv′′ − xA. Luego, si R es el radio del cojinete y r el radio del muñón, a
partir de la Fig. 3 se puede establecer la siguiente relación para el contacto

R = ‖tα‖+ gα + r ⇒ R− r = ‖tα‖+ gα ⇒ gα = c− ‖tα‖ (17)

donde gα representa la distancia que separa los puntos de contacto entre el muñón y el cojinete,
en tanto que c es el huelgo, esto es, la diferencia entre el radio del cojinete y del muñón. Por
lo tanto, el modelo de junta que aquí se propone requiere de los siguientes parámetros para su
definición:

1. Dirección de los vectores u y v, que definen la dirección inicial del eje del cojinete y del
muñón, respectivamente;
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2. el huelgo c;

3. la longitud L del muñón;

4. coeficiente de restitución e.

Por hipótesis del modelo, la masa y los momentos de inercia del muñón y del cojinete no se con-
sideran en la junta (no obstante, el modelo podría adquirirlos suponiendo un cuerpo rígido con
propiedades de inercia) y entonces, únicamente las restricciones unilaterlaes o restricciones de
contacto, afectarán a los vectores residuos de posición rp y de velocidad rv por medio del gra-
diente de restricción gq, ver Ecs.(7,8). Con estas consideraciones, el gradiente de la restricción
para el contacto α resulta,

gαq =
∂gα

∂q
=

∂(c− ‖tα‖)
∂q

= −∂‖tα‖
∂q

(18)

donde qT = [xA ΨA xB ΨB]T . Realizando las derivadas de g1q y g2q se obtienen los siguientes
vectores necesarios para los cálculos de los residuos rp y rv, como así también para la matriz
de iteración St,

g1q =


ν1et1

ν1(u
′′ · xAC1)ũRT

Aet1

−ν1et1

−ν1dṽRT
Bet1

 ; g2q =


ν2et2

ν2(u
′′ · xAC2)ũRT

Aet2

−ν2et2

ν2dṽRT
Bet2

 (19)

donde
et1 =

t1

‖t1‖
; et2 =

t2

‖t2‖
(20)

ũ y ṽ son matrices antisimétricas de spin tal que v = vect(ṽ) y u = vect(ũ).

4. EJEMPLO DE APLICACION

Para evaluar el comportamiento de la junta propuesta se propone un mecanismo espacial
como el que se muestra en la Fig. 4, sin consideración de los efectos de fricción. El modelo
numérico fue implementado en el código de elementos finitos Oofelie (2014). La junta de re-
volución con juego se ubica entre la manivela y el marco fijo. El muñón se une a la manivela,
mientras que el cojinete se conecta al marco fijo. Las longitudes y las propiedades geométricas
de cada cuerpo se presentan en la Tabla 1. La manivela y la biela son modeladas como cuerpos
rígidos vinculados por una junta universal. Luego, una junta deslizante y una junta universal
restringen el movimiento de un extremo de la biela para que pueda deslizarse únicamente a lo
largo del eje Y .

Las condiciones iniciales para el mecanismo son las siguientes: la manivela se encuentra
en posición vertical con una velocidad inicial de 2π rad/s en la dirección negativa del eje Y .
Luego, el carro deslizante se encuentra a: (0; 0, 14;−0, 154) [m]. Las restantes velocidades y
desplazamientos quedan determinados por las restricciones cinemáticas del mecanismo. Para
las simulaciones, se han tenido en cuenta las fuerzas de inercia, las reacciones de vínculo y las
fuerzas gravitacionales, estas últimas aplicadas en la dirección Z negativa (g=9.81 m/s2). Las
propiedades geométricas de la junta se presentan en la Tabla 2.
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Figura 4: Configuración del mecanismo espacial

.

Cuerpo Longitud [m] Masa [kg] Iξξ [kg m2] Iηη [kg m2] Iζζ [kg m2]
Manivela 0, 1 0, 12 0, 0001 0, 0001 0, 00001

Biela 0, 29 0, 5 0, 004 0, 0004 0, 004
Carro deslizante - 0, 5 0, 0001 0, 0001 0, 0001

Tabla 1: Dimensiones, propiedades másicas y momentos de inercia de cada cuerpo.

El comportamiento dinámico del sistema se analiza a través del movimiento del carro des-
lizante y del muñón. Los resultados son comparados con los de un mecanismo con una junta
ideal, es decir sin juego. El valor del coeficiente de restitución propuesto para la simulación
e = 0,9, valor frecuentemente utilizado para simular el contacto entre cuerpos constituidos por
materiales metálicos. El tiempo de simulación fue 1 seg. , el paso de tiempo 1× 10−5 seg. y el
radio espectral ρ∞ = 0,8.

La Fig. 5 muestra la posición del carro deslizante a lo largo del tiempo. En el mecanismo
formado por la junta con huelgo se puede apreciar una disminución de la amplitud por efecto de
la utilización de un coeficiente de restitución menor que 1 y un aumento del período producto
de los impactos en la junta. Estos efectos se ven magnificados en la respuesta de la velocidad,
tal como se muestra en la Fig. 6.

La Fig. 7 muestra la trayectoria de los puntos de contacto del muñón. En el instante inicial,
el muñón se encuentra localizado en el centro y luego, una vez aplicada la velocidad inicial, el
muñón comienza a rebotar contra la pared interna del cojinete.

Parámetro Valor
Huelgo 0, 5 [mm]

Longitud del muñón 20 [mm]
Dirección inicial u [0, 1, 0]
Dirección inicial v [0, 1, 0]

Tabla 2: Propiedades geométricas de la junta de revolución.
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Figura 5: Desplazamiento del carro deslizante.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1-1

-0.5

0

0.5

1

Tiempo [seg]

V
el

oc
id

ad
 D

es
liz

ad
or

 [m
/s

eg
]

 

 

Con Juego
Sin Juego

Figura 6: Velocidad del carro deslizante.
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Figura 7: Órbitas del muñón.

5. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha presentado una junta de revolución tridimensional con juego aplicable
a sistemas dinámicos multicuerpos. La integración de las ecuaciones de movimiento se realiza
por medio de un integrador temporal α generalizado no suave. El modelo de junta propuesto
incluye dos tipos de imperfecciones, el huelgo y la desalineación entre el muñón y el cojinete.
El modelo propuesto puede resultar útil para predecir las magnitudes máximas de velocidad,
fuerzas de contacto y aceleraciones en mecanismos compuestos por cuerpos rígidos o flexibles.

Se propuso como ejemplo de aplicación para el análisis del efecto del huelgo un mecanismo
tridimensional de biela manivela. Las soluciones numéricas muestran que la presencia del huel-
go en la junta cinemática influye drásticamente en el incremento de las velocidades de todo el
sistema.

La presencia de flexibilidad de los cuerpos, o la lubricación en las juntas cambian el com-
portamiento del sistema. La inclusión de efectos de fricción en distintas juntas, resulta en una
tarea que se deja como trabajo futuro.
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