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Resumen. En este trabajo se presentan un estimador del error a posteriori y un proceso de
refinamiento adaptivo para el método sin malla de puntos finitos (MPF). El indicador del error se
formula a partir de la evaluacion del funcional de minimos cuadrados, utilizado en el calculo de la
funcion de forma. Nuevos grados de libertad o nodos adicionales pueden ser incorporados sin
dificultad en las regiones donde el estimador del error presenta un valor elevado, mediante las técnicas
de refinamiento h y p. La validez del estimador del error propuesto se demuestra, mediante el
desarrollo de problemas de la mecanica de sélidos y fluidos tanto 2D como 3D, utilizando un proceso
de refinamiento adaptivo de la solucion.
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1. INTRODUCCION

Durante las ultimas décadas, el desarrollo de los métodos numéricos sin malla ha ido en
aumento, tanto en la investigacion tedrica, como en la implementacién computacional de los
métodos en si. Dentro de estos, el Método de Puntos Finitos (FPM) se ha desarrollado como
técnica numérica de calculo, gracias al trabajo a lo largo de los dltimos afios de parte de
diversos autores, como Ofate et.al (1996), Ofate and ldelsohn (1998), Onate et.al. (2000),
Oniate et.al. (2001), Léhner et.al. (2002) y Boroomand et.al. (2005).

Dentro del analisis numérico libre de malla, es posible determinar el error cometido en la
aproximacion en el contexto del FPM. Este error se puede calcular o estimar a través de
variadas técnicas. Diversos grupos de investigacion se han dedicado a desarrollar rutinas de
estimacion del error en métodos sin malla. Por un lado estan los “métodos de particulas”,
donde Rabczuk and Belytschko (2004) han desarrollado un estimador del error basado en la
evaluacién de las derivadas de orden superior, con el posterior resultado de un refinamiento
adaptativo. Por otro lado, Kim and Atluri (2000) han desarrollado técnicas de estimacion del
error en la aproximacién libre de malla de Petrov — Galerkin (MLPG); estas técnicas
posteriormente incorporan “nodos secundarios” a la discretizacion original, sin variar los sub-
dominios de interpolacién ya utilizados. Esto permite, un adecuado control del error, y
ademas se pueden tratar zonas no-convexas de la geometria de analisis. Finalmente, se puede
observar también el trabajo de Park et.al. (2003), el cual utiliza una aproximacion de minimos
cuadrados; donde, para adicionar puntos en zonas de interés, se usan celdas de VVoronoi en
posiciones apropiadas. Como se puede observar en estos trabajos, el error calculado o
estimado es utilizado para re-distribuir la discretizacion o para insertar mas puntos en zonas
especificas, basandose en algun criterio en particular. Teniendo en cuenta la consistencia del
FPM, tanto para discretizaciones regulares como irregulares, es posible agregar nuevos
puntos en zonas de interés, independientes de los ya existentes, o redistribuirlos manteniendo
asi el nimero de grados de libertad.

En el presente trabajo, se analiza un estimador a posteriori del error en el contexto del FPM.
En el ambito de las modelaciones de elasticidad en sdlidos, se utiliza como estimador el
funcional de minimos cuadrados, el cual es minimizado en la formulacion del FPM. Este
método utiliza las diferencias entre las contribuciones nodales y los valores calculados
después de la aproximacion por minimos cuadrados ponderados.

De esta manera, posterior a la estimacion del error en la aproximacion, se formula un
refinamiento adaptivo de la discretizacion, el cual estd basado en los resultados obtenidos en
el proceso de calculo del error; es decir, considera aspectos como: distribucion optima de los
puntos que discretizan la geometria, lugar donde se deben insertar nuevos puntos y forma en
que deben ser insertados estos nuevos puntos. El desarrollo planteado considera una técnica
de refinamiento geométrico basado en el refinamiento h y p, ampliamente utilizado en el
método de elementos finitos, pero en el contexto del FPM.

Finalmente, para corroborar el correcto andlisis y desarrollo de las técnicas de estimacion del
error propuestas, se implementan ejemplos numéricos en el ambito de la mecénica de sélidos.

2. APROXIMACION POR MINIMOS CUADRADOS PONDERADOS
En virtud de poder definir la notacion que serd utilizada en el presente trabajo, se

especificaran los aspectos generales de la aproximacion por minimos cuadrados ponderados
de Puntos Finitos.
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Sea Q; el sub-dominio de interpolacion o nube de una funcion u(x), y sjconj=1,2,...., nuna
coleccion de n puntos con coordenadas X; € €. El subindice I en las expresiones identifica
aquel punto de la nube donde se requiere evaluar la aproximacion, también denominado nodo
estrella. La funcién incognita u(x) puede ser aproximada en el interior de ©; por:

u(x) = a(x) = Zp.(x)a. =p'(x) o VxeQ, Vxe (1)
=

donde o' = [ 1 a5 ...... am ] 'y el vector p(x), llamado “base de interpolacion”, contiene
tipicamente monomios que aseguran en el espacio de coordenadas una base completa. Para
problemas 3D, se pueden utilizar:

p1=1[1,xvy,2]" (2a)
P2 =[1, %V, z, X2, xy, xz, Y, yz, 2" (2b)
P25 = [1, X, Y, Z, X2, XY, XZ, V2, yz, 2%, X%y, X°z, xy?, xyz, x2%, y°z, yz*]" (2¢)

Ps=[1, X, Y, z, X2, Xy, Xz, V2, yz, 2%, X3, X2y, X%z, xy?, xyz, xz%, V®, vz, yz%, 2°]"  (2d)

Es importante notar la dependencia del proceso de aproximacién, en cuanto a la base de
interpolacion utilizada. Para evitar cualquier mal condicionamiento en el célculo de las
funciones de forma, es que conviene expresar la base polindbmica de interpolacion en forma
local (centrada en el nodo estrella 1) y mediante coordenadas adimensionales, de esta forma la
base se independiza de la geometria del dominio. Con esta mejora por ejemplo, una base
cuadratica de interpolacion para un caso 3D se expresaria como:

pZ:[l Dx Dy Dz Dx* DxDy DxDz Dy? DyDz Dzz]
con

Z, -2
Dx = !

XI_XDy yl_y

; ; Dz =
dx

max ) dymax dZ max

Las distancias caracteristicas dXmax, dYmax ¥ JZmax; SON las distancias maximas de cada nube,
entre el nodo estrella y los puntos que pertenecen a ella, en las direcciones X, vy, z
respectivamente.

La funcion incognita u(x) puede ser evaluada en los n puntos de la nube Q,, obteniendo:
T

Ul 01 pl
h a T
u u
uh - .2 ~ 2 — p.2 o= C(X, (3)
h ~
up, u, pl

donde u? = u(x;) son las incognitas, pero los valores buscados 0; = 0(x;) son los valores

aproximados, y pj = p(X;).
Utilizando la notacion anterior, la aproximacion por minimos cuadrados ponderados (WLSQ)
se obtiene minimizando el funcional:

3= Yk, XX 00 = Sy —x,)U] - ] - @
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La funcién de ponderacion w(x, —xj) evaluada en el nodo estrella, toma el valor unitario,

mientras que va decreciendo conforme sea evaluada en puntos més alejados. Fuera del sub-
dominio de influencia, la funcion w es nula. En este trabajo en particular, se escoge la funcion
de Gauss para ponderar el error cometido en la aproximacion WLSQ. En la Figura 1, se
muestra la aproximacion WLSQ con una funcion de ponderacion w fija.

Al minimizar el funcional J; respecto a « , se obtiene

a=A'BuU" (5)

siendo

A =P (XI )/VI P(XI) A B =P (XI )NI (6)

con Py W, expresados en forma matricial.
i, W

Xrz Xt Xr Xnz Xnz X

Qr

Figura 1. Aproximacion por minimos cuadrados ponderados fijos.

La aproximacion final en el FPM, se obtiene reemplazando (5) en (1), con lo que se tiene
u(x)=G(x)= p' (x)A™B,U" (7)

La aproximacion por minimos cuadrados propuesta en este trabajo, utiliza una funcion de
ponderacion w fija, la cual es la funcion Normal o de Gauss. Mayores antecedentes respecto a
esta, y otras funciones de ponderacion utilizadas en métodos sin malla, consultar en Perazzo
et.al (2003).

Es importante comentar que la correcta eleccion de los sub-dominios de interpolacion o nubes
para el ajuste de la funcién objetivo, es de relevancia en el método de Puntos Finitos, al
utilizar este la técnica de Colocacion Puntual en la discretizacion de las ecuaciones. Por un
lado, este proceso se puede llevar a cabo mediante la funcion de ponderacidn, al tener esta un
radio de influencia dentro del dominio completo. Es decir, los nodos que estén dentro de este
radio de accion (sub-dominio) conformardn la nube respectiva. Por otro lado, se pueden
generar las nubes para cada nodo mediante técnicas solamente geometricas, para luego aplicar
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la ponderacion al sub-dominio ya determinado. Esta técnica ha tenido mayores aplicaciones y
presentado ventajas respecto a la primera opcion, por lo que en este trabajo de investigacion,
se utiliza una técnica geométrica basada en una triangulacion local de Delaunay, por lo que
no es necesario triangular toda la geometria. Para mas detalles de la técnica de generacién de
nubes, se pueden ver el trabajo de Lohner et al. (2002).

3. PROCESO DE REFINAMIENTO ADAPTIVO

Los procedimientos de refinamiento adaptivo automatico han mostrado grandes beneficios
en todas las areas de la mecanica computacional. Estos permiten alcanzar mayores grados de
exactitud en la aproximacién, al aumentar el nimero de grados de libertad. Todo proceso de
refinamiento adaptivo, requiere de tres etapas:

e Un criterio de malla éptima
e Unindicador del error, y
e Un algoritmo o estrategia para refinar y estructurar la malla.

Estas etapas responden las preguntas

e Como puedo definir una malla 6ptima?
e Donde se requiere refinar? Y
e Como llevar a cabo el refinamiento?

El tema de la adaptividad tiene al menos tres décadas de desarrollo, por lo que no sorprende la
variedad de respuestas propuestas por los autores para cada una de estas preguntas. En lo que
sigue, se considerara un refinamiento h y p en el contexto del MPF, ver Moore (2006).

3.1 Estimadores del Error

Un gran nimero de estimadores del error han sido propuestos en la literatura ver Léhner
(2001). EI método de Puntos Finitos, en base a su tipo de aproximacion, ofrece diversas

posibilidades. La més obvia de ellas es considerar la diferencia entre el valor nodal u;' y el

valor obtenido después de la aproximacion por minimos cuadrados ponderados. Se tiene
entonces:

G, -uy| (8)

Es intuitivamente claro que en las regiones donde el estimador del error tiene asociado un
valor alto, se requiere incrementar los grados de libertad. El estimador propuesto también se
puede ilustrar en su forma adimensional como sigue:

g, ~ui|

I =
‘maxu QUF\’\U?U

A

e

(9)

Por otro lado, se puede definir también como indicador del error al funcional de minimos
cuadrados ponderados. Recordando (4), se tiene que este funcional llamado J, tiene la
siguiente relacion:
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3= Sk, -x, X!~ = D, -x))(U] - p] -’ (10)

el cual por definicion, evalta el error cometido en la aproximacién. Este funcional J, calcula
ponderadamente la desviacion cuadratica que existe entre la aproximacion y el valor
incdgnito, llamado contribucion nodal. Entonces el indicador del error “a posteriori” basado
en la equidistribucion global del funcional para cada nodo que discretiza la geometria de
analisis, ver Ofiate et.al. (2006), es el siguiente:

& = '\N"‘]' vI=1.N
Z‘]l (11)

donde N es el nimero total de puntos que discretiza el dominio Q.

3.2 Introduccion de nuevos puntos

Una vez el estimador del error haya sido evaluado, nuevos grados de libertad pueden ser
introducidos. En principio, el MPF permite la libertad de introducir nuevos puntos de una
forma completamente arbitraria. Para de alguna manera proponer una introduccion mas
ordenada de los nuevos puntos, se colocaran estos en los puntos medios de los limites entre
cada par de nodos. Esta técnica tiene la ventaja de que si existe una distribucion regular
cartesiana de puntos, esta estructura se mantendra después de la introduccion de los nuevos
grados de libertad. Los pasos requeridos del algoritmo, se pueden resumir como sigue:

Evaluar la estimacion del error deseada;

Obtener los limites a refinar;

Introducir los nuevos puntos;

Actualizar las condiciones de contorno del problema.

En lo que sigue, se describira en detalle las técnicas y parametros usados en cada uno de estos
pasos.

3.2.1 Limites a refinar

Se necesitan obtener los limites a refinar, los cuales seran utilizados para la introduccion de
nuevos puntos a la discretizacion. Los pasos necesarios para este fin son los siguientes, los
cuales estan ilustrados en la Figura 2, en una analogia 2D:

Retencion de la primera capa de vecinos:

Identificado el punto asociado al mayor error relativo, se procede a identificar su respectiva
nube local. Luego se realiza una triangulacion de Delaunay con la nube local (Figura 2a 'y 2b).
Finalmente, y para evitar problemas de futuros nodos muy cercanos entre si, se retiene sélo el
primer “layer” de la triangulacion, como se muestra en la Figura 2c.

Desechar los limites pequefios:

En casos con singularidades o discontinuidades fisicas, hay que tener precaucion con los
limites retenidos en el paso anterior. Se pueden presentar limites muy pequefios, lo que
produciria nuevamente una extrema cercania entre los nodos existentes y los futuros a
introducir. Por lo tanto, si un limite existente es mas pequefio que una cierta tolerancia
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definida, este no sera refinado.

Introduccién de nuevos puntos:

1045

Los nuevos puntos son introducidos en los puntos medios de todos los limites retenidos, como

se muestra en la Figura 2d.

a) « °*

b)

d)

. .
. °
® .
.
b ° . °
[ ] [ ]
L .
. [
b i . . o |
[ ] ® ® [ ]
[ ]
° . ]
° °

Figura 3. Refinamiento alrededor del nodo estrella i.

En la Figura 3 se puede observar el refinamiento alrededor del nodo estrella i, en el cual se
aumentan los grados de libertad del problema para un posterior proceso de calculo. La técnica
de refinamiento utilizada, permite implementar un proceso adaptivo de solucion al ir
evaluando el error con cada discretizacion geométrica, hasta obtener el error permitido en la
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aproximacion numérica.

3.2.2 Actualizacion de las condiciones de contorno.

Teniendo conocimiento previo de las condiciones de contorno aplicadas, se actualizan sobre
los posibles nuevos puntos que correspondan a las superficies prescritas. Ademas se requiere
una actualizacién de la discretizacién, para después generar los respectivos sub-dominios de
interpolacion.

En la Figura 4 se ilustra el proceso adaptivo para el MPF, comprendiendo las etapas de
estimacion del error, refinamiento y actualizacion de las condiciones de contorno.

Discretizacion
de la Triangulacion del contorno
Geometria _ . (s1 es necesario)
Actualizacion
- Condiciones | l
‘ de Contorno

Moédulo de Calculo

‘ Refinamiento
i

no satisface

Resultados numéricos = Estimacion del Error

OK

Y

SALIR

Figura 4. Diagrama de bloques de proceso adaptivo.

4. EJEMPLOS

La validacion y estudio de la capacidad de los estimadores del error propuestos, se analizan
mediante el desarrollo de ejemplos elasticos. En estos, las técnicas de estimacion del error y
posteriormente de refinamiento, se implementan en la programacion del MPF, para de esta
manera definir un proceso adaptivo de solucién.

4.1 Disco bajo compresion diametral
El siguiente problema plano consiste en someter un disco a una carga puntual colineal, P=1.0,
a lo largo de su diametro D=0.5, como lo muestra la Figura 5. La geometria de este problema

es de especial interés y es usada en ensayos normados (ASTM D-4123 1987) para materiales
bituminosos y fragiles, normalmente conocido como “test brasilefio” o de tension indirecta.
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[-]

Figura 5. Disco bajo compresion diametral

T N=104

N=205

T N=213

c)

Figura 6. Disco bajo compresién diametral, a) discretizacion, b) indicador del error y c) isolineas de esfuerzo
cortante méaximo para N=104, 162, 205 y 213 puntos
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b)

Figura 7. Disco bajo compresion diametral, a) discretizacion, b) indicador del error y c) isolineas de esfuerzo
cortante maximo para N=433, 501 y 514 puntos

Luego, considerando una condicion de tension plana, un material con E=1.0 y v =0.25, se
discretiza el disco inicialmente con N=104 puntos, adaptando posteriormente la ubicacién de
nuevos puntos a los valores del error obtenidos, lo que se muestra en las Figuras 6 y 7,
tendiendo a la distribucion esperada, Figura 8, para el esfuerzo cortante maximo.

b)

Figura 8. Contornos de esfuerzo cortante maximo para disco bajo compresién diametral, a) teérico y b) de
analisis fotoelastico.
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Ademas, en la Figura 9 se observan los resultados para N=5.851 del esfuerzo cortante
méaximo calculado numéricamente.

Figura 9. Contornos de esfuerzo cortante maximo numeérico para disco bajo compresién diametral con N=5.851

5. CONCLUSIONES

Se han propuesto metodologias de estimacion del error cometido en la aproximacion, y de
generacion de puntos para aumentar el grado de libertad del problema alrededor del punto con
el mayor error relativo. Estas técnicas han sido evaluadas con ejemplos numéricos 2D para
comprobar una buena tendencia en lo que analisis adaptivo de solucion se refiere. Luego de
comprobada esta, se procedera a extender las virtudes a un analisis tridimensional con piezas
solidas mas reales.

En cuanto al estimador del error, se han propuesto 2 métodos basados ambos en la
diferencia entre el valor obtenido en la aproximacién y la contribucién nodal u"
correspondiente. Se comprueba que efectivamente estos estimadores entregan indicios de
error de interpolacién numeérica, con lo que al entregar la informacion de dénde se comete el
mayor relativo, sélo corresponde incluir nuevos puntos alrededor de esta zona geométrica.

Por otro lado, se desarroll6 un algoritmo generador de puntos. Una vez ubicado(s) el
punto con mayor error relativo, esta rutina genera nuevos puntos a incluir alrededor de este,
para de esta manera aumentar los grados de libertad del problema. Este generador basado en
la triangulacion de Delaunay y en refinamiento h y p, el cual esta incluido en el programa de
calculo del MPF, esta un actual desarrollo y se esperan nuevos resultados, extrapolando el
desarrollo a geometrias 3D.
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