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ResumenlLa complejidad intrinseca del calculo fraccionario, caasaarcialmente por propiedades no
locales de las derivadas fraccionarias, hace que sed difttntrar métodos numéricos eficientes. Mo-
tivado por aplicaciones en diversas areas cientificas|@llo&le variaciones fraccionario se encuentra
en rapido desarrollo. En este trabajo consideramos pralslemariacionales que consisten en minimizar
una integral de un lagrangiano que depende de la variabépémdiiente, la variable dependiente, su
derivada primera y una derivada fraccionaria de Caputor&eepta un nuevo método numérico basado
en el método L1 para obtener aproximaciones a las soluctmeste tipo de problemas y, aunque es
mas complicado que en el caso clasico, sigue heredando tgdgloe simplicidad y facilidad de imple-
mentacion. Ademas, se consideraron dos ejemplos de pmesba|tos mediante la implementacion del
software Matlab.

Keywords: Finite difference, Variational problems, Euler-Lagramggiation, Fractional calculus, Opti-
mization.

Abstract. The intrinsic complexity of fractional calculus, causedtiadly by non-localized properties
of fractional derivatives makes it difficult to find efficientimerical methods. Motivated by applications
in several scientific areas, the fractional variationatghis is in development. In this paper we consider
variational problems that consist in minimizing an intégrfea lagrangian that depends on the indepen-
dent variable, the dependent variable, its first derivadive one of its Caputo fractional derivative. Here
is presented a new numerical method based on the L1 methdaaim @pproximations to the solutions
of this type of problems and, although it is more complicateah in the classic case, it inherits some
kind of simplicity and ease of implementation. In additidest samples were considered, and solved
through the implementation of the Matlab software.
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1. INTRODUCCION

El calculo variacional fraccionario es un campo reciemigiado en 1997, donde los pro-
blemas variacionales clasicogafi Brunt 2004 son considerados, pero en presencia de deri-
vadas o integrales fraccionarias. Se han desarrolladonogo®trabajos tendientes a extender
la teoria del célculo variacional para poder ser aplicade®blemas del calculo de variacio-
nes fraccionario. Esto se debe fundamentalmente, por oy d&adn importante desarrollo del
calculo fraccionario tanto desde el punto de vista matematmo de sus aplicaciones en otras
areas (electricidad, magnetismo, mecénica, dinamicaide$iumedicina, etc.)\Imeida et al,
201Q Goos y Reyerp2017 Goos et al.2015 Kilbas et al, 2006, lo que ha llevado a un gran
crecimiento de su estudio en las Ultimas décadas. Por oti@, s ecuaciones diferenciales
fraccionarias establecen modelos muy superiores a los tijiEam ecuaciones diferenciales
con derivadas enteras porque incorporan en el modelo conestde memoria o efectos pos-
teriores que se descuidan en los modelos con derivadaai@sethelm 2004 Kilbas et al,
2000.

Siguiendo Malinowska et al.2015 Odzijewicz y Torres2010, se considera aqui que la de-
rivada de orden mas alto en el lagrangiano es de orden ehinorincipal ventaja de esta
formulacion, con respecto al enfoque fraccionario puropgaito en la literatura, es que los
resultados clasicos del calculo variacional se puedemebthora como casos particulares.
Recordemos que la Unica posibilidad de obtener la deriiddecay’ de una derivada fraccio-
nariaD%y, a € (0, 1), es tomar el limite cuande tiende a uno. Sin embargo, en general este
limite no existe Ross et a].1994).

Para estos problemas variacionales, se cuenta con unacidondecesaria que consiste en
una ecuacion de Euler-Lagrange en donde intervienen lasadas fraccionarias de Riemann-
Liouville y de Caputo Barrios y Reyerp2017 Baleanu et a).2012. Esto hace que resolver
dicha ecuacion sea, en muchos casos, algo imposible deare&lor este motivo, se ve la ne-
cesidad de crear métodos numeéricos eficientes para obfoaimaaciones a las soluciones de
este tipo de problemas.

En el presente trabajo se obtendra un método numérico aipact problemas variacionales
fraccionarios con derivada clasica. En estos métodostdgese discretiza sobre una malla en
el intervalo de tiempo interesado, se usan diferenciagérpara la derivada clasica, se uti-
liza el método L1 para las derivadas fraccionarias, y unkarég cuadratura para la integral
(Liy Zeng, 2015. Este procedimiento reduce al problema variacional, wblpma continuo
de optimizacion dindmica, a la optimizacion estéatica detipiék variables. Se logran mayores
precisiones al refinar el tamafio de la malla subyacente. Aglgem el articulo se mostraran dos
ejemplos de prueba, resueltos mediante la implementaei@ottware Matlab.

1.1. Caélculo fraccionario

A continuacion se presentan las definiciones y algunas guedes de las derivadas frac-
cionarias de Riemann-Liouville y Caputo. Para mas infoigrasobre el tema referirse a
(Diethelm 2004 Kilbas et al, 2006.

Definicion: Los operadores integrales fraccionarios de Riemann-lliewde ordend < « a
izquierda y a derecha, estan definidos por

1

L@ = 7 / - () de 1)
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21 (@) = ﬁ / (€ — 2)* £ () de. @

Paraa = 0, tenemos, /S = I = I, donde! es el operador identidad.
Definicion: Los operadores diferenciales fraccionarios de Riemannsilie de order) <
« aizquierday a derecha, estan definidos por

dn
DS = o e 3
= o @
y
« n dn n—«

donden = [«].
Definicion: Los operadores diferenciales fraccionarios de CaputodEnor< « a izquier-
day a derecha, estan definidos por

dn

CDoz — o, 5
a~x a"x ° dx™ ( )
y
CDa — g (_l)nﬁ (6)
x b o) dxm
donden = [«].
Propiedad: Relacion entre las derivadas de Riemann-Lioulle y de Caputo
Seal < a < 1, entonces tenemos,
C Nna - «a _ (:E B a)ia
aDm[y](x) - aDm[y](x) y(a) T(l—oz) (7)
’ (b—x)™
Cpo — D o - )
Ty (@) = D) — v ®)

1.2. Problemas variacionales fraccionarios con derivada&sica

El siguiente tipo de problema variacional tiene una ampdiaecde aplicaciones importantes
a lo largo de los siglos, con numerosas implicaciones ttheastronomia, geometria, algebra
e ingenieria.
El problema consiste en hallare ¢ E’, tal que minimice o maximice el funcional:

b
J(y) = / L.y, v/, CD) da ©)

donde
SE ={y:[a,b] > R:y e C'([a,b]), Dy € C[a,b])} (10)

xT

sujeto a las condiciones de contorp¢:) = y, y(b) = vs.

Teorema (Agrawal 2002
Siy es un minimo o méaximo dé en % E’, entonceg verifica la siguiente ecuacion de Euler-

Lagrange fraccionaria
oL d (0L oL

oL d (0L o 9L o 11
Oy da (33/)” "0 Day ’ D
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1.3. Meétodo L1

El siguiente algoritmo es un método eficiente para aproxiamderivadas de Caputo por
izquierda y derecha de ordén< o < 1 (Liy Zeng, 2015.
Se considera un mallado soliteb] como:a = g, x1, ..., x,, = b, x, = xo + kh, h > 0.

CDLI ) = iy [ (o s (s)ds

o

i—1 gy,
= o) Z/ (0 — ) " f'(s)ds
k=0 v Tk

il Th41 T _ T (12)
S R R N
k=0 Tk
= Z bp—k—1(f (Trs1) — f1))
k=0
dondeby, = 5oy [(k + 1) 7 — k'],
Analogamente,
s DY (@) = ) (=be—i) (f(@rar) = fan)- (13)
k=i

2. RESULTADOS
2.1. Método de tipo L1 para problemas variacionales fraccinarios

A continuacion se discretizara el funcionatiado en ec.9) usando una regla de cuadratura
en un mallada = zg, 21, ..., 2, = by h = =2
El objetivo es hallar los valoreg, -, ..., y,_1 de la funcidn desconocidaen los puntos; con
i=1,...,n— 1. Los valoreg, ey, estan dados por las condiciones de contorno. Aplicando la
regla de cuadratura tenemos,

Iy =3 [ Ll vndy D) dr = (14)
i=0 v i
= ZhL (:Eiayiayz/'7 thmlyi) : (15)
=0

Aproximando la derivada clasica usando diferencia finitaahatras, y la derivada fraccionaria
de Caputo utilizando el método L1 se obtiene,

Jy) =) hL (:c Ui P D bkt () y(m))) - (16)
i=0 k=0

El lado derecho de ecl§) puede ser considerado como una funeiéten — 1 valores desco-
nocidosy = (y1, Y2, --+s Yn—1),

n i—1
V(Y1 e Yn1) = Z hL <!Ez‘, Yis ylihy%lj Z big—1(y(Tps1) — ?/(%))) : 17)
i=0 k=0
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Para hallar un extremo di, debemos resolver el siguiente sistema de ecuacionesaigzb

ov
al’i N

0i=1,..,n—1 (18)

Teorema
El método de tipo L1 para un problema variacional fracciande la forma ec.9) es equiva-
lente a la ecuacion de Euler-Lagrange fraccionaria

oL  d (0L oL
oL d (0L o 0L 1
Oy da (83/) T 5Dy : 19)

cuando el paso del malladatiende a cero.

ObservacionCuando se escribe equivalente en el teorema anterior, sgerefi sentido del
Teorema 3.6 deHooseh et al2014).

2.2. Ejemplo1
1) = [ [§D2l@) - /)] d (20)
0
y(0) =0 y(1) = 1. (21)
La solucion exacta es
1 - 1 1
Yo = —gppo -2 (1 T3 a)) "B -a) (22)
Asi,
H_)H% y(r) ==z (23)
que es la solucion del problema clasico asociado
| @ - @y a (24)
y(0) =0 y(1)=1. (25)

Este problema se reduce numéricamente a reselyer B, dondeA = (A4, ;) Zj;ll y B =
(Bi) 1=
0 j<i—loj>i+1

A= 2 j=1—1loj=1+1 (26)
—4 j=i
Bi = —h*b,_i_s. (27)
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2.2.1. Graficasy tablas con los resultados obtenidos

A continuacién se presentan graficas y tablas donde se mil&siplicacion del método en
el ejemplo dado para diferentes valoresnddEn las gréaficas se observan aproximaciones para
diferentes cantidades de pasos y la solucion exacta, eals tse observa cantidad de pasos
utilizados, errores calculados mediante la norma infimtden de convergencia numeérico y

tiempo de procesamiento utilizado.

1 /f/
i ' : | Pasos  Error Orden | Tiempo de Proces.
08 ;
20 | 1,2596e% 3,838865¢ 7% seg
07- 5 o
0 ; / 40 | 6,6113e79 | 9,2996e 1 | 2,422537¢% seg
" / : 80 | 3,4089¢7 | 9556301 | 4,625030e%% seg
04 ;
// 160 | 1,7377e7% | 9,7213¢7 | 1,302488¢~%? seg
03
e // ‘ ; 320 | 8,7942¢7% | 9,8255¢7 % | 3,164898¢7%% seg
7 —Solucién Exacta
0i- // : oo =280 640 | 4,4302¢7% | 9,8918¢% | 1,189970e"! seg
il | | | | | | | _'_'_*n=320 |
NU 01 02 03 04 05 06 o 08 o ],
Figura 1.a = 0,25
1 ’ -
e
= A / | Pasos  Error | Orden [ Tiempo de Proces.
08 i
P 20 | 3,2433e7% 7,791845¢ 7% seg
07— //‘
0 / 40 | 1,8561e7% | 8,0519¢7% | 1,735718¢% seg
1 | / : 80 | 1,0317¢ 9 | 8,4725¢ 9 | 2,455375¢ %% seg
0 :
/ 160 | 5,6097¢ % | 8,7903¢ %! | 8,938453¢ % seg
03
Bl il : 320 | 2,9991e % | 9,0339¢ 0 | 2,107657¢ %% seg
/ —Solucién Exacta
640 | 1,5826e7% | 9,2223¢7% | 1,0881287°! seg

i : b8
— 1300
| | | | | | \7 fvi\

Figura 2:a = 0,75
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Pasos|  Error Orden | Tiempo de Proces.

20 | 2,7848¢ ™ 1,185608¢ % seg

40 | 1,7149¢7% | 6,9945¢1 | 1,261967¢% seg

80 | 1,0244e=% | 7,4335¢7% | 4,386916¢% seg

160 | 5,9758¢7% | 7,7758¢ ™! | 8,508629¢ "% seg

) / ‘ 320 | 3,4210e~% | 8,0471e~ | 2,851741¢~" seg

/ —Solucion Exacta‘
- : O 640 | 1,9291e7% | 8,2649¢7% | 1,662323¢" seg
—n=32

Figura 3:a = 0,99

En Fig.1, Fig.2y Fig. 3, se observa que a medida que la cantidad de pasos aumentes, el e
de la aproximacion disminuye. También se puede ver que cuard aproxima a 1, las graficas
son mas similares a la gréafica de la solucién exacta.

2.3. Ejemplo 2

J(y) = / (@)W (@) + 1) + §D(@)] de (28)

y(0) =0 y(1) =0. (29)
La solucién exacta para > 0,5 es

1 a2 (2cc — 1)x®
5ol (1, —a, 1+ a,7) + T(at 1) oFi(l, —a+ 1,1+ a,2), (30)

YO =5

donde, F() es la funcion hipergeométrica de 3 parametros. Luego,
1, 1

(lxl_)rr% y(zr) = it (31)

que es la solucion del problema clasico asociado,
1
| @ w @+ 0+ ) @) e @2)
0

y(0) =0 y(1) = 0. (33)
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Este problema se reduce numéricamente a resalyer= B dondeA = (4;;) /.1, y B =
(Bi) =

(SN = b)) (ed — D) =i
e ST by — b ) (bt — b)) =i 1
Ay = L+ > ook — br)? j=i (34)
e S (b = b)) (b — ) =il
é\:oHd(bk — bg—1) (brra — brra—1) j=1+d
1
B;=—. (35)

2.3.1. Graficasy tablas con los resultados obtenidos

A continuacién se presentan graficas y tablas donde se ml&siplicacion del método en
el ejemplo dado para diferentes valoresxd®luevamente en las graficas se observan aproxima-
ciones para diferentes cantidades de pasos y la soluciétegra las tablas se observa cantidad
de pasos utilizados, errores calculados mediante la norfimite, orden de convergencia nu-
mérico y tiempo de procesamiento utilizado.

| Pasos  Error | Orden [ Tiempo de Proces.

20 | 5,7188¢7%2 2,224742¢ 7% seg

40 | 4,5804e% | 3,2024¢ %' | 3,400742¢% seg

80 | 3,7201e7°% | 3,0013¢~"! | 6,514247¢*% seg

160 | 3,0365¢" | 2,9293¢~"" | 1,651368¢ " seg

. — e i = = 320 | 2,4819¢7% | 2.9096¢" | 3,517423¢%°" seg

— =80
— =30 640 | 2,0281e”" | 2,9132¢" | 7,176796¢ """ seg
—h=640

0 0 02 03 04 08 08 &ji 08 = 1

Figura 4:a = 0,65
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n- Pasos|  Error Orden | Tiempo de Proces.
- 20 | 2,2609¢ 02 7,042765¢ " seg
40 | 1,5150e72 | 5,7758¢~1 | 1,639612¢+% seg
80 | 1,0403¢70% | 5,4232¢7°1 | 3,381163¢*% seg
Uy 160 | 7,2706e=% | 5,1685¢°! | 1,383541¢+°! seg
rserE— 320 | 5,1202¢7%% | 5,033~ | 2,962093¢+°! seg
_::2(2)0 640 | 3,6354e7% | 4,9662¢7 | 6,071693¢! seg
o _n=6f10 | | | | | | | |
0 01 03 04 05 06 7 08 9 ],
Figura 5:a = 0,75
” /
ik / | Pasos  Error | Orden [ Tiempo de Proces.
20 1,9115e79 1,744230e% seg
o 40 | 9,9220e7% | 9,4600e~ | 2,506286¢+° seg
80 | 5,1098¢7% | 9,5736e7% | 5,192357¢ 1% seg
160 | 2,6201e=% | 9,6364¢~! | 1,202083¢+0! seg
:05__307“16” R 320 | 1,3402¢ % | 9,6717¢ 1 | 2,928179¢1! seg
= -_:jz)o 640 | 6,8454¢~% | 9,6924¢~0" | 5,778820¢*"! seg
—n=640

En Fig.4, Fig.5y Fig. 6, también se observa que a medida que la cantidad de pasostayme
el error de la aproximacion disminuye. Se puede ver que @uarseé aproxima a 1, las graficas

Figura 6:ac = 0,99

son mas similares a la grafica de la solucion exacta. Poraittabe destacar que mientrase
acerca @,5, el orden de convergencia decrece, esto se relaciona cente kde que la solucion
tiene una pendiente cada vez mas pronunciada-en, cuandax es menor &.5 la pendiente
de la solucion emr = 1 se acerca a infinito.
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3. CONCLUSIONES

En este trabajo se obtuvo un método numérico para problearaionales fraccionarios
con derivada clasica. En dicho método se utilizo con éxitoétbdo L1 para las aproximaciones
de las derivadas fraccionarias tanto de Caputo como de Rretriauville. Se han obtenido
buenos resultados como se muestra en los ejemplos 1y 2. Gengble 2, notamos que a
medida quex se acerca &/2 el orden de convergencia disminuye. Creemos que esto seadebe
que la solucion se hace cada vez mas singular-eni.Como trabajo a futuro se planea estudiar
técnicas que permitan mejorar la convergencia que se piendevalores der cercanos &,5
en este Ultimo ejemplo, como el uso de mallas adaptadas uta®so
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