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Resumen. Existen numerosos métodos para la determinacién de splines cuadraticos, los cuales requie-
ren de la resolucion de sistemas algebraicos o la evaluacion de ecuaciones recursivas. A través del clculo
variacional, en este trabajo se determina un spline cuadratico S que minimiza las fluctuaciones del poli-
nomio interpolante, y cuyos coeficientes se obtienen en forma explicita a través de simples expresiones
algebraicas. También se demuestra que S conserva la paridad de la funcién interpolada. Se determina
el error local resultando de orden del cuadrado del tamafio del paso. Ademds, se presenta el spline de
forma matricial construido a partir de matrices universales. En general, la norma 2 de Lebesgue de una
funcién continua respecto a su polinomio de interpolacién no converge a cero, sin embargo mediante
el control de las fluctuaciones esta desventaja es suprimida. Por dltimo se implementan los resultados
para resolver de manera aproximada ecuaciones integrales lineales de Fredholm de primera y segunda
especie, homogénea y no homogénea; reduciéndose el problema a un sistema algebraico lineal.

Keywords: splines, quadratic spline, numerical analysis, integral equations.

Abstract. There are several methods for determining quadratic splines, which require the resolution
of algebraic systems or the evaluation of recursive equations. Through variational calculus, in this work
a quadratic spline S that minimizes the oscillations of the interpolating polynomial is developed, and
whose coefficients are determined explicitly through simple algebraic expressions. Also it is proved that
S maintains the parity of the interpolated function. The local error is determined resulting in order of the
square of the step size. Also, the spline is presented in a matricial form, built from universal matrices.
In general, the Lebesgue 2-norm of a continuous function with respect to its interpolation polynomial
does not converge to zero, however by the control of oscillations this disadvantage is suppressed. By last
the results are implemented to solve linear integral equations of Fredholm of first and second species,
homogeneous and non-homogeneous; reducing the problem to a linear algebraic system.
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1. INTRODUCCION

En Matemidtica, Fisica e Ingenieria, entre otras disciplinas, se presenta con gran frecuencia la
necesidad de ajustar un conjunto discreto de datos o aproximar funciones. En general se desea
conocer los valores en puntos intermedios, lo que puede ser resuelto a través de polinomios de
interpolacidén. En la prictica, polinomios de orden alto pueden introducir errores significativos
debido a diversos factores. Estos polinomios en general presentan fluctuaciones que no estan
presentes en la funcidn a interpolar. Por esta razén, se trabajard con la interpolacion segmenta-
ria, la cual es particularmente ttil cuando los datos a ajustar poseen un comportamiento suave
alternado con fuertes cambios. Se hard foco en la interpolacién segmentaria cuadratica S de
funciones reales continuas. En Kincaid y Cheney (1991), Henrici (1964), Press et al. (1986) se
presentan métodos y algoritmos que dependen de un determinado criterio en la determinacién
de uno de los coeficientes de S. En general estos métodos requieren de la resolucion de siste-
mas algebraicos o ecuaciones recursivas. En nuestro caso se presenta una alternativa variacional
que minimiza las fluctuaciones del polinomio interpolador S. Sus coeficientes se determinan en
forma explicita a través de funciones elementales. Este trabajo estd organizado del siguiente
modo: en la seccion 2 se presenta al interpolador; en la seccion 3 se desmuestra que S conserva
la paridad de la funcién a interpolar; en la seccion 4 se estudia el error local; en la seccidn 5
se reescriben los resultados en forma matricial; en la seccién 6 se aplican los resultados para la
ecuacion integral lineal de Fredholm; en la seccién 7 se muestran los resultados numéricos; y
finalmente en la seccién 8 se presentan las conclusiones.

2. EL SPLINE CUADRATICO

Consideremos un intervalo [a, b] en el cual seleccionamos 7 + 1 nodos equidistantes xy =
a < r1 < ..<ux, = b, donde r, —xx_1 = h, k = 1,...,n . Sea una funcién continua
y : a,b] — C, y consideremos y;, = y(zx), k = 0,...,n . Sea I := [xy_1,2), k = 1,...,n.
Deseamos determinar el interpolador segmentario cuadrético S(z) tal que interpole a y(z) en
zg, k=0,..,n yque S’(z) sea continuo en los nodos =y, k = 1,...,n — 1.
Sea S(z) la funcién segmentaria cuadrética en [x¢, ;] definida a través de los polinomios
Py(z) de manera que:
S(z)=Pe(x), zely, k=1,..,n. (1)

Por ser S interpolante, P (x) debe verificar:

Pk(xk—l) = Yk-1, k= ]-7 ey (2)
Pk(a:k) = Yk, k= 1, o, n.

La continuidad de S’(z) impone que:
Py(zx) = Py (1), k=1, ..,n — 1. (3)

Construimos el polinomio de Lagrange py(z) sobre I, como:

r — T r — X
Pi(7) :%yk_ . LT 4)

que satisface py(zx_1) = yr—_1, Pr(xx) = Y, kK = 1,..., n. Entonces:

Pu(z) = pr(z) +ar (@ —ap1) (@ —ap), k=1,...,n. &)
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En Foucher y Sablonniere (2009), Rana (1989) se obtienen los coeficientes a; mediante sistemas
algebraicos lineales. Aqui se hallard una férmula explicita. De Ec. (3) y a través de simples
operaciones algebraicas se obtiene:

ak+1:Ak—ak,kJ=1,...,n—1, (6)
14— 2
Ay = Yk—1 }zJQk T Yk+1 ’ %

de donde aj = ax(ay), lineal en a; . Es interesante destacar que y”(zx) = Ay + O(h), con lo
que resulta axy; = y,;/ — ap+O(h), k=1,...,n. El coeficiente a; se determina a partir una
condicion adicional.

De Ec. (6):
ak:(_l)k+1a1+rk7k227 (8)
k—1
rp= (=) N ()T A kB> 2, 9)
j=1
Asi:
k—1
ap = (1) ar+ ) (-1)7 A, k>1. (10)
j=1

De esta forma se dispone de una expresion explicita, en términos de funciones elementales,
para calcular los coeficientes del polinomio S. Ademads es simple demostrar que:

Tk+1 :Ak— TL, k?:L...,TL —17
1 = 0.

(11)

A continuacién se determina a; de modo que la suma de los errores cuadraticos entre Py (x)
y pr(z) en cada I, sea minima. Sea E definido como E = ))'_, Ej, donde:

Ei= [ [Pla) - pu(o))?da. (12)

Teniendo en cuenta las definiciones de P, py y Ecs. (4, 5), se tiene:

n Tk
E=FE(a)= Zaz /(x—xk)Q(x—xk_l)de, (13)
k=1 Tl—1
de donde:
K,
E(a)) = — ax. (14)
30
k=1
Asi, teniendo en cuenta que 828]3(1(31) = %nhf’ > 0, la solucién a; que minimiza F es tal que
1

%ﬁl) = 0, y considerando Ec. (8), resulta aialak =(-1) #+1 Esto y Ec. (14) conducen a:

1 n
a==> (=), (15)
k=1
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De Ec. (9) surge:

1 «— .
=— — — ) (=17 A 16
n= ) A, (16)
De Ec. (8) se tiene:
1 < ,
= - § )P e B> 2 17
ag Tk+nj:2( ) T]? — 4y ( )

Finalmente combinando Ecs. (10) y (16):

n—1 .
DS s — D) ()T A k> 18
ar = (1) ;%+%>(>J,_, (18)
donde s; =1sij <k—1,s;=0paraj >k — 1.
Teniendo en cuenta la definicién de A; tenemos que:

n

A=) Chiyj - (19)
§=0
donde ¢y, ; esta dado por:
( _1\k ..
( th)kﬂl 817 = 0
Jqyk+ .
( ngﬂ (261 + B2) sij=1
Ckj = (—1h)2k (Bj—1+2B; + Bjp1) sil<j<n—1 (20)
_ +n—1 ..
%(zﬁn—z + Bn-1) S? J=n-—1
[ 7z P sij=n
donde:
L sij<k—1
6]’_{%—1 Sij>h—1 @1)
3. FORMA MATRICIAL DEL SPLINE
La Ec. (19) puede ser reescrita en forma matricial como:
A=C-Y,
siendo las matrices Y, 11 1={y;}j=0n ¥ Coni1 = {Cky}ijz Observemos que ésta dltima

s6lo depende de x(, h y n, siendo entonces una matriz universal. Mediante las Ecs. (4) y (5)
definimos las matrices p, 1 (z)={pi(®) }r=1n » Pni(x)={Pk(x)}r=1, . Entonces el spline S
puede ser escrito en forma matricial como:

P(z) =p(x)+ X(z) - A, (22)

donde X () = X°(z) -X'(z), siendo X7, (z) matriz matriz diagonal cuyos elementos son

r—Tk=0,...n—1; X;n(x) también es diagonal, sus elementos son © — xy, k=1, ..., n.

A través de de las matrices Y,),={y;}j—on-1Y Y1 = {¥;}j=1.n, la Ec. (22) se reescribe como:
1

P(x) = m (X%z) - Y" = XYx) - YO+ X2) - X'(2) -C- Y, (23)
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La importancia de la Ec. (23) radica en que establecidos z¢, h y n, la matriz C' se computa
una tnica vez, con lo cual para cada coleccién de datos Y el tinico computo nuevo es el producto
escalar C' - Y.

4. CONSERVACION DE LA PARIDAD DEL POLINOMIO INTERPOLADOR

Teorema: Los coeficientes ay, del spline S que interpolaay = y(z), —a < x < a,enn + 1
nodos, verifican:

1) Si y es par, entonces ay = @, 11, k=1,2,....,n

2) Si y es impar, entonces ay = —a,_,+1, k= 1,2,...,n.

Demostracion:

Haremos la demostracién para y par.

Puesto que y es par, resulta y; = y,,—;, J = 1,...,n — 1 con lo que es inmediato que A; =
An,j,j = 1, e, — 1.

Caso 1: n impar.
Probaremos por induccién sobre k que a, = a, 41, Kk =1,..., %5~
1) Veamos que a; = a,

a5 n—1
an = (—=1)"(a —1—2 1) A;) —a1+Z(—1)jAj+ Z (—1YA; =
j=1 j=1 j:nTH

—a1+z ]A+Z n]—a1+z 1A, +Z "IN =

j=1 ; n+1 j=1

2) Supongamos que a = a, 41, paraalgin k =1,..., *5=.
Veamos que ai11 = a,_k. En efecto:

a1 = A —arp = Dy — Qg1 = Q-
Por lo tanto a;, = ay—g41, k =1, ..., %5+ si n impar.
Caso 2: n par.
Probaremos por induccién sobre k que a, = a,py1, k= 1,..., 3.
1) a1 = ap,
n—1 n—1
an = (=1)" M+ Y (—1VA)) = —ar = Y (=14,
j=1 j=1
n—1
Luego bastara probar que a; T 3 (-1)4A,
j=1
1 n—1 1 n—1
o= =2, = T+ z BIEG
j=1 j=1

21

:__{Z YA, +Z (—1)7A; + z_: (1—%)(—1)jﬁn—j}=

ji=1 j=5+1
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-1 -1 n—1

2
= —-{Z 1A, +Z 1)7A,; +Z 1+ (—1)" A} = —% > (=1yA;.
j=1 j=1

2) Supongamos que a; = a,_k+1, para algun k=1,..,5 -1

Veamos que ai11 = a,_k. En fecto:

a1 = D —ap = Dy g — Appy1 = Ang-

Por lo tanto ay = an k11, k = 1,..., 5 sin par.

La prueba para y impar y n par es andloga al caso 1 y la prueba para y impar y n impar es
andloga al caso 2. U

Observacion: En dos de los casos (y par, n impar € y impar, n par) la propiedad es verificada
independientemente de la eleccion tomada para a;, en tanto que en los otros dos casos (y par,
n par e y impar, n impar) es fundamental la eleccion de a;. Se puede verificar que para estos
ulitmos casos, la propiedad no se verifica en general para cualquier a;.

Corolario: El polinomio interpolador Py(x) del spline S que interpola a y = y(z), —a <
x < a,conn + 1 nodos, verifica:

1) Si y es par, entonces Py (z) = P,_pi1(—2), k=1, 2

2) Si y es impar, entonces Py(z) = —P,_+1(—2), k = s M.

Demostracion:

Nuevamente haremos la demostracion para el caso y par.

Recordemos que Py(z) = pp(z) +ar (. —xp1) (x —xp), k=1,...,n
Es facil verificar que px(x) = pprr1(—2),k=1,2,..,n

Luego, teniendo en cuenta que ay = a,, 11, k=1,2,...,nyque zy = —x, 4, k=0,...,n,
se obtiene lo deseado.
La demostracion para el caso y impar es andloga. U

5. ESTUDIO DEL ERROR LOCAL

Teniendo en cuenta la Ec. (5) y definiendo 6, = = — x;, resulta:

Por Lagrange sabemos que:

1
y(z) = pr(z) + §y”(€k)5k5k717 Tp—1 < & < @y (25)

Teniendo en cuenta la Ec. (24) resulta:

1
[P =yl = [0r0x-1llar — 55" (&I, (26)
Si se supone derivada segunda de y acotada, entonces 1|y”(&,)| < M Vk =1,...,ny por
lo tanto:
| P, — y| < h?|ag| + h*M. (27)

Por otro lado, se ha determinado a; de manera tal que D(a;) sea minimo, siendo:

n

D(ar) =Y (Pulx) — pu(2))?, (28)

k=1
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lo cual tiene solucidn.
Por lo tanto, (Py(x) — p())? estd acotado para todo k y por consiguiente lo esté | Py (z) —
pr(x)|. Resulta entonces:

|Pe(2) — pr(@)] = |ag||6k0k—1| < h?|ar| < h2N,, (29)

siendo NV, finito.
De Ec. (26) resulta:

1Py — y| < (N, + M)h?, (30)

obteniendo de esta manera una cota local de o(h?).

6. ECUACION INTEGRAL DE FREDHOLM

Existen numerosos trabajos para determinar la solucién numérica de las ecuaciones integra-
les lineales de Fredholm de primera y segunda especie Maleknejad y Aghazadeh (2005), Malek-
nejad y Derili (2006), Maleknejad y Yousefi (2006),Wang et al. (2014), Panda et al. (2015). A
continuacion se aplican los resultados de las secciones anteriores para resolver numéricamente
el problema lineal. Consideremos la siguiente ecuacion:

b
i\ / K (. s)y(s)ds = f(z) . 31)

donde y(z) es a determinar. Cuando f(z) = 0, la ecuacidn se convierte en homogénea y \ se
transforma en autovalor. Consideremos ademds que z, s € R, que f es continuaen I = [a,b],y
que el nicleo K (z, s) es continuo en la regién 2 = [a, b] X [a, b] con a, b < oo. Efectuamos una
particién en /, mediante los nodos z; = a + jh, h = (b—a)/n,j = 0,1,2,...,n. Mediante el
spline cuadrdtico S desarrollado en la seccién 2, se interpola a y(x) en {y;}_, cuyos valores
deben ser determinados. Evaluando la Ec.(31) en los nodos x; se obtiene:

—)\/K zj,8) S(s)ds = f;, j=0,1,...,n, (32)

donde f; = f(x;). Considerando la Ec. (1):

/K z;, S ds-Z/K(xj,s) Py(s) ds, (33)

k:]wkfl
Por ser ay, lineal en y;, j = 0, ..., n, esto nos conduce a un sistema lineal. Teniendo en cuenta
Ecs. (5) y (19) surge:
yj—)\Z{Z5ikmj, k-1 = Oik—1 my e +di) yit =[5, 7=01,...n, (34)

k=1 1=0

T,
donde ¢, es la delta de Kronecker, ¢ ; es el de Ec. (19), m; j = % | K(z;,5) (s — sg)ds

Tr—1

T,
ydpi=cki [ K(x;,8) (s—sp_1)(s — si)ds.

Tr—1
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De aqui:
=0
donde i = Z (5“.3 m; g—1 — 5ik—1 m; k + d]“ 5 (36)
k=1

En el caso no homogéneo, las Ecs.(35) son un sistema algebraico lineal cuya solucion deter-
mina {y; }""_, y por consiguiente a S(z).

Observacion: cuando f(z) = 0 en [a, b], el sistema es homogéneo y se resuelve de manera
usual el problema de autovalores y autofunciones.
7. EJEMPLOS
7.1. Interpolacion cuadratica segmentaria

Consideramos f(z) = |z|, —1 < z < 1, la cual interpolada mediante el polinomio de La-
grange L, (=) con nodos equidistantes, resulta como es bien sabido lim,,_,« || L,(z) — f(x)]], #
0, (|||, norma 2 de Lebesgue). Sea:

en= [ (Sula) = 1)) o, a7)
)
Se determina que para n > 15 la interpolacién de Lagrange presenta fuertes fluctuaciones.
En la Tabla 1 se computa el error.

n 10 15 20
en | 82-102[28-102 | 7,2-1072

Tabla 1: Errores para f(x) = |z| con interpolacién de Lagrange

En cambio usando nuestra propuesta las no deseadas fluctuaciones se reducen notablemente,
como se observa en la Tabla 2.

n 10 20 50 100
en | 2,6-1072 [ 6,6-107[1.010°% | 2,6-10°7

Tabla 2: Errores para f(x) = |z| con el spline S

Como segundo ejemplo, consideramos f(z) = sin 27z, —1 < z < 1, efectuamos la interpo-
laciéon mediante la rutina de Quadratic Spline End Condition del trabajo de Behforooz (1988),
mediante el spline cubico del software Mathematica 9.0.1.0 y mediante el spline .S, obteniendo
lo que se muestra en la Tabla 3.
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n 10 50 100
Quad Spline End Condition | 2,0-107% | 9,8-10"7 | 1,9-1078
e Spline order 3 1,0107% | 821071 | 1,810°13
€én 40-107%19,0-107 | 1,0-107%

Tabla 3: Errores para f(x) = sin 27z

Encontramos que el spline presentado en este trabajo es superior al spline de orden 2.

7.2. Ecuacion de Fredholm

Consideramos dos ejemplos extraidos de Krasnov et al. (1982). El primero de ellos es (pag.
69, ej. 138):

1

y(z) + Z/Gx_ty(t) dt = 2ze”
0

cuya solucién es y(z) = e* (2z — ). La solucion obtenida mediante el uso del spline cuadrético
arroja los resultados que se muestran en la Tabla 4.

(38)

n 5 10
en | 6,41073 | 5,11074
Er|1,6107% {1,910

Tabla 4: Errores para el primer ejemplo de Krasnov

donde el error e, esta definido en la Ec. (37) y Ep = méx |y(z) — yn(x)| enzp < z < zp,.
El segundo ejemplo corresponde a una ecuacion de primera especie, (pag 98, ej. 203):

1

y(z) —/\/(th—4x2) y(t) dt =

cuya solucién es y(z) = z(1 — 2z), siendo el autovalor A\ = —3, de multiplicidad 2. Se
obtiene lo expuesto en la Tabla 5.

0, (39)

n S 9 11

—3,21785

—3,065060

—3,04336

2,5-1072

7,0-1073

4,6-1073

6,010 2

1,6-102

86-10°3

Tabla 5: Errores para el segundo ejemplo de Krasnov

Por dltimo consideramos del trabajo de Wang et al. (2014):

1
y(x) =f@)+ [(z+ s)y(s)ds,
0
f(z) =14cos(x) — (14 x)sinl —cos1,
cuya solucioén es y(x) = cosz. En el método por minimos cuadrados de Wang et al. (2014), se

aproxima y mediante {1, z, z?} obteniendo e, = 1,49 - 1073. Con nuestro método, se obtiene
paran =5yn =10,e5 = 1,17-1073 y e;9 = 1,79 - 107 respectivamente.

(40)
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8. CONCLUSIONES

A través del cdlculo de variaciones se ha desarrollado un método de interpolacion segmenta-
ria cuadrdtica que minimiza las fluctuaciones del spline teniendo como gran caracteristica que
los coeficientes del spline se determinan en forma explicita a través de simples calculos alge-
braicos sin la necesidad de recurrir a métodos recursivos o resolver sistemas algebraicos. La
aproximacion se comporta con un error local de o(h?) y cuando la funcién a interpolar posee
una paridad definida ésta se conserva. Dada la simplicidad del método es factible usarlo de
una manera simple para resolver ecuaciones integrales. En una segunda etapa extenderemos los
resultados para la resolucidn de ecuaciones diferenciales ordinarias fraccionarias.
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