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Resumen. La posibilidad de fabricar materiales piezoeléctricos libres de plomo de origen nacional,
en reemplazo de los PZT comerciales (titanio zirconato de plomo) abre el interrogante sobre qué tipo
de geometria favorece la generacién de energia eléctrica. En este trabajo se pretende responder esta
pregunta analizando dos morfologias diferentes: disco y placa rectangular (piezoeléctricos) adosados
sobre vigas cantiléver de acero. La comparacion se realiza mediante el calculo del factor geométrico,
expresado como el producto de los acoplamientos electromecdnico y modal, a partir de una
formulacién analitica desarrollada por los autores anteriormente. La obtencién de la forma modal, para
el caso del disco adosado sobre la viga, fue provista mediante el software de elementos finitos
COMSOL Multiphysics, ya que no existe para este caso solucién analitica exacta. A partir de los
resultados obtenidos se observé que, para placas y discos de igual volumen, la generacién es maxima
cuando el espesor de las placas cuadradas es la variable a ajustar.

Keywords: Energy harvesting, piezoelectricity, morphological comparison.

Abstract. The possibility of manufacturing lead-free piezoelectric materials , to replace PZT (lead
zirconate titanate) question which type of geometry favours the electric power generation. In this work
two different morphologies are studied: a disc and a rectangular plate attached to steel cantilever
beams. Comparisons are made by means of the calculation of the geometric factor, expressed as the
product of electromechanical and modal couplings, starting from an analytical model previously
developed by the authors. The first mode shape for a disc attached to a rectangular steel beam was
obtained using a finite element software known as COMSOL Multiphysics, since there is no analytical
exact solution for this purpose. The obtained results showed that for same volume of plates and discs,
it is better if the thickness of a plate is the variable to be adjusted.
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1 INTRODUCCION

La utilizaciéon de materiales piezoeléctricos en la recoleccion de energia de vibraciones
para la alimentacién de sistemas electronicos de baja potencia ha capturado, en la udltima
década, el interés de gran cantidad de investigadores (Roundy et al 2004, Anton et al 2007).
Comparados con otros tipos de transductores (electrostaticos, electromagnéticos), los
piezoeléctricos presentan ventajas en la generacion de energia como un gran acoplamiento
electromecdnico, una mejor generacion a bajas frecuencias y una significativa relacién entre
voltaje y densidad de potencia (Roundy et al 2002, Cook-Chennault et al 2008).

La mayoria de los dispositivos cosechadores de energia del tipo viga cantiléver, utilizan un
material piezoeléctrico adosado a la misma. La deformaciéon de la viga produce que el
material piezoeléctrico se polarice y produzca una carga variable que es recolectada por una
resistencia eléctrica en forma de corriente alterna (Ertuk et al 2008). La energia a recolectar
excita el sistema mediante una excitacién de base. Por medio de una correcta adecuacion de
la geometria de la viga junto con el piezoeléctrico se intenta que el sistema se encuentre en
resonancia, donde las amplitudes de deformacidn, y por lo tanto la generacién se verdn
maximizadas.

Por otra parte, la fabricacién de pastillas piezoeléctricas como pueden ser los sistemas
BNKT (Camargo et al. 2014) o BNT (Prado-Espinosa et al. 2017) de origen nacional abre la
posibilidad de intervenir en el proceso de produccién de las mismas con el objetivo de
optimizar la potencia eléctrica generada. Inmediatamente, la inquietud que surge es cudl es la
morfologia adecuada que ofrezca los mejores resultados.

En este trabajo se pretende responder esta pregunta analizando dos morfologias diferentes:
disco y placa rectangular (piezoeléctricos) adosados sobre vigas cantiléver de acero. El
modelo matemadtico estd basado en una formulacién Bernoulli-Euler dado que la viga es
delgada. La comparacion se realiza mediante el célculo del factor geométrico, expresado
como el producto de los acoplamientos electromecédnico y modal, a partir de una formulacién
analitica desarrollada por los autores anteriormente. La obtencion de la forma modal, para el
caso del disco adosado sobre la viga, fue provista mediante el software de elementos finitos
COMSOL Multiphysics, ya que no existe para este caso solucion analitica exacta. Para la
placa, en cambio, la obtencién del modo fue analitica.

El trabajo se estructura de la siguiente manera: después de una primera secciOn
introductoria, la segunda seccion presenta la formulacién matematica para la obtencion de las
ecuaciones de generacion eléctrica en funcidén de la frecuencia de excitacion. La tercera
seccion detalla la obtencién de las formas modales siguiendo una formulacién analitica exacta
y por elementos finitos segun se trate de una placa o de un disco adosado a la viga cantilever
respectivamente. En la cuarta seccion se definen los factores geométricos que permitirdn
comparar un modelo con respecto al otro. Posteriormente, en la quinta seccidon, se comparan
las geometrias adoptadas presentando el valor del factor geométrico obtenido en cada
comparativa. Por ultimo, los resultados y conclusiones se presentan en las secciones seis y
siete, respectivamente.

2 FORMULACION MATEMATICA

En primer término se obtiene la expresiéon de voltaje en funciéon de la frecuencia de
excitacion para un dispositivo como se muestra en la figura 1. La deduccién de las
expresiones se realiza siguiendo una formulacién lagrangiana donde se plantea la energia
cinética y potencial del sistema a partir de la aplicacion de las ecuaciones de Euler-Lagrange y
considerando el trabajo no conservativo de la resistencia eléctrica.

Se desarrollan dos modelos analiticos debido a que se estudian dos pastillas de geometrias
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diferentes, disco y placa. La diferencia entre ambos modelos reside en la forma de obtener el
modo de vibracién para la definicion del acoplamiento electromecanico. De esta manera, en
un caso se utiliza una formulacién analitica exacta y en otro caso se usa el método de
elementos finitos para las funciones de forma.

Si bien la formulacién analitica para este tipo de dispositivos puede encontrarse en trabajos
anteriores de los autores (Machado et al 2015) se describird brevemente su desarrollo a fin de
poder resaltar la diferencia entre los factores geométricos para su comparacion.

® r | | |

Vibrometro

Pastilla piezoeléctrica ’
Viga

Generador de |y Shaker
funciones L~

Amplificador

Figura 1. Configuracion tipica experimental

Figura 2. Esquema de los dispositivos a comparar. A la izquierda pastilla en forma de placa y a la derecha en
forma de disco

2.1 Formulacién analitica para una placa

La energia total almacenada por el piezoeléctrico puede ser expresada como:

U,=[H,av, ()
VP

Donde V), es el volumen del piezoeléctrico y H), representa la densidad de entalpia de
acuerdo de acuerdo a la teoria de piezoelectricidad lineal (IEEE 1987), cuya expresion
simplificada para vigas es:

1 1
H, = 561[1512 —e,5,E; _E 533E32 (2)

p

Donde S, representa la deformacion en la direccion 1, E3 el campo eléctrico en la direccion
3y ¢, es1, €33 constantes eldsticas (mddulo de Young), piezoeléctricas y de permitividad

correspondientemente. Notese que las direcciones 1, 2 y 3 resultan iguales a las x,y,z de la
figura 2.
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Adoptando la teoria de vigas de Bernoulli-Euler las hipdtesis cinematicas quedan
expresadas en el vector de desplazamiento como:

8w(x t)

u(x,t)=£—za—x’ 0 w(x,t)+g(t)}. 3)

Donde g(t) corresponde a la excitacion de base. Es posible asumir al campo de
desplazamientos, acorde al método de separacién de variables como:

w(x,t):q(t)¢(x) 4)
Asi, la deformacidn en la direccién 1 queda definida como:
s, :%z—zq(t)w(x) 5)
Por lo que la ecuacién (1) queda:
1
U, I—cﬁzz g’ (1)¢" (x)+e,2q(t)¢" (x)E, —5{;‘33E32 av, (6)

La posicion de la fibra neutra puede ser definida, con el valor de a, siendo esta la distancia
medida desde la unién de ambos materiales tal como se observa en la figura 3:

—b,cf] h: +b,clh’

11
a= (7)
2(bpc1”1 h, +b,ch, )
z 3 bp N
| A T y
o Beam 8
= bs 2
Figura 3. Vista transversal de la viga para una placa
Desarrollando la integral de la expresion (6) para una placa resulta:
bP
1 L 3 a+h, b,12 a+h,
2 02
Upzacl”lq (t)J-¢ de.dy I Z dz+eglq Iqﬁ dx I dy I zdz
0 b, a =b,/2 a
2 (8)

1 L b,12 a+h,
+§g33E32 J.dx I dy J. dz

0 -b/2 a

Se asume que el campo eléctrico en el piezoeléctrico es uniforme en las direccione x e y
por lo que:
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Eg(t):-—rifz 9)

La energia almacenada por la subestructura, considerando que serd inicamente producto de
la deformacion eléstica, puede ser expresada como:

U, = [H,av,=| ;cflzz g ()" (x)av, (10)

s
V\‘

Resolviendo la expresion (10) para una placa:

! L " % a L1+Lz by/2 hs/2
Us:5651q2f¢2(X)dXIdny dot Send’ W ax [dy [ 2z an
0 a—h, =b, 12 —hg/2

o]

La energia cinética de la pastilla piezoeléctrica puede ser escrita como:

1o (ow(xi) ’
TPZEJpP(T—Fg(I)j dv, (12)
Lo cual da:
L 2 b,/2  a+h,
T -1, I[_x t)+g(t)] de [ dy [ d (13)
277 -b,/2  a
La energia cinética de la estructura sera:
2
TS%IA[&W “)+g(r)j v, (14)
Vs

Y resolviendo para una placa:

eyl «

L+L, 2 b2 w2
lps I {_6w(x,t)+g(t)] dx I dy I 72 dz

L ox -bJ2  —h2

v._...\) ‘%w-

jz dz +

a—h

) \,.W

(15)

Una vez definidas las energias cinéticas e internas de cada elemento puede obtenerse el
lagrangiano a partir de las expresiones (8), (11), (13) y (15) como: L=T, +T,-U, -U,.

Ahora, las ecuaciones de Euler-Lagrange (16) pueden ser resueltas tanto para el voltaje como
para el desplazamiento si adicionalmente se considera el trabajo no conservativo de las cargas

eléctricas W, =g, (¢)v(r)
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0[0oL) OL oW,
ot\og) o o 0 =0
o(oL 8L ow, _0
or\ ov av ov
Las cuales resolviendo se obtienen el par de ecuaciones diferenciales del problema:
m, q+§j é]+kqu—t9pij :—Tm g
(17)

) .V
va+0mq+E:O

Donde R es la resistencia de la carga, C, la capacidad del piezoeléctrico,S;el

amortiguamiento modal asociado y 6, ,, T,, son los llamados acoplamientos
€69

electromecanico y modal respectivamente. Los sufijos “p” indican que fueron obtenidos
considerando una geometria rectangular y los sufijos “j” indican que estan calculados para el
modo j-ésimo. Las constantes pueden ser obtenidas de acuerdo a las siguientes expresiones:

hZ
b(ath p]d
9 9

pi = 63 ) dx ~(L) (18)
Li+L,
=p,hh j¢ x)dx+phb, [ ¢, (x)dx (19)
0
L+l
=p,hh, j¢ x)de+phb, [ ¢ (x)de=1 (20)
0
L+L,
k, —c”{ah +—]j¢ "(x)dx+c b, h, j¢" 1)

A partir del método del balance armoénico, que consiste en proponer una dependencia
armonica de las variables de la forma: q(t) =ge” y v(t) =ve” se obtiene la siguiente
expresion:

mz T, 0, ,Ro 22

g \/(a)f -’ —2C R¢.0, 0 )2 +(2a)i§j o+ Rw(@j’j +C,0! -C,0° ))2

Donde V es el voltaje en la carga, g es la aceleracion de la gravedad, @ la frecuencia
fundamental y @, la frecuencia de excitacion. Resta ahora calcular la forma del modo de
vibracion la cual afecta a las constantes asociadas a cada modo T, ;y 6, ;. Vale aclarar que

13 ,’

la expresion (22) tiene unidades de volts sobre (g=9.8 m/s"2, aceleracmn de la gravedad)
y nos dice la cantidad de voltios generados cuando al sistema se lo somete a una aceleracion
en la base de amplitud igual g.
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2.2 Formulacion analitica para un disco

El procedimiento a emplear es similar al expuesto en 2.1. Las energias cinéticas e internas
del piezoeléctrico deben ser obtenidas a partir de las expresiones (6), (10), (12) y (14)
considerando la nueva geometria.

La figura 4 muestra una vista superior del dispositivo. Resulta necesario expresar el ancho
de la pastilla b, como una funcién de la coordenada espacial x:

b, (x)=2\/R ~(xR)" =2J[%j2—[%— j (23)

L1=2R Lz

Figura 4. Vista superior del dispositivo para una viga

A diferencia de la expresion (7), la posicion de la fibra neutra serd una funcién de x en la
longitud de la pastilla producto de que b, lo es, de forma que:

-b ( )c“thrbscflhs2

= 24
a(x) 2(b (x)ch b, +b,cih,) .
Resolviendo (6), (10), (12) y (14) pero ahora considerando (23) y (24) se llega a:
ﬂ/Rt(fo)z a(x)t+h,
= _qu f¢"2 [ & [ 2+
2 RV a(x)
#R (x—R) (25)
IR R*~(x-R)  a(x)+h, | R NR-(-RY  a(x)th,
e3lq(t)E3 J‘¢n(x)dx J- dy Zdz+5833 E32 jdx I dy J dz
0 _ Rz—(x—R)Z a(x) 0 _ Rz—(x—R)Z a(x)
U (o), T
T, :Ep” !( ™ +g(t) dx I 2dy I dz (26)
—JR*~(x-R) a(x)
b
1 L 2 a(x) 1 Ll b2 hsi2
U, =—cf1qzj¢2(x)dxjdy j Zdz+—c\q I ¢ (x)dx I dy j 22dz 27)
2 0 b —(h—a(x)) 2 L b, /2 —h2
2
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a(x)

L 2
Ts:lsz‘(M-yg(t)J dx | dy j 2 dz+
SN (1 at)
(28)

L+L, 2 b2 s
lp: I (M+g(t>j dx j dy I 2 dz

2 L Ox ~b, /2 —h/2

—

YA

Las expresiones (25), (26), (27) y (28) permiten obtener el lagrangiano como:
L=T,+T,-U,-U,. Aplicando las mismas expresiones de Euler-Lagrange expuestas en

(16) el siguiente par de ecuaciones diferenciales puede ser obtenido:

mqq+§jq+kxp —Hd,jv:—Td,jq

y (29)
Cyv+0,; q'+E=O
Donde ahora los acoplamientos modales y electromecanicos resultan:
2R
015 =€ j (2a(x)+hp) R _()C_R)2¢J‘i (x)dx (30)
0
2R 5
T,; =P, [2R*=(x=R)" ¢, (x)dx+ p,hb j¢ (31)
0
2R 5
m, = p,h, [ 2R =(x=R)" §] (x)dx+p,h, j¢ )dx =1 (32)
0
bh, 1 e
» =g [(3a a(x)h,+h )¢ (x)dx+c\ I, [ 47 (x)dx (33)
0 L

Aplicando nuevamente la técnica de balance armoénico a (29) se llega a la expresion de
voltaje como:

M: Td!jé’d’jRa) (34)

g \/(a)f —@’ —2C R0, 0 )2 +(2a)l..§j a)+Ra)(t9d2’j +C 0’ —C 0’ ))2

Debe notarse que las expresiones (22) y (34) resultan similares, difiriendo solo en las
definiciones del acoplamiento electromecédnicos y modales.

3 FORMA MODAL

3.1 Forma modal para una placa

La obtencién de la forma modal de la viga es obtenida siguiendo la teoria de Bernoulli-
Euler donde los efectos de la inercia rotacional y la deformacién por tensiones de corte son
despreciados (Rao 2013).
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La viga tal como se observa en el lado izquierdo de la figura 1 posee dos tramos. La
ecuacion de movimiento de la viga, puede ser obtenida aplicando la segunda Ley de Newton
de forma que:

8_2 82wi(x,t) o szi(x,t)
e )

Donde k; (x) es la funcién de rigidez flexional de la seccion y m, (x) la funcién de masa

por unidad de longitud del tramo i. Considerando que la viga posee seccién constante a lo
largo de la direccién x la ecuacion (35) puede ser reescrita como:

84W.(x,t) 82w.(x,t)
k——~ L=y — "7 36
1 ax4 1 atz ( )
1 5 h, hh,  hh
Donde m = hl’bﬂpl’ +bshspx y kl :Evavhs +2bPE1’ ?+T+T

La resoluciéon de la ecuacion diferencial anterior para vigas a tramos es ampliamente
conocida mediante la aplicacion de la técnica de separaciéon de variables como

w(x,1)=¢(r)¢(x) donde, junto con las condiciones de borde se llega a un problema de

autovalores (frecuencias naturales) y autovectores (formas modales). El modo total de la viga
puede ser expresado como:

¢, (x)=> ¢, (x)H,(x) 37)

2
k=1
Donde H, (x) representa la funcion de Heaviside para denotar la union de los modos en

x =L, . Siendo:

¢, =C sen(ﬁj’kx)+Czcos(ﬂj,kx)+C3senh(ﬁj’kx)+C4cosh(,3j’kx) (33)
Doénde:
gt (39)

3.2 Forma modal para un disco

Para este caso la obtencion del modo no puede ser obtenida mediante una formulacion
analitica exacta por lo que se obtiene a partir de elementos finitos. Para ello se utiliz6 el
software COMSOL Multiphysics 5.2 tal como lo muestra la figura 5.
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Figura 5. Primer modo de vibracién obtenido en COMSOL.

La forma del modo fue exportada al programa MatLab donde, mediante la utilizacién del
toolbox Curve Fitting se obtuvo la funcién analitica del modo proponiendo la misma forma
modal que la expresién (38), donde para el primer tramo se propone la siguiente
aproximacion del autovalor:

(40)

La aplicacion de la ecuacion (38) para cada uno de los tramos da un total de 10 constantes
a ajustar en un primer comienzo. La consideracion de los autovalores propuestos en (40) mas
las condiciones de borde en el empotramiento y en el extremo libre reducen a cuatro (dos para
cada tramo) las constantes a obtener por ajuste de minimos cuadrados.

4 FACTORES GEOMETRICOS

4.1 Factor geométrico de la placa

De la ecuacién (22) se puede observar que existe una proporcionalidad entre la generacién
de voltaje y los acoplamientos para una misma frecuencia @ (suponiendo a C,, R, ¢,

constantes) de forma que se puede establecer que:

Vv
—~0T (41
p-p
8
También el coeficiente piezoeléctrico e3; es una constante, independiente de la geometria,
dado que depende de constantes mecdnicas y eléctricas. Por lo tanto, es posible proponer un
factor geométrico de la placa al producto de los acoplamientos dividido el e3; de forma que:
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fo == pA j¢,1 x)dx+ pyA, j #a(x —

e3] P

hz
b,|ah,+-~
o,r, s [ ]d |
} L) @)

donde  f, depende tnicamente del modo (por ende de la geometria del sistema) y de

constantes mecanicas tanto del piezoeléctrico como de la viga cantiléver pero no asi de las
constantes piezoeléctricas y/o dieléctricas.
4.2 Factor geométrico del disco

Al igual que con la placa, observando la ecuacion (34) se puede establecer la misma
proporcionalidad entre la generacién y los acoplamientos electromecdnicos y modales.
Procediendo de forma andloga puede nombrarse un factor geométrico del disco dependiente
solo del modo y de las constantes mecdnicas del sistema de forma que:

L+L,
fgd h J.b dx+vav.[¢jl d‘x+vas J. ¢12
(43)

r b, ¢,
£<2a(x)+hp)¥7dx

S COMPARATIVAS

Los factores geométricos, tales como se expresaron anteriormente, dependen claramente
del tamafio de la pastilla o del disco. Es por eso que, a la hora de comparar una geometria con
la otra, resulta clave elegir las dimensiones adecuadas para los piezoeléctricos de forma que
posean el mismo volumen.

Esto ultimo implica que para un determinado disco de didmetro d, y espesor h, se puede

dimensionar la placa considerando tres casos posibles :

5.1 Ajustando ancho

Asumiendo que el largo de la pastilla coincide con el didmetro del disco, y que los
espesores son idénticos, el ancho de la placa que produciria un volumen igual entre ambos
discos serd:

b :M:dpﬂ'
P4 4

(44)

5.2 Ajustando espesor

Por otro lado, asumiendo una pastilla cuadrada b L, = d (pastilla cuadrada) el espesor

resulta:

h =

T
P placa 4 Pdisco

(45)

5.3 Ajustando largo

Realizando el mismo procedimiento de igualar (44) y (45) y asumiendo ahora que: d, =b,
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y que los espesores son iguales en ambos casos, el largo de la placa resulta:

T
L="d, (46)

6 RESULTADOS

En funcién de los casos a analizar, se adopta una geometria para el sistema que cumpla las
siguientes cualidades: las dimensiones de la viga cantiléver son idénticas en cada una de las

cuatro configuraciones y los volimenes de los piezoeléctricos son iguales. La tabla 1 muestra
las geometrias comparadas.

Viga de acero Cerdmica piezoeléctrica

s & > © ~ = [
2l S| 2| 225 i3 | z | o | £ |3%% i3
2 o | 2 SS A 2 3 & £9 8L
Disco 20 | 120 | 1 200 7900 | Didmetro=15 | 0,5 92 | 7900
Ajustando ancho | 20 | 120 | 1 200 7900 | 11,78 | 15 0,5 92 | 7900
Ajustando espesor | 20 | 120 | 1 200 7900 15 15 10,3926 | 92 | 7900
Ajustando largo | 20 | 120 | 1 200 7900 15 | 11,78 | 0,5 92 | 7900

Tabla 1. Dimensiones geométricas comparadas

Los valores de los factores obtenidos para las geometrias comentadas anteriormente se
muestran en la tabla 2. En dicha Tabla se muestran los valores obtenidos por la expresion (42)
para la placa y la expresion (43) para el disco. De esta manera, se observa que el mayor valor
de factor geométrico corresponde a la placa cuadrada, donde se modifica el espesor para
obtener el mismo volumen que el disco piezoeléctrico. Por otro lado, el disco presenta mayor
factor geométrico que la placa cuando se ajusta el ancho o el largo de la misma.

Factor geométrico*10°
Disco 2.7893 2do
Placa — ajuste ancho 2.6727 3ro
Placa — ajuste espesor 3.3302 Iro
Placa — ajustando largo 2.3365 4to

Tabla 2. Factores geométricos obtenidos para los valores de la tabla 1.

7 CONCLUSIONES

1. La obtencién del modo de vibraciéon a partir de una formulacién de elementos
finitos en el disco, cuya solucién analitica exacta no existe, es valida para
considerar los efectos que produce la geometria en la generacion de energia a través
del calculo del factor geométrico. A su vez, el ajuste ofrece mejores resultados si se
realiza considerando los dos tramos y las relaciones algebraicas entre las constantes
de integracion que se deben satisfacer por las condiciones de borde del problema.

2. La comparacién entre la geometria de placa y de disco, teniendo la restriccion de
volumen constante, arroja los siguientes resultados:

a. Para una placa cuadrada cuyo ancho es igual al didmetro del disco, pero

Copyright © 2018 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar




Mecéanica Computacional Vol XXXVI, pags. 1935-1947 (2018) 1947

cuyo espesor es menor, el factor geométrico es mds grande en la placa
respecto del disco.

b. Para una placa rectangular cuyo largo es igual al didmetro del disco, y cuyos
espesores son idénticos, el factor geométrico es mds grande en el disco
respecto a la placa.
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