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Resumen. El presente trabgjo trata sobre la identificacién de parametros en problemas de Difusion
Reaccion. Este es un problema inverso que consiste en la obtencion de las propiedades del medio a
partir de mediciones adicionales. Como punto de partida hemos trabgjado en dos dimensiones y
queremos obtener & coeficiente de difusion y € de reaccién . Para ello utilizaremos como datos
adicionales mediciones de la temperatura. El problema inverso se plantea como un problema de
optimizacion en e cual hay que minimizar una funcién costo que relaciona los datos medidos con los
calculados. Entonces, el valor del pardmetro buscado es aquel que minimiza lafuncion costo.

Los resultados obtenidos son validos para un problema susceptible de ser modelado con un dominio
bidimensional. A modo de validacion del procedimiento utilizado, en lugar de valores medidos se han
empleado los valores de temperatura obtenidos mediante la simulacion del problema directo
(resolucion de la ecuacién de difusion-reaccion por elementos finitos) tomando los vaores nodales
como "valores medidos’.
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1 INTRODUCION

El objetivo de obtener datos es ganar informacién significativa sobre un sistema fisico o
fendmeno de interés. Sin embargo, en muchas situaciones las cantidades que deseamos
determinar son diferentes de las que podemos medir. Si los datos medidos dependen, de
alguna manera, de las cantidades que deseamos, entonces los datos contienen por o menos
una cierta informacion sobre esas cantidades. Comenzando con los datos que hemos medido,
el problema de intentar reconstruir las cantidades que realmente deseamos se llama problema
inverso.

Queremos desarrollar una metodologia que permita obtener para un medio poroso saturado
la matriz de conductividad hidréulica. En tal caso la ecuacién de gobierno es laley de Darcy
V(KVh)+ =0 (R. Raghavan and E. Ozkan, 1994) en la que K es la matriz de
conductividad hidréulica del medio poroso, h esla altura piezométricay f es el término fuente.
Por razones de simplicidad, comenzaremos con € problema de reaccion difusion.

La técnica que empleamos para resolver € problema inverso, es generar una sucesion de
problemas directos (bien planteados) que tenga como limite la solucion del problema inverso.
Para esto transformamaos el problemainverso en un problema de optimizacion. Tomando como
funcion costo la diferencia entre e resultado del problema de reaccion difusion y las
mediciones realizadas.

La ecuaciones que modelan & proceso de reaccion difusion en un domino QcIR? son

-kAu+pu=f en Q. ()

u=u, enl,. @)

k@:genFN. (3)
on

donde la frontera de Dirichlet ', y la de Neumann [ son diguntas y verifican que
I';uI'y=0% . Con mediciones de |latemperatura queremos obtener €l coeficiente k o p
En principio planteamos y resolvimos el problema directo de difusion-reaccion empleando €l
método de elementos finitostomando un p o k predeterminado que sera la incognita que
gueremos hallar. Luego tomamos |los valores nodal es obtenidos como "valores medidos’, para
plantear € problema inverso y obtener € parametro que no conocemos. Plantemos €l
problema de minimizacion con larestriccion de que las funciones verifiquen las ecuaciones de
equilibrio (1), (2) y (3) escritas en forma débil. Para resolver este problema de minimizacion
utilizamos la técnica de Lagrangeano aumentado. Esto nos lleva a calcular en cada paso tanto
el estado de equilibrio como € estado adjunto. Estos dos estados nos permiten obtener la
derivada de lafuncién costo con respecto a parametro desconocido y asi, tener la direccion de
bajada de la funcién costo, y asi poder obtener € minimo de lamisma.

En la seccion 2 presentamos la formulacion del problema, introducimos la funcion costo, la
técnica Lagrangeana, y € célculo de la derivada. En la seccion 3 presentamos la
implementacién del método de elementos finitos tanto para hallar €l estado de equilibrio como
el estado adjunto, y el algoritmo computacional que nos permite resolver e problema inverso.
Por ultimo, en seccion 4 presentamos |0s g empl os numeéricos.
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2 FORMULACION DEL PROBLEMA

El problema inverso que queremos resolver es el de determinar los pardmetros del material
partiendo de la temperatura medida que llamaremos U, en un dominio bidimensional.
Definiremos un algoritmo para cacular € coeficiente de reaccion p , pero € mismo
procedimiento lo utilizaremos paracalcular €l coeficiente de difusion k.

Latemperatura debera en todo momento verificar laformadébil de las ecuaciones (1), (2),
(3). Tomamos un dominio QcIR*con una frontera I'=I'\UI', , con I'y\NI,=8 y

suponemos que f OL%(Q), u, OHY(Q) y gOL*(,). La condicion (2) inhomogenea de
Dirichlet es incorporada a través de la descomposicion v=u—u, tal que v=0 en I, |,
es decir, definimos e espacio de funcionesveV ,tal que,V=[ueH1(Q):u=OenFD].
Entonces laformulacion débil de las ecuaciones (1), (2), (3) se escribe:

Hallar u tal que u—uy€V |,

a(u,v)=Il(v) WVvev . 4)
donde
a,(u,d)=f,(kVuVa+pua)dx . )
y
=[_ fadx . (6)

Para poder calcular € parametro p transformamos € problema inverso en € siguiente
problema de optimizacion: hallar p que hace minimo j(p) donde j(p) estd definido
por j(p)=3(u(p))=J ,(u(p)—U)’dx y e minimo debera tomarse sobre las funciones

u(p) que verifiquen (4). Para incluir esta restriccion utilizaremos la metodologia del
L agrangeano aumentado. Paraello, introducimos la funcion

L(u,A,p)=3(u(p))+a,(u,a)—1(a) . (7)
Es decir,

L(u,A,p)=J, (u(p)—-U)+[ ,(kVuVa+pua)dx—J  fadx . 8)

Entonces, derivando con respecto de p obtenemos:

%(p):fgu)\dx+f (2(u(p)—U a Yyt [ kV SIVatp (Sp)A)dx
. (9)
oA
+] kVuV( )+pua—dx /. fapdx

Si nombramos los términos de la ecuacion (9) del siguiente modo:
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ou ou
A A+p A
a(55 0=, (KV(EDVA+a(Z5)) o
oA oA oA
a(u,——)= _f(kVuV( 3, HPugs)x, (10)
op op
oA 62\
|($)_f f 5, 0%
y lareescribimos, obtenemos:
dj ou ou oA, , OA
—(p)= Adx+ 2 - + JA)+ +I
35 (P)=faundk+ [, 2(ulp)-U) Ty dcral T N ralu 2+ () @
Luego, s u es la solucién dela ecuacion de equilibrioy A la solucion de la ecuacién
adjunta, donde a(v,A =—2f U)vdx W veV sedenomina estado adjunto.
Finalmente la ﬁ( p) nos queda:
dj oL
— A Adx . 12
Olp(p) ap(u p)=[_uAdx (12)

En resumen, para obtener |a derivada total de j con respecto a p basta con cdcular €
estado de equilibrio y € estado adjunto e insertarlos en la ecuacién (12). Estos calculos los
haremos en forma aproximada utilizando el método de elementos finitos (D.W. Pepper and
J.C. Heinrich, 1992).

3 FORMULACION MEDIANTE ELEMENTOSFINITOS

3.1 Problema directo

Consideramos una triangulacion del dominio Q vy llamamos V|, al subespacio de V
consistente de todas las funciones lineales en cada elemento y continuas en todo el dominio.
Los nodos, que son los vértices de los triangulos, los enumeramos de i=1,...,NOD donde
los nodos i=1,...,N son los nodos incégnitas, y los nodos i=N+1,...,NOD son los que
se encuentran sobre la frontera de Dirichlet. Para obtener el sistema de ecuaciones lineales,
como es usual, reemplazamos en (4) a v=¢; lafuncionbasede V, quetienevalor 1en €

nodo j y e valor cero en e resto de los nodos, con v=0 en I'y; , y reemplazamos
NOD - - - - -
uh:Zi_l u ¢, . Entoncestenemosel sistemalineal de ecuaciones siguiente,

NOD

Zizl Aju=B; . (13)

donde j=1,..,N . Matricialmente tenemos A;=kK;+pM; donde K es la matriz
derigidez, M eslamatriz de masas 0 de reacciony B es e término de la fuente. Tanto

M, Ky B las cdculamos para cada elemento como: Mji:fgwicpjdx :
Kji=fQV(in(pjdx y Bj:fgf(pjdx respectivamente.

Finamente al dividir la sumatoria de forma que, en € lado izquierdo de la ecuacion se
encuentren los nodos incognitay del lado derecho los nodos conocidos nos queda,
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N NOD
Zi,j=1 Aj ui:Bj_Zi=N+1Ajiui
NOD
b, :Bj_zi=N+1 Ay,
Observemos que b; dependede k y p . En € problema directo, la solucion del
sistemade ecuaciones (14) seobtieneparaun k y p conocidos.

(14)

3.2 Problema inver so

Para mayor claridad, desarrollaremos para la formulacion discreta, € célculo hecho en la
seccién 2 para la formulacion continua. Como no introducira ninguna confusion, indicaremos
por u a vector de las incognitas del sistema (14). Luego de disponer una herramienta
computacional que resuelve el problema directo, planteamos el problemainverso donde k (o

p ) es e parametro que queremos calcular y tenemos como datos iniciales los valores de
U obtenidos en e problema directo anterior. El objetivo es encontrar una solucién que
minimice lafuncion costo,

J(pu(p))=minfu(p)-U]* . (15)

bajo la restriccidon de que u verifigue Au=b . Cabe aclarar que la norma utilizada, es la
norma dos. Para resolver este problema de minimizacién utilizamos la técnica de Lagrangeano
aumentado, donde L se denomina funcién Lagrangiana y A €S una constante no
especificada [lamada multiplicador de Lagrange.

L(u,A,p)=[u=UJ+A'(Au—b) . (16)

Para obtener e minimo de una funcion se debe calcular su derivada 'y se laiguala a cero,
es |o que se obtiene en | as ecuaciones (17)-(18).

5L ;an u—b,
K:O+(O...O,1,O...O) :zan u—b,

i =1

n
Z a, u— bn
=1

. (17)

. oL . .
En consecuencia, --==0 V| esequivdentea Au=b .
j
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0
oL _ 9 x
| —U ) +A'Al ],
50 ou (& Uy 1
0
ay (18)
L —2(u-u)+a'| % |=2( u+z
o u— u— a A,
ani
aL
Em =2(u;-U,) +Za“ y

. oL _ .
en consecuencia E:O Vi esequivalentea A'A=-2(u—U) .
Ahora cdculamos la derivadatotal de L con respectoa P :

n . n A
dL 6L+Z oL 8U.+Z oL OA

19
dp Op 10U 0p [0, 0p (19)
entonces:
dL oL
dp(u A, p)= ap(” ALp) . (20)
Si u es la solucion de  Au=b llamado estado de equilibrio y A es la solucion de
. oL aL
AA=-2(u—U) llamado estado adjunto, se cumple que E:O Yiy aA
Y j . Porlotantoladerivadatotal de Jconrespectoa P es:
dJ 6A ob
—=A—u—— 21
dp 6p op (21)

3.3  Cdbdigo computacional
El siguiente fragmento es el pseudocddigo que resuelve el problema inverso.
Repetir

//Se obtiene €l estado de equilibrio u
/[Este es el problemadirecto que se resuelve en cadaiteracion.

Au=Db
//Se obtiene el estado adjunto A
AA=—2(u—-U)
. dJ
//Se calcula la derivada —
dp
dJ_ (oA, _2b
dp op op
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. dJ
S — <0 entonces p=p, +h
do

Sino p=p,—h
Hasta (J(p) > J(0,))

Donde h es el paso para corregir £ en cada iteracion, moviéndose en la direccion de la
dJ
derivada, esto es cuando la E <0, seincrementa el valor de P y paravalores positivos de la

derivada se disminuye € valor P . El algoritmo finaliza cuando €l valor de J para €l nuevo
P esmayor que e valor de J del P anterior significa que se esta parado sobre e minimo de
lafunciony que setiene e valor 6ptimode P .

4 EJEMPLOSNUMERICOS

Una vez obtenido el modelo computacional completo se debe proceder a vaidarlo con €
objeto de determinar la precision de los resultados. Existen dos instancias de validacién: una
fisicay otranumérica. En este caso, lavalidacion se realizara de formanumeérica

Para la validacién vamos a presentar dos casos en |0s cuales, se muestra la solucién en cada
nodo y € valor del pardmetro obtenido ya sea k 0 p . Las madlas son de el ementos
triangulares. Las figuras 1 y 2 muestran la solucion para dos dominios distintos. Las figuras
mostradas varian en una escala de colores que van desde verde al lila segin € rango de
temperatura que tome la solucién. Latabla 1 muestra el parametro obtenido de acuerdo a los
datos inciales de la simulacion. La malla generada posee 51 nodos y 66 elementos (como se
puede observar en laFigural).

Aproximacion para p=1,k=1
Po Paso(h) Cantidad de Iteraciones p Calculado
1 0.0001 21418 3.1416
3 0.0001 1418 3.1416
1 0.01 216 3.1400
3 0.01 16 3.1400

Tabla1l: Pardmetrosinicialesy resultados de la simulacion.
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Figura 1: Solucién para una malla de 51 nodos.

Latabla 2 muestra el parametro obtenido de acuerdo a los datos iniciales de la simulacién,
para este ejemplo la malla generada posee 62 nodos y 96 elementos (como se puede observar
en laFigura2), ahorael valor adeterminar esel de k

Aproximacion para p=v2,k=+3
K, Paso(h) Cantidad de Iteraciones k Calculado
5 0.001 3270 1.7320
1 0.001 734 1.7320
5 0.01 329 1.7300
1 0.01 75 1.7300

Tabla2: Pardmetrosinicialesy resultados de la simulacion.

Figura 2: Solucién paraunamallade 62 nodos.

Los clculos para € pardmetro k son similares a los redlizados para p . La
modificacion més significativa en el algoritmo se encuentra en €l céalculo de la derivada, ahora
aparece lamatriz derigidez que acompafia a parametro k
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5 CONCLUSIONES

En este trabgo se resolvid € problema de identificacion de pardmetros del material en las
ecuaciones de difusi én-reaccion mediante técnicas de Problemas Inversos (Pl) o estimacion de
pardmetros. En la modelizacién de procesos naturales existen parametros desconocidos, que
mediante |la metodologia de Pl pueden ser resueltos. El problema que tratamos, es un
problema mal planteado que fue transformado en un problema de optimizacién obteniendo
una sucesion de soluciones de problemas bien planteados que converge a la solucion de un
problemainverso.

Se desarroll6 un cédigo computacional para resolver e problema planteado, debido a la
flexibilidad de |la entrada de datos para definir la malla de elementos finitos, se pueden
modelar distintos dominios para € problema. En principio el cédigo realizado aproximaba €l
valor del parametro buscado mediante un h fijo, esto hacia que la convergencia del algoritmo
sea lenta. Para mejorar esta situacion, se modificd € codigo para que h se adapte en cada
iteracion, esto implicod una mejora notable en e tiempo de convergencia, pero la aproximacion
del parametro resulté menos precisa.

El andlisis bidimensional fue suficiente para poder determinar los pardmetros que mas
influencia tienen en la solucion obtenida (reaccién y difusion) y que resultan, por lo tanto,
mas importante de medir con precision.

El estudio del caso concreto del problema de difusiéon-reaccion nos permitio
familiarizarnos con la técnica de problemas inversos y readizar consideraciones generales
sobre |a adquisicion de datos, procesamiento de los mismosy obtencidn de soluciones.

Podriamos decir que la técnica de Pl es apropiada para la solucionar aguellos problemas en
donde la informacién es escasa 0 se desconocen los valores de algunos pardmetros,
permitiendo el modelado y célculo de una solucién aproximada.
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