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Resumen. Se consideran dos sistemas estacionarios de conduccién del calor, S y Sa, en un dominio
multidimensional D acotado para la ecuacidon de Poisson con fuente de energia g. En uno de ellos se
proponen condiciones de contorno mixtas (temperatura b en la porcién de frontera F1, flujo de calor q
sobre el borde F2 y una condicién adiabatica sobre la restante porcién de frontera F3). En el otro sistema
se reemplaza la condicién sobre F1 por una condicién de flujo de calor convectivo con coeficiente de
conveccion a. A su vez, para S y Sa, se establecen problemas de control 6ptimo (P) y (Pa) donde la va-
riable de control serd el flujo de calor g. Si el dominio D es rectangular, se conocen de manera explicita
el control 6ptimo continuo y el estado correspondiente de los sistemas. En el presente trabajo, utilizando
un esquema de diferencias finitas, se discretizan los sistemas S y Sa obteniéndose Sh y Sah ademads de
(Ph) y (Pah), siendo h el paso espacial en la discretizacion. El objetivo del trabajo es hallar las soluciones
discretas explicitas de Sh, Sah, (Ph) y (Pah). Ademds obtener resultados de convergencia de los mismos
cuando h y a tienden a cero e infinito respectivamente. Los resultados tedricos obtenidos se chequean
con resultados numéricos.

Keywords: Optimal control, finite difference, Explicit solutions.

Abstract. We consider two steady state heat conduction systems, S and Sa in a multidimensional boun-
ded domain D for the Poisson equation with source energy g. In one system we impose mixed boundary
conditions (temperature b on the boundary F1, heat flux q on F2 and an adiabatic condition on F3). In the
other system, the condition on F1 is replaced by a convective heat flow condition with coefficient a. For
each of these systems, we consider optimal control problems (P) and (Pa) where the control variable will
be the heat flow q. If D is a rectangle, we know the explicit continuous optimal control and the correspon-
ding state of the systems. In the present work, by using a finite difference scheme, we obtain the discrete
systems (Sh) and (Sa) and problems (Ph) and (Pa), where h is the space step in the discretization. The
goal of this work is to find the discrete explicit solutions of (Sh), (Sah), (Ph) and (Pah). In addition, we
obtain convergence results when h tends to zero and when a tends to infinite. Some numerical simulations
are provided in order to test theoretical results.
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1. INTRODUCCION

Se considera un dominio acotado {2 C R"™ cuya frontera regular I' estd compuesta por tres
porciones de frontera F; (med(F;) > 0, para i = 1,2, 3). Se presentan dos problemas estaciona-
rios de conduccidn del calor con condiciones de frontera mixtas llamados (S5) y (S,) definidos
por las ecuaciones (1,2) y (1,3) respectivamente que se muestran a continuacion:

—Au =g en , (1)
u=~>0 sobre Fy, —@ =q sobre Fjy, —% =0 sobre F3, (2)
on on
ou ou ou
—5, =@ (u—b) sobre Fi, ~5, — 1 sobre Fy, “on = 0 sobre F3, 3)

donde g es la energia interna del sistema en {2, b > 0 es la temperatura ambiente (constante)
sobre el borde £, g es el flujo de calor sobre el borde F; y « es el coeficiente de calor convectivo
sobre el borde F}. Se supone que: g € H = L*(Q) y ¢ € Q = L*(F,). Estos problemas pueden
ser considerados como un problema estacionario de Stefan (Tarzia, 1979).

Los problemas elipticos definidos antes en (1,2) y (1,3), tienen la formulacién variacional
dada en (Gariboldi y Tarzia, 2008). Puede verse que admiten solucion unica (Kinderhlerer y
Stampacchia, 2000; Tarzia, 1979).

Vinculado a estos sistemas, se han considerado los problemas de control éptimo, llamados
(P)y (P.), como los que se detallan a continuacién (Lions, 1968; Tréltzsch, 2010).

Sean los funcionales de costo cuadrdtico J : Q — Ry definido por:

1 M
T(a) = 3llu = zallz + = llallg )
y Jo : Q — R definido por:
1 M
Tala) = S llua = zallz + 5 lallg (5)

con M > 0 una constante dada, u la solucién de (1,2), u,, la solucién de (1,3) (ambas asociadas
con el control ¢ € Q) y zg € H el estado deseado de los sistemas continuos (S) y (S, ). El
problema de control 6ptimo de frontera continuo (P) asociado a (S) queda establecido como:
Hallar el control 6ptimo continuo ¢,, € () tal que

I (Gop) = 1;%13 J(q) (6)

y el problema (P,) se establece como: Hallar el control 6ptimo g,,, € @ tal que
Joa(qopa) = Iqrélél Ja(Q) (7)

En el trabajo (Gariboldi y Tarzia, 2008) se obtuvieron resultados de existencia y unicidad
para el sistema S'y para el problema de control 6ptimo continuo (P) en determinado espacio y
en el trabajo (Tarzia, 2016) se realizé el andlisis numérico correspondiente. Ademds, en (Bollati
et al., 2017) se obtuvieron las soluciones explicitas para los problema de control continuo (P)
y (P,) para un dominio rectangular en el plano, como asi también para los sistemas (S) y (Ss)
correspondientes.
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El objetivo de este trabajo es el de hallar las soluciones discretas explicitas que aproximan
a las soluciones continuas de los sistemas (S) y (S,) y de los problemas de control 6ptimo
de frontera asociados (P) y (P,), descriptos por (1, 2), (1, 3), (4, 6) y (5, 7) respectivamente
considerando un dominio §2 particular de forma rectangular en el plano y obtener estimaciones
de error. Con este fin, en la Seccién 2, siguiendo lo hecho en (Bollati et al., 2017) y utilizando el
método de diferencias finitas (Crank, 1984) con h el pardmetro de la discretizacion se tiene, de
manera explicita, la solucion discreta del sistema lineal de ecuaciones que resulta, llamado (.S}, ).
Ademais, se establece la funcién costo discreto, llamado asi dado que se define en funcién de la
solucién del sistema (.Sy,). Se plantea la familia de problemas de control 6ptimo discreto (F,),
dependiente del pardmetro / y nuevamente se analizan estimaciones de error. En la Seccion 3, se
trabaja en forma similar para establecer la discretizacién del sistema (.S,,) y del problema (P,)
y a la vez obtener resultados de convegencia cuando el pardmetro h tiende a cero. Por ultimo,
en la Seccion 4, los resultados tedricos se chequean con resultados numéricos para distintos
valores del paso espacial i cuando h tiende a cero.

Estas soluciones discretas explicitas podrian ser utilizadas para chequear calculos numéricos
en condiciones de dominios generales.

2. DISCRETIZACION DE (S) Y (P)

Se considera, de aqui en adelante, el dominio 2 = (0, z¢) x (0,y0) conzp > 0eyy > 0. Se
notan F; con ¢ = 1,2, 3 las porciones de frontera definidas como:

Fr={(0,y): y€ (0,5}, F2={(z0,¥): v e (0]}

F3={(z,0): 2 €[0,z0]} U{(x,y0) : © €[0,20]}.

En (Bollati et al., 2017) se vio que la solucién del sistema (.S) establecido en (1 y 2) estd
dada por u(zx,y) = —% g1+ (g0 — q)x + b donde los datos b, g y ¢ son constantes. Asumiendo,
ademads, que el estado deseado z; es constante en la expresion (4), se tiene que la funcion de
costo cuadratrico puede escribirse como:

X
J(q) = OTyO{qQ:rS [Dl + %} + g0 [ D292 + Ds(b — 24)]

+ D4ggxé + D5(b — zd)2 + Dﬁgx?)(b — zd)}

donde Dy =3, Dy=—2, D3y=—-1, D,=2, Dy=1, Dg=2.
Luego, el control éptimo de frontera del problema (P), llamado ¢,,, y el estado éptimo continuo

asociado a este control estan dados por:

Dygat + Ds(b— = 1
_ gy 5 d), Ug,, (T,Y) = —=g * + (gxo — Gop)T + b
2xg <D1 + %)
0

2
Se resalta que la importancia de las definiciones de las constantes D;, 7 = 1, ..., 6, se apre-
ciardn en la siguiente seccion cuando se considere el problema (F,).
Dada la simetria del dominio, resulta que la solucion u del sistema (.5) es independiente de la
variable y. Entonces, aplicando un esquema en diferencias finitas y trabajando en forma similar
al desarrollo hecho en (Bollati et al., 2017) se tiene la solucién del sistema discreto (Sy,).

Gop =
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Sean € N, se definen:

h= %, ;= G{—1)h, parai=1,...,n+1, uy =b, u; = u(zr;,y) parai =2,... . n+1,
(8)
donde n es la cantidad de subintervalos a considerar en [0, z¢|, h es la amplitud constante de
estos subintervalos y u; es el valor aproximado de la funcién u evaluada en el punto (z;,y) € €2
parai=1,...,n+ 1.
Lema 1: Sea la funcién
2

] 27° —1
uh(rv,y)Z(xog—q—th)x+h29< 5 >+b, )

definidaVx € [x;, ;41,1 =1,...,n,e y € [0, yo]. Entonces, la solucién continua u(zx,y) del
sistema (5), puede aproximarse mediante la funcién discreta uy(z, y) en 2. Ademds, para cada
h se tiene que:

T3 Yo\ 2

Demostracion: Surge del método numérico utilizado y de la definicién de norma en el espacio H.
Se define la funcién de costo discreta (ver 4) del siguiente modo:
1 2 1 2
Tila) = 5llun = zall% + 5M gl

donde la funcién u, esta dada en (9), h es el pardmetro de la discretizacion en la variable
espacial x y, como se dijo antes, el estado deseado z; se supone constante. El control ¢ también
se considera constante. De la definicién de norma en el espacio () resulta:

7@ = gu{ M ¢ mo+z/

y trabajando algebraicamente, se tiene:

Ti+41

[un(x,y) — zd]de}

ToYo 1 o o, 1. ]
Jn(q) = J(q) + —2 {hg:co[ngo 519%0 = 50— za)
1 1 1 1
2 _ (b _ - . 3 4 214
+h [36%9 6(b 2a) + 12‘”0} 549 woh” + 1g50°h }
Lema 2: Dados ¢ € Q y h > 0, se tiene que
|Jn(q) — J(q)| = C2 h (11

g9 [3qz0 — 25970° — 3(b — 24)] |, constante independiente de h.

Demostracion: A partir de la dltima expresion para J,(q), resulta que:

con Cy = 323 Yo

1 1 ) 1
Jn(q) — J(q) = 51’0 Yohyg {1’0 [gql’o 249960 (b — zd)]

1 1 1 1
—(b—zq) + —qxo} + —gxoh® + —gh?’}

+h[ 1
75 6 12 24 180

36
de donde resulta (11).
Como la funcién J,(g) es una funcién polinémica de segundo grado en la variable g, es
sencillo obtener la siguiente expresion analitica para la funcién J:
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1 1 M 5 1 1
Ji(q) = §$3y0{2$OQ(§+x—g> — [E9$3+(b—zd) +§g$0h+ﬁgh2}.

A partir de la condicién de optimalidad y de trabajo algebraico, se obtiene el siguiente resul-
tado:
Lema 3: Sea h > 0.

a) La expresion explicita para el control 6ptimo g¢,,, estd dada por :

1

w. (12)

1
Gopy, ZQOp_Algh_Alél_xOgh27 Al —

b) Ademads se tiene que valen las siguientes estimaciones de error:

%04}1

i) lon, — donl & Ci 1) [ n(@on,) = I (o)
donde ('3 y Cj son constantes independientes de h.

Demostracion:

a) Se tiene a partir de la expresion para J'(g).

b i) A partir de la expresion (12) con C5 = |g A4].

b i7) A partir de las expresiones para J(q) con ¢ = q,, ¥ Jn(q) con ¢ = gy, , considerando
(12) y trabajando algebraicamente, se tiene:

Ti(dopn) — J(op) = %xoyo{ng§g2(h2+ Ly 1 ) (%+%3)

2xg 16 23 it
+h [1 O g2 — L )] + 1% 9|amTs + A 7o | T b_zd}
To|=QopTo — —gx5— =(b—2 op—— — 4+ ——
903qp0 2490 9 d gCIp12 193 36 6
2
g~ Zo 1 Al 1
n I (A ) (5 5sp) )
T Mt T as T ise) o

en consecuencia, se obtiene la tesis con Cy = 3z yo ‘g [%qop zo— gxg — 5(b— zd)} ‘ .
Lema 4: Sean i > 0, u,,, la solucién de (1,2) para g = gop ¥ Ung,,, la solucion discreta definida
en (9) para cada valor de h donde g = ¢,,, es el control 6ptimo de (P,) establecido en (12). Se
verifica que:

(CL) Humhlbph - uﬂ?‘ZopHH ~ 05 h7 (b) HuhQOph - uquHH ~ 06 h7

donde las constantes C y Cg son independientes del parametro h.
Demostracion:

T

34, +1)+ b0 e (4 — 14 n)

8z

. . 2
a) ||uwhqoph _U:qup”%l =% Z?:l f . [(quh_QOP)_hgl+gI de = %xo yO{h292(3 A%_

1
definiendo C5 = |¢| ‘xo Yo <A% + Ay + %) * . se obtiene el resultado deseado.
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b) Utilizando la definicién de u;, dada en (9), se tiene que: parat =1,...,n

. i —q 1
Un o, — Ugpy = (Qopy, — Gop — gi h)x —|—gT h? + §gx2, Vo € [x;, xit1].

Entonces, de la definicion de norma en el espacio H, resulta

||uh(Ioph - u(IopH?’I =

2

A2g? 22 h \2 g 23h%\ A g%z h h
= aouo WP {0 (1 g ) G (o = ) = (1) (mo )
o Yo 3 T, T\t ety 3 RVTWARLA

de donde se obtiene el orden deseado tomando Cg = |g| ‘x% Yo (%% + % + %) ’ "

3. DISCRETIZACION DE (S,) - (P,)

Considerando el dominio €2 y su frontera como en la Seccién 2, en (Bollati et al., 2017)
se mostré que la solucion u,, del sistema (.S,) dado por la ecuacion variacional (1,3) es de la
forma:

1 1
Ua(?,y) = =597 + (guo — @)z + —(gzo — ) +b Y (z,y) €L

Asumiendo, ademds, que el estado deseado z,; es constante en la expresion (5), se tiene que

la funcién de costo cuadrétrico se escribe como:

xXr
Ja(Q) = OTyO [q2$g <D1a + %) + qTo (Dzagl’g + D3a(b — Zd)>

+ D4ag2$é + D5 (b — Zd)2 + Dﬁagazg(b — zd)]

donde
14 1 1 —_5__5 _ _2 - _1_ 2
Dla - 32+ ax02 + a2w(2)1 D2a - 12 3axo oe2:v(2] D?’O‘ - ) 1 20490()
Djo =55+ 500 + e D5, =1=Ds Deo = 5 + 51-

y entonces, el control éptimo de frontera del problema (P, ), llamado ¢,,,,, y por ende el estado
dptimo continuo asociado a este control estan dados por:

_ Dgag.fg + D3a(b — Zd)
2{130 <D1a + rM;;)
0

Jopa =

1 1
7 Ugop (:L‘,y) = _59x2+(9$0_q0pa)x+a(gwo_qua)"i_b'

Observacién: Notar que D;, — D; cuando o — oo (1 = 1, ..., 6).

Como antes, en lo que sigue, se trabaja con un problema unidimensional. Por lo tanto, consi-
derando la discretizacion descripta en la Seccion 2 y aplicando el método de diferencias finitas
al sistema (.S,,) descripto por las ecuaciones (1 y 3), se obtiene el sistema lineal de ecuaciones
discretas (Shq)

B,v=T

donde Vv = (u;);=1,.n+1 es el vector de las incégnitas en R™*1, B, es la matriz de coeficientes
tridiagonal de orden n + 1 de la forma:
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—(14ah) 1 0 0
1 -2 1
B, =
1 -2 1
0 0 0 0 -1 1
t
y el vector T, de orden n + 1, estd dado por: T = (—abh, —ghQ,...,—ghQ,—qh> .

Puede verse que la matriz cuadrada B,, es inversible y por lo tanto el sistema de ecuaciones
admite una dnica solucién que es de la forma:

9802 i~ 1) (gag — g - Lyn—g L

oci:b
Uar, (+ Q a 2

%, i=1,....n+1.
Lema 5:

a) Sea la funcién

- h .2_ .
Uno(z,y) = (xog —q—hgi)x + (lH%“q - %Jr ! Zgh2>, (13)

2
definida Vz € [z;, ;44], 7 = 1,...,n,e y € [0,y0]. Entonces, la solucién continua
uq(,y) del sistema (S, ), puede aproximarse mediante la funcién discreta up, (7, y) en
Q.
b) Si u, es la solucién del sistema (S,) y up, es la funcién dada en (13) para cada h, se
tiene que:
2 1
T To 1\7z2
a — Uqa %Oaha Coz: [ <_0 a_ _):| .
[|un U || 1 1 | 9]0 yo 9 + 0 + pe
Demostracion:

Del método numérico utilizado surge a). Mientras que b) resulta a partir de la definicion de
norma en el espacio H{ y de las funciones wu,, y Up 4.

En forma similar a lo realizado en la Seccion 2, se define la funcién de costo discreta .Jj,,
(ver (5)) como sigue:
1 1
Tnala) = glluna — zall7r + §MHQHZ;
donde uy, ,, es el estado discreto solucidn del sistema (S}, ) establecido en (13).
Trabajando algebraicamente, se tiene que puede re-escribirse como:

1 xQ 5 xS b_Z T 31. 7 xQ 2b—2 2 . T
Jha(q):Ja(q)+_w0yogh{(q o_Sguy_(b—za)zy Breg Tgag 2(b—z) 204—g 0))}

2 3 24 2 2 6 o o?
29 (b—2z4) qry 2970—q ¢ To 1 1
M55 =) (5 ga) i)
36 6 12 " 6a  a2) T"9\51 " 6a) T 180Y
Lema 6: Dados ¢ € Q y h > 0, se tiene que

i)
| Jha(q) = Ja(q)| = Caa h

1 5 gx?2 b—2z 3 7 2(b—z, 2(q—gx
COHCQQI—;BgyO‘g m__ﬂ_w_i_ﬁ_ gxo _ 2(b—zq) (a—g 0))

2 3 2 2 6 20 woaZ )| constante

independiente de h.
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i1) La expresion explicita para el control 6ptimo g, , estd dada por:

1 ax
Qopy, o = opa — ghAla - Ala Az hQQ, Ala - £ dam ]\04 . (14)
0

Demostracion:
A partir de la expresion para Jj, o (q), surge inmediatamente i). Mientras que ii) se demuestra
al igual que en el lema 3 de la Seccién anterior.
Observacién: Se puede observar facilmente que A;, — A;, cuando o@ — oc.
Lema 7: Dado i > 0 se tiene que valen las siguientes estimaciones de error:

i) |quha - qual ~ Csa h i) Jh(quha) - J(‘bpa) ~ Ciah

donde Cj5, y Cy, son constantes independientes de h.
Demostracion:

i) Obvia a partir de (14) con C3,, = |gA14].

ii) Trabajando algebraicamente, la expresion para Jj, o (op,,..) — Ja(qop. ) S€ Obtiene el orden
deseado con

T
Cl = 023/0

2 3 2
5, 300) | (ZBI8_To_2m0y o (20, 2Y (s 2]

quag( 3 * 20 +g 24 6a o2 +g 2 +a (b Zd)+042 '

Lema 8: Sean /» > 0, u,,,la solucién de (1,3) para ¢ = qop, Y un Gory o la solucidon discreta

definida en (13) para cada valor de h donde ¢ = ¢, . €s el control 6ptimo de (P, ) establecido
en (14). Se verifica que:

=

a) Humh(]opha - ux(Iopa ||H ~ CE)Q h’? donde CE)CV = ’g’ |:x0 yO (A%OL + Ala + %)]

b) H’LLh Qopp, o Ugope, HH ~ Oﬁa h, donde

N[ =

2
Coo = {woo |75 (S + 4 4 85) + 95 (3 + 341 + 2 (14 Aw)’] |

Demostracion: Surge de manera andloga a las demostraciones anteriores.
Observacién: Se tiene que las constantes obtenidas para todas las estimaciones verifican: C;, — C,
cuando o — oo, parai = 1,..., 6.

4. RESULTADOS NUMERICOS

En esta seccion, se obtienen algunos resultados numéricos para los problemas de control
6ptimo de frontera planteados en (6 y 7) y para los sistemas (S) y (S,) definidos en (1,2) y
(1,3).

Se consideran los siguientes datos: 2 = [0,1]%, b = 30°C, ¢ = 12°C/m. Ademds, g =
10°C/m?, z4 = 40°C el estado deseado y M = 1. El coeficiente de transferencia de calor
convectivo o = 1000 y para el mallado se suponen h = 1/n para n entre 5y 30.

Entonces, en la Figura 1 se aprecia el comportamiento de la familia de controles optimos
discretos {q,y, } cuando el parametro h = 1/n toma distintos valores para n entre 5 y 30. Puede
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verse que la familia converge a g, cuando & — 0 que es la solucién del problema de control
6ptimo de borde continuo (P) definido en (6) como se demostré en la Seccién 2. Se nota que
esta convergencia es en forma creciente.

En la Figura 2, se observa la familia de soluciones discretas {uy, Gomy, }n, donde el estado uy, Gopy,
es la solucion del sistema discreto (.Sy,) definido en (1,3) asociado al control ptimo ¢, , para
los distintos valores del pardmetro h utilizados en la confeccién de la figura anterior. Se tiene
nuevamente convergencia de {uy, Gopy, }1 a la solucion exacta u,, del sistema (1,2) para ¢ = ¢,
como se vio en el Lema 4b. En este caso, la convergencia se da en forma decreciente, es decir
que Upg,,, = Uop vV h>0.

Ademads, en la Figura 3 se observa un comportamiento andlogo al descripto en la Figura 1
la familia de controles 6ptimos de borde discretos {quha}’ definida en (14). Es decir, que esta
familia converge como se ve en el Lema 7 y en forma decreciente al control 6ptimo continuo
qop establecido en (7).

En la Figura 4, la familia de soluciones discretas {uy, qomm}h del sistema discreto (S 4)
definido en (1,3), para los distintos valores del pardmetro / utilizados en la confeccién de las
figuras anteriores. Se tiene nuevamente convergencia de {uy,,, }nr @ la solucién exacta {uo, }
del sistema (1,2) como se mostré en el Lema 8b. En este caso, la convergencia se da en forma
decreciente, es decir que upg,, =~ = Uop, vV h>0.

S. CONCLUSIONES

En conclusioén, utilizando los resultados previos, se cumpli6 el objetivo del trabajo. Es decir:

i) se hallaron las soluciones de las familias de los sistemas discretos (S;,), (Sha) y de los
problemas de control éptimo de borde discretos (FP,) y (P ) en forma explicita,

ii) se obtuvieron estimaciones para el error al aproximar las soluciones continuas de (.5),
(Sha) ¥ (P), (Pha), respectivamente, mediante las soluciones discretas, tanto para el
estado como para el control 6ptimo y la funcién de costo propuestos en un dominio rec-
tangular en el plano,

1i1) se compararon los resultados tedricos con resultados numéricos para distintos valores del
paso espacial i cuando h tiende a cero.

Estas soluciones discretas explicitas podrian ser utilizadas para chequear cdlculos numéricos
en condiciones de dominios generales.
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