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Resumen. Se consideran dos sistemas estacionarios de conducción del calor, S y Sa, en un dominio

multidimensional D acotado para la ecuación de Poisson con fuente de energía g. En uno de ellos se

proponen condiciones de contorno mixtas (temperatura b en la porción de frontera F1, flujo de calor q

sobre el borde F2 y una condición adiabática sobre la restante porción de frontera F3). En el otro sistema

se reemplaza la condición sobre F1 por una condición de flujo de calor convectivo con coeficiente de

convección a. A su vez, para S y Sa, se establecen problemas de control óptimo (P) y (Pa) donde la va-

riable de control será el flujo de calor q. Si el dominio D es rectangular, se conocen de manera explícita

el control óptimo continuo y el estado correspondiente de los sistemas. En el presente trabajo, utilizando

un esquema de diferencias finitas, se discretizan los sistemas S y Sa obteniéndose Sh y Sah además de

(Ph) y (Pah), siendo h el paso espacial en la discretización. El objetivo del trabajo es hallar las soluciones

discretas explícitas de Sh, Sah, (Ph) y (Pah). Además obtener resultados de convergencia de los mismos

cuando h y a tienden a cero e infinito respectivamente. Los resultados teóricos obtenidos se chequean

con resultados numéricos.

Keywords: Optimal control, finite difference, Explicit solutions.

Abstract. We consider two steady state heat conduction systems, S and Sa in a multidimensional boun-

ded domain D for the Poisson equation with source energy g. In one system we impose mixed boundary

conditions (temperature b on the boundary F1, heat flux q on F2 and an adiabatic condition on F3). In the

other system, the condition on F1 is replaced by a convective heat flow condition with coefficient a. For

each of these systems, we consider optimal control problems (P) and (Pa) where the control variable will

be the heat flow q. If D is a rectangle, we know the explicit continuous optimal control and the correspon-

ding state of the systems. In the present work, by using a finite difference scheme, we obtain the discrete

systems (Sh) and (Sa) and problems (Ph) and (Pa), where h is the space step in the discretization. The

goal of this work is to find the discrete explicit solutions of (Sh), (Sah), (Ph) and (Pah). In addition, we

obtain convergence results when h tends to zero and when a tends to infinite. Some numerical simulations

are provided in order to test theoretical results.
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1. INTRODUCCIÓN

Se considera un dominio acotado Ω ⊂ R
n cuya frontera regular Γ está compuesta por tres

porciones de frontera Fi ( med(Fi) > 0, para i = 1, 2, 3). Se presentan dos problemas estaciona-

rios de conducción del calor con condiciones de frontera mixtas llamados (S) y (Sα) definidos

por las ecuaciones (1,2) y (1,3) respectivamente que se muestran a continuación:

−∆u = g en Ω, (1)

u = b sobre F1, −
∂u

∂n
= q sobre F2,−

∂u

∂n
= 0 sobre F3, (2)

−
∂u

∂n
= α (u− b) sobre F1, −

∂u

∂n
= q sobre F2,−

∂u

∂n
= 0 sobre F3, (3)

donde g es la energía interna del sistema en Ω, b > 0 es la temperatura ambiente (constante)

sobre el borde F1, q es el flujo de calor sobre el borde F2 y α es el coeficiente de calor convectivo

sobre el borde F1. Se supone que: g ∈ H = L2(Ω) y q ∈ Q = L2(F2). Estos problemas pueden

ser considerados como un problema estacionario de Stefan (Tarzia, 1979).

Los problemas elípticos definidos antes en (1,2) y (1,3), tienen la formulación variacional

dada en (Gariboldi y Tarzia, 2008). Puede verse que admiten solución única (Kinderhlerer y

Stampacchia, 2000; Tarzia, 1979).

Vinculado a estos sistemas, se han considerado los problemas de control óptimo, llamados

(P ) y (Pα), como los que se detallan a continuación (Lions, 1968; Tröltzsch, 2010).

Sean los funcionales de costo cuadrático J : Q → R
+
0 definido por:

J(q) =
1

2
‖u− zd‖

2
H +

M

2
‖q‖2Q (4)

y Jα : Q → R
+
0 definido por:

Jα(q) =
1

2
‖uα − zd‖

2
H +

M

2
‖q‖2Q (5)

con M > 0 una constante dada, u la solución de (1,2), uα la solución de (1,3) (ambas asociadas

con el control q ∈ Q) y zd ∈ H el estado deseado de los sistemas continuos (S) y (Sα). El

problema de control óptimo de frontera continuo (P ) asociado a (S) queda establecido como:

Hallar el control óptimo continuo qop ∈ Q tal que

J(qop) = mı́n
q∈Q

J(q) (6)

y el problema (Pα) se establece como: Hallar el control óptimo qopα ∈ Q tal que

Jα(qopα) = mı́n
q∈Q

Jα(q) (7)

En el trabajo (Gariboldi y Tarzia, 2008) se obtuvieron resultados de existencia y unicidad

para el sistema S y para el problema de control óptimo continuo (P ) en determinado espacio y

en el trabajo (Tarzia, 2016) se realizó el análisis numérico correspondiente. Además, en (Bollati

et al., 2017) se obtuvieron las soluciones explícitas para los problema de control continuo (P )
y (Pα) para un dominio rectangular en el plano, como así también para los sistemas (S) y (Sα)
correspondientes.
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El objetivo de este trabajo es el de hallar las soluciones discretas explícitas que aproximan

a las soluciones continuas de los sistemas (S) y (Sα) y de los problemas de control óptimo

de frontera asociados (P ) y (Pα), descriptos por (1, 2), (1, 3), (4, 6) y (5, 7) respectivamente

considerando un dominio Ω particular de forma rectangular en el plano y obtener estimaciones

de error. Con este fin, en la Sección 2, siguiendo lo hecho en (Bollati et al., 2017) y utilizando el

método de diferencias finitas (Crank, 1984) con h el parámetro de la discretización se tiene, de

manera explícita, la solución discreta del sistema lineal de ecuaciones que resulta, llamado (Sh).
Además, se establece la función costo discreto, llamado así dado que se define en función de la

solución del sistema (Sh). Se plantea la familia de problemas de control óptimo discreto (Ph),
dependiente del parámetro h y nuevamente se analizan estimaciones de error. En la Sección 3, se

trabaja en forma similar para establecer la discretización del sistema (Sα) y del problema (Pα)
y a la vez obtener resultados de convegencia cuando el parámetro h tiende a cero. Por último,

en la Sección 4, los resultados teóricos se chequean con resultados numéricos para distintos

valores del paso espacial h cuando h tiende a cero.

Estas soluciones discretas explícitas podrían ser utilizadas para chequear cálculos numéricos

en condiciones de dominios generales.

2. DISCRETIZACIÓN DE (S) Y (P )

Se considera, de aquí en adelante, el dominio Ω = (0, x0)× (0, y0) con x0 > 0 e y0 > 0. Se

notan Fi con i = 1, 2, 3 las porciones de frontera definidas como:

F1 = {(0, y) : y ∈ (0, y0]}, F2 = {(x0, y) : y ∈ (0, y0]}

y

F3 = {(x, 0) : x ∈ [0, x0]} ∪ {(x, y0) : x ∈ [0, x0]}.

En (Bollati et al., 2017) se vio que la solución del sistema (S) establecido en (1 y 2) está

dada por u(x, y) = −1
2
gx2+(gx0−q)x+b donde los datos b, g y q son constantes. Asumiendo,

además, que el estado deseado zd es constante en la expresión (4), se tiene que la función de

costo cuadrátrico puede escribirse como:

J(q) =
x0y0
2

{

q2x2
0

[

D1 +
M
x3
0

]

+ qx0

[

D2gx
2
0 +D3(b− zd)

]

+D4g
2x4

0 +D5(b− zd)
2 +D6gx

2
0(b− zd)

}

donde D1 =
1
3
, D2 = − 5

12
, D3 = −1, D4 =

2
15
, D5 = 1, D6 =

2
3
.

Luego, el control óptimo de frontera del problema (P ), llamado qop, y el estado óptimo continuo

asociado a este control están dados por:

qop = −
D2gx

2
0 +D3(b− zd)

2x0

(

D1 +
M
x3
0

) , uqop(x, y) = −
1

2
g x2 + (g x0 − qop)x+ b.

Se resalta que la importancia de las definiciones de las constantes Di, i = 1, ..., 6, se apre-

ciarán en la siguiente sección cuando se considere el problema (Pα).
Dada la simetría del dominio, resulta que la solución u del sistema (S) es independiente de la

variable y. Entonces, aplicando un esquema en diferencias finitas y trabajando en forma similar

al desarrollo hecho en (Bollati et al., 2017) se tiene la solución del sistema discreto (Sh).
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Sea n ∈ N, se definen:

h =
x0

n
, xi = (i− 1)h, para i = 1, . . . , n+ 1, u1 = b, ui ≈ u(xi, y) para i = 2, . . . , n+ 1,

(8)

donde n es la cantidad de subintervalos a considerar en [0, x0], h es la amplitud constante de

estos subintervalos y ui es el valor aproximado de la función u evaluada en el punto (xi, y) ∈ Ω
para i = 1, . . . , n+ 1.

Lema 1: Sea la función

uh(x, y) = (x0 g − q − h g i)x+ h2g
( i2 − i

2

)

+ b, (9)

definida ∀ x ∈ [xi, xi+1], i = 1, . . . , n, e y ∈ [0, y0]. Entonces, la solución continua u(x, y) del

sistema (S), puede aproximarse mediante la función discreta uh(x, y) en Ω. Además, para cada

h se tiene que:

‖uh − u‖H ≈ C1 h, C1 = | g|
(x3

0 y0
12

) 1

2

. (10)

Demostración: Surge del método numérico utilizado y de la definición de norma en el espacio H .
Se define la función de costo discreta (ver 4) del siguiente modo:

Jh(q) =
1

2
‖uh − zd‖

2
H +

1

2
M‖q‖2Q

donde la función uh está dada en (9), h es el parámetro de la discretización en la variable

espacial x y, como se dijo antes, el estado deseado zd se supone constante. El control q también

se considera constante. De la definición de norma en el espacio Q resulta:

Jh(q) =
1

2
y0

{

M q2 x0 +
n

∑

i=1

∫ xi+1

xi

[uh(x, y)− zd]
2 dx

}

y trabajando algebraicamente, se tiene:

Jh(q) = J(q) +
x0y0
2

{

h g x0

[1

3
qx0 −

5

24
gx2

0 −
1

2
(b− zd)

]

+ h2g
[ 1

36
x2
0g −

1

6
(b− zd) +

1

12
q x0

]

+
1

24
g2x0h

3 +
1

180
g2h4

}

.

Lema 2: Dados q ∈ Q y h > 0, se tiene que

|Jh(q)− J(q)| ≈ C2 h (11)

con C2 =
1
2
x2
0 y0

∣

∣

∣g
[

1
3
qx0 −

5
24
gx0

2 − 1
2
(b− zd)

]

∣

∣

∣, constante independiente de h.

Demostración: A partir de la última expresión para Jh(q), resulta que:

Jh(q)− J(q) =
1

2
x0 y0 h g

{

x0

[1

3
qx0 −

5

24
gx2

0 −
1

2
(b− zd)

]

+h
[ 1

36
x2
0g −

1

6
(b− zd) +

1

12
q x0

]

+
1

24
gx0h

2 +
1

180
gh3

}

de donde resulta (11).
Como la función Jh(g) es una función polinómica de segundo grado en la variable q, es

sencillo obtener la siguiente expresión analítica para la función J ′
h:
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J ′
h(q) =

1

2
x2
0 y0

{

2 x0 q
(1

3
+

M

x3
0

)

−
[ 5

12
g x2

0 + (b− zd)
]

+
1

3
g x0 h+

1

12
g h2

}

.

A partir de la condición de optimalidad y de trabajo algebraico, se obtiene el siguiente resul-

tado:

Lema 3: Sea h > 0.

a) La expresión explícita para el control óptimo qoph está dada por :

qoph = qop − A1 gh− A1
1

4 x0

gh2, A1 =
1

6
(

D1 +
M
x3
0

) . (12)

b) Además se tiene que valen las siguientes estimaciones de error:

i) |qoph − qop| ≈ C3 h ii)
∣

∣

∣Jh(qoph)− J(qop)
∣

∣

∣ ≈ C4 h

donde C3 y C4 son constantes independientes de h.

Demostración:

a) Se tiene a partir de la expresión para J ′(g).
b i) A partir de la expresión (12) con C3 = |g A1|.
b ii) A partir de las expresiones para J(q) con q = qop y Jh(q) con q = qoph , considerando

(12) y trabajando algebraicamente, se tiene:

Jh(qoph)− J(qop) =
1

2
x0 y0

{

x2
0 A

2
1g

2
(

h2 +
1

2 x0

h3 +
1

16 x2
0

h4
)(1

3
+

M

x3
0

)

+h g x0

[1

3
qop x0 −

5

24
g x2

0 −
1

2
(b− zd)

]

+ h2 g
[

qop
x0

12
+ A1g

x2
0

3
+

x2
0

36
−

b− zd
6

]

+h3 g
2 x0

6

(

A1 +
1

4

)

+ h4 g2
(A1

48
+

1

180

)}

,

en consecuencia, se obtiene la tesis con C4 =
1
2
x2
0 y0

∣

∣

∣g
[

1
3
qop x0 −

5
24
g x2

0 −
1
2
(b− zd)

]∣

∣

∣ .

Lema 4: Sean h > 0, uqop la solución de (1,2) para q = qop y uh qoph
la solución discreta definida

en (9) para cada valor de h donde q = qoph es el control óptimo de (Ph) establecido en (12). Se

verifica que:

(a) ‖uxh qoph
− ux qop‖H ≈ C5 h, (b) ‖uh qoph

− uqop‖H ≈ C6 h,

donde las constantes C5 y C6 son independientes del parámetro h.
Demostración:

a) ‖uxh qoph
−ux qop‖

2
H = y0

∑n

i=1

∫ xi+1

xi

[

(qoph−qop)−h g i+g x
]2

dx= 1
3
x0 y0

{

h2g2(3A2
1−

3A1 + 1) + h3 3A1g
2

2x0

(

A1 −
1
2
+ A1 h

8x0

)}

definiendo C5 = |g|
∣

∣

∣
x0 y0

(

A2
1 + A1 +

1
3

)∣

∣

∣

1

2

, se obtiene el resultado deseado.
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b) Utilizando la definición de uh dada en (9), se tiene que: para i = 1, . . . , n

uh qoph
− uqop = (qoph − qop − g i h)x+ g

i2 − i

2
h2 +

1

2
g x2, ∀x ∈ [xi, xi+1].

Entonces, de la definición de norma en el espacio H , resulta

‖uh qoph
− uqop‖

2
H =

= x0 y0 h
2
{A2

1g
2 x2

0

3

(

1+
h

4 x0

)2

+
g2

12

(

x2
0+5 x0 h+

23h2

5

)

−
A1 g

2 x0

3

(

1+
h

4 x0

)(

x0+
h

4

)}

de donde se obtiene el orden deseado tomando C6 = |g|
∣

∣

∣x3
0 y0

(

A2
1

3
+ A1

3
+ 1

12

)∣

∣

∣

1

2

.

3. DISCRETIZACIÓN DE (Sα) - (Pα)

Considerando el dominio Ω y su frontera como en la Sección 2, en (Bollati et al., 2017)

se mostró que la solución uα del sistema (Sα) dado por la ecuación variacional (1,3) es de la

forma:

uα(x, y) = −
1

2
gx2 + (gx0 − q)x+

1

α
(g x0 − q) + b ∀ (x, y) ∈ Ω.

Asumiendo, además, que el estado deseado zd es constante en la expresión (5), se tiene que

la función de costo cuadrátrico se escribe como:

Jα(q) =
x0y0
2

[

q2x2
0

(

D1α + M
x3
0

)

+ qx0

(

D2αgx
2
0 +D3α(b− zd)

)

+D4αg
2x4

0 +D5α(b− zd)
2 +D6αgx

2
0(b− zd)

]

donde

D1α = 1
3
+ 1

αx0
+ 1

α2x2
0

D2α = − 5
12

− 5
3αx0

− 2
α2x2

0

D3α = −1− 2
αx0

D4α = 2
15

+ 2
3αx0

+ 1
α2x2

0

D5α = 1 = D5 D6α = 2
3
+ 2

αx0

y entonces, el control óptimo de frontera del problema (Pα), llamado qopα , y por ende el estado

óptimo continuo asociado a este control estan dados por:

qopα = −
D2αgx

2
0 +D3α(b− zd)

2x0

(

D1α + M
x3
0

) , uqopα
(x, y) = −

1

2
g x2+(g x0−qopα)x+

1

α
(g x0−qopα)+b.

Observación: Notar que Diα → Di cuando α → ∞ (i = 1, ..., 6).

Como antes, en lo que sigue, se trabaja con un problema unidimensional. Por lo tanto, consi-

derando la discretización descripta en la Sección 2 y aplicando el método de diferencias finitas

al sistema (Sα) descripto por las ecuaciones (1 y 3), se obtiene el sistema lineal de ecuaciones

discretas (Shα)
Bα v = T

donde v = (ui)i=1,...n+1 es el vector de las incógnitas en R
n+1, Bα es la matriz de coeficientes

tridiagonal de orden n+ 1 de la forma:
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Bα =











−(1 + αh) 1 0 . . . . . . 0
1 −2 1
... . . . . . . 1 −2 1
0 0 0 . . . 0 −1 1











y el vector T , de orden n+ 1, está dado por: T =
(

− α b h,−gh2, . . . ,−gh2,−q h
)t

.

Puede verse que la matriz cuadrada Bα es inversible y por lo tanto el sistema de ecuaciones

admite una única solución que es de la forma:

uα, i = (b+
g x0 − q

α
) + (i− 1) (g x0 − q −

g

α
)h− g

i(i− 1)

2
h2, i = 1, . . . , n+ 1.

Lema 5:

a) Sea la función

uhα(x, y) = (x0 g − q − h g i)x+
(

b+
g x0 − q

α
−

g h

α
+

i2 − i

2
g h2

)

, (13)

definida ∀ x ∈ [xi, xi+1], i = 1, . . . , n, e y ∈ [0, y0]. Entonces, la solución continua

uα(x, y) del sistema (Sα), puede aproximarse mediante la función discreta uhα(x, y) en

Ω.

b) Si uα es la solución del sistema (Sα) y uhα es la función dada en (13) para cada h, se

tiene que:

‖uhα − uα‖H ≈ C1α h, C1α = | g|
[

x0 y0

(x2
0

12
+

x0

2α
+

1

α2

)] 1

2

.

Demostración:
Del método numérico utilizado surge a). Mientras que b) resulta a partir de la definición de

norma en el espacio H y de las funciones uα y uhα.

En forma similar a lo realizado en la Sección 2, se define la función de costo discreta Jhα

(ver (5)) como sigue:

Jhα(q) =
1

2
‖uhα − zd‖

2
H +

1

2
M‖q‖2Q

donde uhα es el estado discreto solución del sistema (Shα) establecido en (13).

Trabajando algebraicamente, se tiene que puede re-escribirse como:

Jhα(q) = Jα(q)+
1

2
x0 y0 g h

{(q x2
0

3
−
5 gx3

0

24
−
(b− zd) x0

2
+
3x0q

2α
−
7g x2

0

6α
−
2(b− zd)

α
+
2(q − g x0)

α2

)}

h
(x2

0 g

36
−

(b− zd)

6
+

q x0

12
+

2g x0 − q

6α
+

g

α2

)

+ h2 g
(x0

24
−

1

6α

)

+
1

180
g h3

}

.

Lema 6: Dados q ∈ Q y h > 0, se tiene que

i)

|Jhα(q)− Jα(q)| ≈ C2α h

con C2α = 1
2
x2
0 y0

∣

∣

∣
g
(

q x0

3
−

5 gx2
0

24
− (b−zd)

2
+ 3q

2α
− 7g x0

6α
− 2(b−zd)

x0 α
+ 2(q−g x0)

x0 α2

)∣

∣

∣
, constante

independiente de h.
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ii) La expresión explícita para el control óptimo qophα
está dada por:

qophα
= qopα − ghA1α − A1α

1

4x0

h2g, A1α =
1
6
+ 3

4αx0

D1α + M
x3
0

. (14)

Demostración:

A partir de la expresión para Jhα(q), surge inmediatamente i). Mientras que ii) se demuestra

al igual que en el lema 3 de la Sección anterior.
Observación: Se puede observar fácilmente que A1α → A1, cuando α → ∞.

Lema 7: Dado h > 0 se tiene que valen las siguientes estimaciones de error:

i) |qophα
− qopα | ≈ C3α h ii)

∣

∣

∣
Jh(qophα

)− J(qopα)
∣

∣

∣
≈ C4α h

donde C3α y C4α son constantes independientes de h.

Demostración:

i) Obvia a partir de (14) con C3α = |gA1α|.

ii) Trabajando algebraicamente, la expresión para Jhα(qophα
)− Jα(qopα) se obtiene el orden

deseado con

C4α =
x0 y0
2

∣

∣

∣qopαg
(x2

0

3
+
3x0

2α

)

+g2
(−5x3

0

24
−
7x2

0

6α
−
2x0

α2

)

+g
[

−
(x0

2
+
2

α

)

(b−zd)+
2q

α2

]∣

∣

∣.

Lema 8: Sean h > 0, uqopα
la solución de (1,3) para q = qopα y uh qophα

la solución discreta

definida en (13) para cada valor de h donde q = qophα
es el control óptimo de (Phα) establecido

en (14). Se verifica que:

a) ‖uxh qophα
− ux qopα

‖H ≈ C5α h, donde C5α = |g|
[

x0 y0

(

A2
1α + A1α + 1

3

)] 1

2

b) ‖uh qophα
− uqopα

‖H ≈ C6α h, donde

C6α =
{

x0 y0

[

x2
0

(

A2
1α

3
+ A1α

3
+ 1

12

)

+ g2x0

α

(

−1
2
+ 3

2
A1α

)

+ g2

α2 (1 + A1α)
2
]}

1
2
.

Demostración: Surge de manera análoga a las demostraciones anteriores.
Observación: Se tiene que las constantes obtenidas para todas las estimaciones verifican: Ciα → Ci,

cuando α → ∞, para i = 1, ..., 6.

4. RESULTADOS NUMÉRICOS

En esta sección, se obtienen algunos resultados numéricos para los problemas de control

óptimo de frontera planteados en (6 y 7) y para los sistemas (S) y (Sα) definidos en (1,2) y

(1,3).

Se consideran los siguientes datos: Ω = [0, 1]2, b = 30 °C, q = 12 °C/m. Además, g =
10 °C/m2, zd = 40 °C el estado deseado y M = 1. El coeficiente de transferencia de calor

convectivo α = 1000 y para el mallado se suponen h = 1/n para n entre 5 y 30.

Entonces, en la Figura 1 se aprecia el comportamiento de la familia de controles óptimos

discretos {qoph} cuando el parámetro h = 1/n toma distintos valores para n entre 5 y 30. Puede
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verse que la familia converge a qop cuando h → 0 que es la solución del problema de control

óptimo de borde continuo (P ) definido en (6) como se demostró en la Sección 2. Se nota que

esta convergencia es en forma creciente.

En la Figura 2, se observa la familia de soluciones discretas {uh qoph
}h, donde el estado uh qoph

es la solución del sistema discreto (Sh) definido en (1,3) asociado al control óptimo qoph , para

los distintos valores del parámetro h utilizados en la confección de la figura anterior. Se tiene

nuevamente convergencia de {uh qoph
}h a la solución exacta uop del sistema (1,2) para q = qop

como se vio en el Lema 4b. En este caso, la convergencia se da en forma decreciente, es decir

que uh qoph
≥ uop ∀ h > 0.

Además, en la Figura 3 se observa un comportamiento análogo al descripto en la Figura 1

la familia de controles óptimos de borde discretos {qophα
}, definida en (14). Es decir, que esta

familia converge como se ve en el Lema 7 y en forma decreciente al control óptimo continuo

qop establecido en (7).

En la Figura 4, la familia de soluciones discretas {uh qophα
}h del sistema discreto (Shα)

definido en (1,3), para los distintos valores del parámetro h utilizados en la confección de las

figuras anteriores. Se tiene nuevamente convergencia de {uh qophα
}h a la solución exacta {uopα}

del sistema (1,2) como se mostró en el Lema 8b. En este caso, la convergencia se da en forma

decreciente, es decir que uh qophα
≥ uopα ∀ h > 0.

5. CONCLUSIONES

En conclusión, utilizando los resultados previos, se cumplió el objetivo del trabajo. Es decir:

i) se hallaron las soluciones de las familias de los sistemas discretos (Sh), (Shα) y de los

problemas de control óptimo de borde discretos (Ph) y (Phα) en forma explícita,

ii) se obtuvieron estimaciones para el error al aproximar las soluciones continuas de (S),
(Shα) y (P ), (Phα), respectivamente, mediante las soluciones discretas, tanto para el

estado como para el control óptimo y la función de costo propuestos en un dominio rec-

tangular en el plano,

iii) se compararon los resultados teóricos con resultados numéricos para distintos valores del

paso espacial h cuando h tiende a cero.

Estas soluciones discretas explícitas podrían ser utilizadas para chequear cálculos numéricos

en condiciones de dominios generales.
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