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Resumen. Este articulo presenta un nuevo algoritmo de acoplamiento de presién-velocidad basado en el
método SIMPLEC. El nuevo enfoque considera las correcciones de velocidad adyacentes de SIMPLEC
como una expansion basada en series de Taylor, introduciendo un término de primer orden para aumentar
la precision de la aproximacion. El nuevo término incluye un gradiente de correccion de velocidad que se
aproxima mediante una matriz escalar restringida por medio de una ecuacién de conservacién de masa.
La estabilidad del método se analiza mediante una descomposicion de Fourier del error que muestra una
mejor tasa de convergencia que SIMPLE y SIMPLEC para factores de relajacién altos. Posteriormente,
el nuevo método se prueba en dos problemas de flujo laminar incompresibles donde se verifican las con-
clusiones del anélisis de estabilidad. La propuesta actual establece una linea de base tedrica para nuevas
mejoras y, en vista de los resultados, es una alternativa prometedora para mejorar los algoritmos basados
en SIMPLE.

Keywords: Segregated Methods, SIMPLEC, Fourier.

Abstract. This article presents a new pressure-velocity coupling algorithm based on the SIMPLEC met-
hod. This new approach considers the adjoint velocities of SIMPLEC as a Taylor series expansion, in-
troducing a first order term to increase the precision of the approximation. The new term includes a
velocity correction gradient that is approximated through a scalar matrix with a restriction based on the
mass conservation. The stability of the method is analyzed through a Fourier decomposition of the error
showing a higher convergence rate than SIMPLE and SIMPLEC for high relaxation factors. After that,
the new method is tested for two incompressible laminar flow problems where the conclusions of the
stability analysis are verified. The current proposal establish a theoretical basis for future improvements
and, looking at results, it is a promising alternative to improve the SIMPLE-based algorithms.
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1. INTRODUCCION

En el marco del Método de Volumenes Finitos (FVM), una de las dificultades principales de
resolver las ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles surge del acoplamiento entre presion
y velocidad. Los algoritmos segregados se basan en resolver esto de forma secuencial para
una variable a la vez. El proceso es iterativo, obteniendo una nueva incégnita (e.g. presion)
y luego, en funcién de ella, se calcula la otra (e.g. velocidad), hasta cumplir con un cierto
criterio de convergencia. Dentro de esta categoria, se encuentran los métodos de la familia
Semi-Implicit Method for Pressure Linked Equations (SIMPLE) (Patankar y Spalding, 1972).
De estos ultimos se destacan los métodos Semi-Implicit Method for Pressure Linked Equations-
Consistent (SIMPLEC) (Van Doormaal y Raithby, 1984), Semi-Implicit Method for Pressure
Linked Equations-Revised (SIMPLER) (Patankar, 1980) y Pressure-Implicit with Splitting of
Operators (PISO) (Issa, 1986), y muchas otras variantes (Tao, 2001; Qu et al., 2004; Cheng
et al., 2007; Sun et al., 2008). A pesar de los esfuerzos realizados a lo largo de los afios para
mejorar los algoritmos tipo SIMPLE, los errores introducidos por el desacople de las variables
no pueden ser completamente eliminados lo que vuelve al tema relevante atin en la actualidad.

El error introducido por el método SIMPLE viene de despreciar las correcciones de veloci-
dad en las celdas vecinas para desacoplar presion y velocidad. En la préctica, esta aproximacion
requiere la inclusion de factores de relajacion para preservar la estabilidad numérica del algo-
ritmo. Respecto a esto, el método SIMPLEC considera que las correcciones de velocidad de las
celdas vecinas son iguales a las propias de la celda actual. Este proceso, en la mayoria de los
casos mejora los rangos de estabilidad y suprime la necesidad de utilizar factores de relajacion
para la presion. En este sentido, la aproximacién de SIMPLEC puede ser considerada como una
estimacion de los valores de velocidad por medio de un truncamiento a orden cero de una serie
de Taylor. Visto de esta manera, este trabajo propone emplear esta filosofia y utilizar un trunca-
miento que preserve términos de mayor orden para aproximar las correcciones de velocidad en
los vecinos. Esto lleva también a la necesidad de computar la derivada de las correcciones de la
velocidad, lo cual serd tema de discusion del presente trabajo.

Este articulo estd organizado de la siguiente manera: La Seccion 2 describe el método SIM-
PLE, SIMPLEC y la metodologia propuesta, mientras que la Seccion 3 presenta los resultados
del método aplicado a problemas tipicos laminares donde se evaluara el desempefio relativo de
la propuesta en términos de cantidad de iteraciones hasta alcanzar un cierto nivel de convergen-
cia. Finalmente, en la Seccion 4 se presentan las conclusiones y comentarios finales.

2. MARCO TEORICO

En esta seccion se presenta la estructura general de los métodos segregados de acople presion-
velocidad en el marco de la familia de métodos SIMPLE. Estos desarrollos se hace para el
Meétodo de Volumenes Finitos (FVM) en malla colocada con correcciones Rhie-Chow (Rhie y
Chow, 1983).

Las ecuaciones de Navier-Stokes en su forma linearizada discreta, utilizando FVM, resulta:

apup+ Y ayuy =bpul+®p— Vpp VP € Q, (1)
N
> upS;=0 VP € Q, )
f

donde P refiere a una celda dada de la grilla €2, NV se refiere a valores de celdas vecinas a Py
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f a valores en las caras de la celda P. bp u% es la contribucién del paso temporal anterior y Sy
es el vector normal a la cara. Ademds, ap y ay son los coeficientes diagonales y no-diagonales
de la matriz de momento y el gradiente Vpp se calcula por interpolacién lineal de los primeros
vecinos de dicho campo.

La ecuacién de momento puede reescribirse como:

_Hp—Vpr

up 3)
ap
siendo,
Hp=-> ayuy+bpul+®p. (4)
N

Para los pasos siguientes, la velocidad puede subdividirse en dos contribuciones,
up =up+ ulp, (5)
uy = uj + uy, (©)

donde u* es la prediccién de la velocidad y ' es la correccién de la velocidad. Analogamente,

Hp=H,+H), (7)
donde,
Hjp=-> ayuy +bpul+ op, (8)
N
H/P:—ZaNu;V. )]
N

Dado que uy, no se conoce al momento de calcular la presién, se debe introducir una apro-
ximacién sobre H /P. El método SIMPLE propone la forma més sencilla que consiste en consi-
derar,

H, =0. (10)

De esta forma, se tiene,
1 H3
E (—) fo'Sf: E (—P> 'Sf. (11)
5 NP/ ;NP

la cual tiene incorporada la correccién de Rhie-Chow (Rhie y Chow, 1983). Para favorecer la
estabilidad numérica, se relaja la presion posteriormente.
Finalmente, la velocidad se calcula mediante la Ec. (3) donde H p es aproximado por H},

H*P — Vpp
ap ’

A diferencia de SIMPLE, el método SIMPLEC (Van Doormaal y Raithby, 1984) propone la
siguiente aproximacién para u'y,

(12)

up =

Uy = up, (13)

siendo entonces,
H', = (- ZaN) up. (14)
N
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Bajo esta aproximacion, la ecuacion para la presion se obtiene incluyendo una correccion de
Rhie-Chow anéloga, obteniendo asf,

1 ) H, 1 1 0
(L vpf.sf:z<_) S (___) |8, as)
f (CLP f I ap f 7 ap ap ¥
De esta forma, la velocidad se calcula como,
H, -V 1 1
up=—L_PP 4 <~— - —) v, (16)
ap ap ap

En este trabajo, se propone una aproximacién de la correccién de la velocidad de mayor pre-
cision en relacién a SIMPLEC. El método SIMPLEC puede interpretarse como un truncamiento
de una expansion de Taylor sobre 'y, suprimiendo los términos de ordenes mayores a cero. El
método propuesto mantiene términos de orden uno, es decir,

Uy = up +Tpy - VU, (17)
donde xpy es un vector que vade P a N. De esta forma,

, ap —a a
H), = (Ii—P)(VpP—Vp%) + = dp, (18)
ap ap

donde d p se escribe como,

op = <— ZaN> (chN . Vu}) . (19)

Siguiendo un procedimiento andlogo a los anteriores, se obtiene la siguiente ecuacion para la

presion,
1 1 1 1 Op
— ) Vps|-S; = — (H3)| -Ss+ — — =) Vpb|-S;+ (~—>S
> |(s) vl s ] o3| (- E) w|ses () 5
(20)
y el cédlculo de la velocidad resulta,
H, -V 1 1 )
e B (L 1yqy e o
ap ap ap ap

Las Ecs. (20) y (21) son similares a las Ecs. (15) y (16) respectivamente con excepcion de d p.
Poniendo a un lado este término, la estructura general de SIMPLEC se mantiene inalterada.
Sin embargo, para calcular este término, se necesita obtener Vu';. En este trabajo, se propone
calcular,

Vs = (Vup);. (22)

Para calcular Vu/p, se tiene en cuenta que,

S (uptup)-Sp=> (up),-S;+ > (up),-S;=0 (23)
f

f f
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Introduciendo una nueva aproximacion de Taylor de primer orden,

(up); =up +@ps - Vup. (24)
Entonces,
> (uptmpp-Vup), - Sy == (up);- Sy, (25)
! f

siendo ) | / S s = 0 para poliedros convexos. Luego,

2 (wry-Vup) Sy == Kﬂ)f ) (L)fvp?

.S (26)
7 7 ar ar

Esta tltima ecuacion relaciona el gradiente Vu/, con Hp y Vp(}, que son valores conocidos
en el paso predictor de momento. Sin embargo, el sistema estd indeterminado dado que Vu/,
es un tensor de segundo orden con 9 escalares desconocidos. Para resolver esto, se propone la
siguiente aproximacion,

Va = ap . 27)
De esta forma,
H; 1
(), () 5)»
7 ap f ap f
ap = . (28)

Z(L‘pf‘Sf
!

La aproximacién introducida en la Ec. (27) provee un cierre matemético del problema al
costo de reducir la potencialidad de la propuesta original. Para evitar sobrestimaciones de las
correcciones de la velocidad, se introduce un factor de relajacién, obteniendo finalmente el

f

siguiente sistema de ecuaciones,
1 1 1 1
— Sy = — (H; -S _—— 0
;[(dp>prf f Z[ap< p)]f f+; (ap ap)fvl)f
(29)
H;, -V 1 1 0
up =L PP (———) Vp° + k=L (30)

B
SrHrY (G—P> 5.
7 P

f
ap ap ap ap
donde « es un factor de relajacién entre O y 1.

Para estudiar la estabilidad del método, se propone una descomposicion de Fourier de los
errores de la presion y la velocidad, y medir la amplificacion media de dichos errores, tal como
se describe en el trabajo de Venier et al. (2017). Si las amplificaciones superan la unidad, la
prediccion indicaria que el método numérico es inestable. Por otra parte, menores valores de
amplificaciones indicarian mayores tasas de convergencia. En este estudio, se han parametri-
zado los resultados en términos de la relajacion de momento w,, (Fig. 1) para cada uno de los
métodos. Los resultados de este anélisis indican que la presente propuesta tiene claras ventajas
en términos de convergencia para altos coeficientes de relajacion frente a los métodos SIMPLE
y SIMPLEC sin un mayor costo computacional significativo.
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Figura 1: Amplificacién media del error en términos de la relajacién de momento wy,

3. CASOS DE PRUEBA

En esta seccion se analiza el método propuesto en dos casos de prueba de flujo Newtoniano
incompresible, laminar y en estado estacionario: la cavidad cubica y el Backward Facing Step
(BFS). El desempefio se compara con los métodos SIMPLE y SIMPLEC midiendo el nimero
total de iteraciones requeridas para alcanzar un criterio de convergencia dado.

3.1. Descripcion de los problemas

Todas las simulaciones usan el mismo seteo numérico. Los términos convectivos se discreti-
zan utilizando un esquema tipo upwind y el gradiente de presion se calcula usando interpolacion
lineal para calcular los valores en caras. Los términos difusivos son discretizados con una for-
mula basada en Gauss donde los gradientes en caras se ensamblan utilizando primeros vecinos.
El sistema lineal de ecuaciones es resuelto hasta que los residuos de masa y momento se redu-
cen 2 ordenes de magnitud. En el caso de la relajacién de presion, para el presente método y
para SIMPLEC es w, = 1 mientras que para SIMPLE se define como funcion de la relajacion
de momento w, = 1 — w,,.

Para el caso de la cavidad, el esquema del problema se presenta en la Fig. 2.

g

T

Figura 2: La cavidad cuibica con una velocidad impuesta en la cara superior.

Aqui, se impuso una velocidad tangencial de 1 m/s en la cara superior del cubo cuya arista
tiene 1 m de longitud. El resto de las caras tienen condiciones de no-deslizamiento. El caso se
resuelve para v = 2,5 x 1073 m?%/s (Re = 400) y v = 2,5 m?/s (Re = 0,4). La discretizacién
se hizo con 3 tipos de refinamientos de malla distintos, en todos los casos utilizando celdas
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hexaédricas: una malla gruesa de 25 divisiones por lado (15625 celdas), una malla media de
50 divisiones por lado (1,25 x 10° celdas) y una malla fina con 100 divisiones por lado (10°
celdas).

Para el caso del BFS, el dominio y sus dimensiones se presentan en la Fig. 3.

r S =0.9423h
T

Figura 3: Descripcién del dominio del BFS donde sus dimensiones se definen relativas a la altura de la entrada
h=1m.

En la entrada, se impone una velocidad normal de 1 m/s. La salida tiene una presion constante
y las caras restantes se imponen condiciones de no-deslizamiento. Se estudia el caso para dos
condiciones de flujo distintas: v = 5,141 x 1072 m?/s (Re = 389) y v = 5,141 m?/s (Re =
0,389). El dominio se discretiza usando celdas hexaédricas con 3 refinamientos distintos como
se describe en la Tabla 1.

Divisiones antes del escaléon  Divisiones luego del escalon  Celdas

Malla Ejex Ejey Eje z Ejex Ejey Eje z totales

Gruesa 20 40 8 26 40 16 23040

Media 40 80 15 52 80 30 172800
Fina 80 160 30 104 160 60 1382400

Tabla 1: Esquema de divisiones para el caso de BFS.

Para determinar la convergencia de cada caso, se propone que los acotar los valores medios
cuadraticos (RMS) de los residuos de momento R; y de masa 25 como:

{ R, <1079 31)

Ry <1077
Ademads se han realizado una cantidad exhaustiva de pruebas (1764 simulaciones) para de-
terminar el valor 6ptimo del factor x. Se ha determinado utilizar x = 0,2 para las siguientes

simulaciones, dado que este valor provee una buena tasa de convergencia sin alcanzar inestabi-
lidades numéricas.
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3.2. Comparacion con SIMPLE y SIMPLEC

En esta seccion se compara el desempefio del método propuesto contra SIMPLE y SIMPLEC
en los casos antes descriptos. Para ello, se mide la cantidad de iteraciones hasta cumplir con
los requerimientos de convergencia utilizando los 3 refinamientos de malla propuestos y para
relajaciones de momento entre 0.8 y 1.

Los resultados se presentan en las Figs. 4, 5 y 6. En estos graficos, las diferencias relativas
(2da y 3er fila de gréficas) se calculan como:

NI(Syc) (wu) — NIX (wu)
NIX (wu)

RI(w,) = x 100 %, (32)

siendo N /(s ¢)(w,) la cantidad de iteraciones para la convergencia de SIMPLE y SIMPLEC, y
N1 x)(w,) la propia para el presente método.

Los resultados indican que, mientras se incrementa w,,, la diferencia entre el presente método
y SIMPLE y SIMPLEC se incrementan. Esto coincide con los minimos nimeros de iteraciones
del método propuesto. Para mallas finas, la ventaja relativa ocurre a altos valores de relajacion,
mientras que para mallas gruesas, el rango donde este método aventaja a SIMPLE y SIMPLEC
es mds amplio en términos de relajaciéon de momento. Estos resultados son consistentes con lo
observado en el anélisis de estabilidad de Fourier. Asimismo, para valores de Re mayores, las
ventajas relativas a otros métodos se incrementan y el nimero de iteraciones se reduce frente a
Re maés bajos.

1800 Cavity, coarse mesh, COMPLEX 1800 BFS, coarse mesh, COMPLEX
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0.8 0.85 0.9 0.95 1 0.8 0.85 0.9 0.95 1
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Figura 4: Numero de iteraciones requeridas para la convergencia entre los 3 métodos utilizando la malla gruesa.
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BFS, medium mesh, COMPLEX
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Figura 5: Numero de iteraciones requeridas para la convergencia entre los 3 métodos utilizando la malla media.
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Figura 6: Nimero de iteraciones requeridas para la convergencia entre los 3 métodos utilizando la malla fina.
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Este método ha sido implementado utilizando las librerias de OpenFOAM(R) (Weller et al.,
1998) para el Método de Volimenes Finitos (FVM). La comparacién se ha realizado con la
implementacién de SIMPLEC de OpenFOAM(R) y se ha visto que el método toma un 5 % mads
de tiempo que SIMPLEC para ambos casos de prueba. Sin embargo, el maximo desempefio
computacional se obtiene utilizando factores de relajacion altos. En estas condiciones, el método
ahorra entre un 10 a 20 % de iteraciones, lo cual indica una mayor eficiencia computacional.

4. CONCLUSIONES

Este trabajo presentd un nuevo algoritmo segregado presion-velocidad en el contexto del
FVM. El mismo se basa en el método SIMPLEC, mejorando la aproximacion de las correc-
ciones de velocidad en las celdas vecinas. Asimismo, se propone utilizar una matriz escalar
definida a partir del balance de masa para calcular los gradientes de la correccion de la ve-
locidad. El desempefio de esta metodologia se ha comparado con el propio de los métodos
SIMPLE y SIMPLEC para problemas de flujo incompresible con distintos refinamientos de
malla y nimeros de Reynolds. Los resultados han mostrado que el método propuesto tiene una
mayor tasa de convergencia para valores altos del factor de relajacion, lo cual coincide con el
andlisis de estabilidad realizado a-priori. Basado en estos resultados, se concluye que la estra-
tegia es prometedora para mejorar la convergencia de los algoritmos SIMPLE, siendo que su
implementacion es sencilla y no incurre en costos computacionales relativamente altos.
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