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Resumen. En este trabajo, la influencia de una carga axial en la respuesta de un dispositivo piezoeléc-
trico tipo viga es estudiada. Para ello, una viga piezoeléctrica bi-empotrada, asumiendo una no linealidad
geométrica por grandes deformaciones, es considerada en orden de capturar acoplamiento del desplaza-
miento axial y flexional. La resolucion de las ecuaciones diferenciales, obtenidas luego de la expansién
en modos, es llevada a cabo por dos enfoques: un método analitico por perturbacién (escalas multiples)
e integracion numérica directa. Ambos enfoques son comparados para observar el grado de correlacion
existente. Las simulaciones demuestran que, la inclusién de una carga axial, permite sintonizar la fre-
cuencia natural del sistema, como asi aumentar el ancho de banda de funcionamiento.

Keywords: Energy harvesting, piezoelectricity, method of multiple scales.

Abstract. In this work, the influence of an axial load on the response of a piezoelectric device is mo-
deled. A clamped-clamped piezoelectric beam under an axial load is considerate with a geometrical
nonlinearity assumed in order to couple the axial and lateral displacement of the beam. Using a modal
expansion technique, the solution of the equations of motion if found through two different approaches:
a perturbation method (multiple scales) and direct numerical integration. Both approaches are compared
in order to observe correlation between them and the influence of the axial load in voltage output of the
device. Simulations shows that devices axially loaded can tune the natural frequency of the system and
also improve the operating band-witch.
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1. INTRODUCCION

Larecoleccion de energia consiste en el aprovechamiento de energia desperdiciada. Diversas
tecnologias han sido desarrolladas para distintos tipos de fuentes disponibles (edlica, geotérmi-
ca, cinética, etc) . Dentro del aprovechamiento de energia basado en vibraciones, el desarrollo
de dispositivos piezoeléctricos ha sido ampliamente estudiado (Roundy et al., 2003; Anton y
Sodano, 2007) debido a que se tratan de transductores de gran densidad de potencia (permitien-
do su escalabilidad).

Gran cantidad de modelos de recolectores lineales han sido propuestos y ensayados (Shu
y Lien, 2006; Erturk y Inman, 2008, 2009). En general, para los dispositivos recolectores ba-
sados en vibraciones, el fendmeno de resonancia es deseado para la maximizacion de energia
recuperada debido a la maximizacién de tensiones y desplazamientos que ocurren durante di-
cho fenémeno. Uno de los inconvenientes, observados estos tipos de dispositivos, es la gran
disminucién del voltaje, para frecuencias que se apartan levemente de la natural del sistema
(pico resonante). Frente a esto, la posibilidad de sintonizar la frecuencia natural y/o aumentar el
ancho de banda de funcionamiento mediante la modificacién de los pardmetros del recolector,
surge como tema de estudio. (Daqagq et al., 2014).

En este trabajo, la influencia de una carga axial en la respuesta de un dispositivo piezoeléc-
trico es modelada. Para ello una viga piezoeléctrica bi-empotrada es considerada proponiendo
una no linealidad geométrica por grandes deformaciones de manera de modelar el acoplamiento
axial y flexional. Las ecuaciones diferenciales electromecdnicas no lineales son obtenidas me-
diante la aplicacién del principio de Hamilton. Para su resolucion, posterior a la expansion en
modos, se consideran dos enfoques: el método de perturbacién(Nayfeh, 1982) basado en escalas
multiples, e integracion numérica directa. Por ultimo, un caso de estudio es presentado donde la
verificacion del método analitico aproximado es contrastado con la integracién numérica directa
de las ecuaciones.

2. FORMULACION DEL PROBLEMA

Las hipotesis de vigas de Bernoulli-Euler, donde los efectos de la inercia rotacional y la
deformacién por corte son despreciados debido al grado de esbeltez de la viga. El vector des-
plazamiento de la viga puede ser expresado de acuerdo al campo de desplazamientos lineales

como:
u=[u(x,t)—zw'(x,t) 0 w(x,t)+g(t) ]T (D)

donde u(x,t), w(x,t) y g(t) = Gcos(€dt) representan las funciones de desplazamiento axial,
transversal y la excitaciéon donde, para este caso, es modelada como una arménica en la base.

Debido a la necesidad de capturar la influencia de una carga axial estética en el extremo de
la estructura en la respuesta transversal de la misma, un campo de deformaciones no lineales
es asumido. Las componentes de deformacion o relaciones cinemadticas pueden ser obtenidos a
partir de la del tensor de Green-Lagrange (Fung, 1994) completo donde solo la componente 1-1
toma valor no nulo como':

o 2 Ou (L (0w (Gun) 0w @
=% " [2 ox ox dx

lo cual reemplazando (1) en (2), y despreciando la componente no lineal de la deformacion

'Los ejes son notados de forma indistintacomo 1 =x,2=yy3 =z
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2
axial (% (%) ), el campo de desplazamientos puede ser expresado como:

1
el =u — 2w’ + —w?

3 3)

donde el primer termino representa la deformacién debido al problema axial, el segundo debido
al problema flexional lineal y el ultimo es desplazamiento flexional no lineal por asumir grandes
deformaciones.

R
W
L, L, Lj IS
= p b,
aI: hp y

Prrrrrrrerrrrrti "

g(t) = G cos (t) b,
(a) Esquema del dispositivo (b) Caracteristicas seccionales

Figura 1

3. ECUACIONES ELECTROMECANICAS

La deduccidn de las ecuaciones diferenciales a derivadas parciales es llevada a cabo mediante
la aplicaciodn el principio de Hamilton (Meirovitch, 1970) el cual puede ser enunciado como:

1
I (6T — 6U + 6Wy,.) dt =0 4)
1)

Donde 8T, 6U y W, representan la variacion de la energia cinética, la energia interna y
el trabajo de las fuerzas no conservativas. Dentro del trabajo de las fuerzas no conservativas
se ha tenido en cuenta solamente la disipacion de energia del sistema a través de la resistencia
eléctrica R conectada al piezoeléctrico. Un amortiguamiento lineal viscoso serd afiadido luego a
las ecuaciones modales. Resolviendo (4) las ecuaciones de Euler-Lagrange son obtenidas como:

9 (oL), o (o) _g
ot \ou)  ox\ow|

9 (oL, 0 (oL)_ & (or)_, 5
ot \ow| O0x \ow’ ox2 \ow” |~

0 [OL v

a(%)*ﬁo

donde L = T — U es la funcién lagrangiana. La expresiones de T y U deben ser obtenidas
para la resolucion de (5)
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3.1. Energia cinética

La energia cinética del sistema puede ser determinada como la sumatoria de la correspon-
diente a la estructura (Ty) y al piezo (T}):

1 aul 2 (')u3 2 1 8u1 2 (91/[3 2
T=— s | —— — | dVi+ < — — | dV, 6
2J%p(at)+(at) +2JVPP” ar ) T\ ar P ©
que integrando en todas las direcciones y y z:
1 L1 L 1 +L2 L] +L2+L3
T, = —=mg [ (...)dx+J (...)dx+J (...)dx] (7)
2 0 L Li+Ly
1 Li+L>
T, = Empj (...)dx (8)
L

donde mg = bshsps 'y my, = byhy,p, corresponden a la masa por unidad de longitud de la estructura
y del piezo respectivamente

3.2. Energia interna

La energia interna se obtiene a partir de la integracion de las ecuaciones de entalpias es-
pecificas. Siguiendo la misma notacién que en IEEE Standards (1988), y considerando que la
unica componente de deformacién no nula es la correspondiente a &y, = €17 y polarizacién en
la direccién de E3 estas pueden ser escritas como:

1

H; = 501155%1 )
1 2 1 2

Hp = Ec”pg” - 63151E3 - 5633E3 (10)

donde cy15 y c11p denotan son los médulos de Young para la estructura y el piezoeléctrico res-
pectivamente, e3; una constante piezoeléctrica, E3 el campo eléctrico en la direccion z y €33 la
permitividad dieléctrica del piezoeléctrico. La energia interna del sistema puede ser calculada
como la sumatoria Us + U,. La energia interna de la estructura puede ser determinada como:

= I H; dV;
h /2 L1 Li+Ly 1 h /2 Li+Lr+L3 1

= b, [ J 0115511 dxdz+J J 0113611 dxdz+J J 0113611 dxdz
—hs/2 hs+a hs/2 J L1+L;

(11)

Donde a es la distancia desde la fibra neutra (figura 1b) hasta la zona de unién de ambos
materiales cuyo valor es:

_ 12
4= 2(b,E,hy + b,Eshy) (12)

Una de las consideraciones importantes a tener en cuenta en la integracion de la entalpia del
piezo es la utilizacién de una funcién f(x) cuyo valor sea igual a 1 en la longitud del piezo e
igual a O fuera de el, cuya expresion es (Erturk y Inman, 2009):
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fikx) =H(x - Ly) - H(x - L — Lp) (13)

la cual su diferenciacion respecto a x dard lugar a la funcién delta Dirac §(x).Una propiedad
importante a ser implementada serd (F. G. Friedlander, 1999):

(14)

T d™5(x — x0) A ()
/ dx™ X(X) dx = (_1) dx(™

X=x0
—00

donde y(x) es una funcién de prueba continua y diferenciable. La importancia de la funcién
fi1(x) resulta en la necesidad de que el segundo termino de la entalpia especifica del piezo,
que da lugar al acoplamiento electromecdnico, sobreviva a la diferenciacién por la coordenada
espacial x al aplicar las ecuaciones electromecénicas de Euler-Lagrange. La energia interna del
piezo puede ser expresada luego como:

a+hp bp/2 Li+L> 1
J I J ( Clipes; — es1ciipEsfi(x) — 5633]5 ) dxdydz
by/2

(15)

Uno de las hip6tesis comtinmente utilizadas en la literatura es que el campo es uniforme a lo
largo del espesor del piezo la cual implica que:

v(t)
Ey = —-. (16)
3 hp

3.3. Ecuaciones diferenciales gobernantes

Resolviendo las ecuaciones (5) a partir de las expresiones de energia cinética y potencial, y
agrupando términos segun sus extremos de integracion:

mii — AW — EAW” + w'w”)+y'v =0 (17)
3
m\}{1+va"+y'vw'+910—EA(2 2w +wu” +wu' | + EIw' = —mg (18)
v L1+L2
Ceq“EJ’EJ y [2¢ +2w'W = (2a+ hy) W] dx =0 (19)
L

donde A representa la influencia del giro flexional en la inercial axial y su valor es:

a ApAg(hy + ho)(Espp — psEp)
B 2AE, + ASEs)

(20)

el cual toma valor nulo cuando la viga es de seccion uniforme. Aqui y(x) = bye3; f1(x) dard lugar
a los acoplamientos no-lineales del sistema, ; es una constante que representan el acoplamiento
electromecdnico lineal entre el desplazamiento y el efecto piezoeléctrico cuyos valores son:

31 ’ 7
Oi(x) = f’ P (2a+hy) [6'(x —L1) = 8'(x — Ly - Ly)] 21)
En la ecuacion eléctrica (19) Cpy = b"im es la capacidad equivalente del piezo. Por otro lado,

m, EA'y EI son funciones constantes a tramos
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4. RESOLUCION ANALITICA DE LAS ECUACIONES
4.1. Influencia axial en el problema flexional

La variable u(x, t) puede ser eliminada del problema si se la expresa en relacion a w(x, t) 2,
A partir de la ecuacion axial (17), y despreciando tanto la inercia como el efecto piezoeléctrico
la siguiente ecuacion es obtenida:

U +ww’ =0 (22)

lo que implica que: u” = —w’w’. Estas hipdtesis pueden ser asumidas sin mucho error debido
a que las fuerzas debido a la inercia axial son despreciables frente a las producidas por el des-
plazamiento transversal. La integracion de la ecuacion (22) resulta, siguiendo un procedimiento
similar al de Mazzilli et al. (2008); Nayfeh (2013):

2 (23)
=&y

Lo cual implica que la componente de deformacion va a ser constante para cada uno de los tres
tramos. Para cada tramo se tendra:

1 Jx}f i
EMj = — £11 Ax
! L Xji
L
_ “oGp) — ulx) + L /w'2 dx (24)

- L 2L,

p 1 (9
=— 4+ — w? dx

donde j = 1,2, 3 representa cada uno de los tramos y las coordenadas x;j; y x;r las coordenadas
de inicio y fin del tramo. De la resolucion del problema axial la igualdad es obtenida:

u(xjr) —u(x;) P

= 25
L E;A; 2
Por ultimo, reemplazando en las expresiones anteriores:
P | 1
U= — + — w2 dx — —w? (26)
OEA 2L )y, Y 2

y finalmente reemplazando u” y u’ dados por (22) y (26) en la ecuacion flexional es obtenida:

A L
mw + yow” + y'ow’ + 6o — Pw” — —w” J w?dx + EIw"Y = —mg (27)

0
Donde el lado derecho representa la excitacion de base, el primer termino del lado izquierdo
representa la inercia flexional, el segundo y tercero acoplamientos electromecanicos no lineales,

%La ventaja de reducir el problema eliminando dicha variable es evitar la expansién en modos axiales, siendo
solo necesarios los modos flexionales
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el cuarto termino representa el acoplamiento electromecanico lineal, el quinto la influencia de
la carga axial en la respuesta transversal, el sexto termino representa la no linealidad geométrica
propuesta y el séptimo la rigidez flexional de la viga.

Debe observarse que la ecuacidn eléctrica (19) requiere la obtencidon de u’. Para ello se
diferencia respecto al tiempo la ecuacion (26) de forma que:

. 0 ( P 1 Li+la W/Z dx — lWIZ)
2

' =—|=—+-—
ot \E2A, 2L, L (28)
1 Li+Ly
=-ww+— w'w' dx
2 L]
Y reemplazando en la ecuacion electrica se obtiene:
Li+Ly b.e Li+Ly
v 31
Ceq¥ + — + bpesy J ww dx — =2 (2a + hy) w'dx =0 (29)
R Ll 2 Ll

Donde el tercer y cuarto termino representan los acoplamientos no lineales y lineales corres-
pondientemente. Por lo tanto las ecuacién (27) y (29) representan el conjunto ecuaciones a
resolver.

4.2. Expansion en modos

Para el estudio de la respuesta, cuando la frecuencia de forzamiento se encuentra préxima a
la natural (Q2 = w), la aproximacién de un solo modo de la forma(Rao, 2007)

wi(x, 1) = gi(t)Pi(x) (30)

suele ser empleado. Reemplazando (30) en (27), asumiendo una forzante arménica de la forma
g = Geos(Q2t), donde G y Q es la amplitud y frecuencia de excitacion respectivamente puede
escribirse:

EA L
miidi + yuqid} +y'vqid, + 6 — Pqi¢} — Eq%;’ JO @7 dx + EIqi¢" = —mGcos(Qt) (31)

que multiplicando por el modo e integrando en la longitud de la viga resulta:

L L L L L
qi J mgzﬁigﬁi dx + qiv; I y¢:’¢, dx + v(q; J }/,gf):gf)l dx +v J Glg{)i dx — q,P J (;Sg’gzﬁi dx
0 0 0 0

0 (32)
L L L L
3 EA ” 7?2 v
- q; — @i | ¢ dx| dx+qEl | ¢ ¢idx =—cos(Qt) | mG¢; dx
ol2L 0 0 0
que puede ser reescrita como:
Gi + qipi + Qi(wiz — P) + vqiKy; + vqiKa; — b - Q?ai = —G; cos(Q1) (33)
siendo
Ly Li+L» Li+Ly+L3
a)l-2 = J Elll gf)ﬂld)ll dx + J EzIz(}Sg/(ﬁiz dx + J E3I3¢g/¢i3 dx (34)
0 L1 L1+L2
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L1+L2
Ky = J e31bp¢;'¢i dx (35)
Ly
Kai = byest [${(LDG(L1) = (L1 + Lo)$(Ly + Lo)] (36)
n 1 ’ ’
0 = Ebpe3l(2a +hy) [$i(L1 + L) — $1(L1)] (37)
- Ly Li+L, Li+Ly+L3
p,=P l ¢:,1¢11 dx + J ¢:,2¢12 dx + J ¢:§,¢l3 dX] (38)
0 Ll L1+L2
E A L] L| L1+L2 L1+L2
a; = 1411 J [¢ ¢11 9{)2% dx] J [ ¢,~2J (]5:% dx] dx
2Ly Jo L (39)
E3A3 Li+Lo+L3 L1+L2+L3
2L3 L1+L2 [¢ ¢l3 :|
— Ly Li+L, Li+Ly+L3
Gi=-G [J my$i dx + J mydin dx + J m3 i3 dx] dx 40)
0 L1 L]+L2

donde ¢; es el coeficiente de la no linealidad cubica, w; es la frecuencia natural en ausencia
de la carga P, P; es la carga axial modal. Tal como se coment6 anteriormente, aqui el damping
viscoso y; ha sido afiadido en la ecuacion.

La expansion en modos de la ecuacion eléctrica se realiza reemplazando (30) en (29) da:

Ceq? + - 01q + 9nqu 0 40D

donde el tercer termino representa el acoplamiento lineal y el tercero el no lineal donde el valor
del pardmetro es:

>

~ b €3] Li+L, .,
=2 I ¢\, dx (42)

nl =
2 L

La determinacion de los pardmetros modales previamente presentados requiere la resolucion
del problema de autovectores y autovalores donde los modos y frecuencias naturales de la viga
son encontrados(Shaker, 1975).

4.3. Métodos de escala multiples

El sistema de ecuaciones a ser resuelto esta dado por las ecuaciones (33) y (41). Desprecian-
do los acoplamientos no lineales el sistema puede ser reducido al siguiente par de ecuaciones
diferenciales:

Gi + Gip1 + qid? + vé} — a;q; = —G; cos(Qt) (43)
Ceq® + - 91q 0 (44)
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donde 512 = coiz ~ P, representd la frecuencia flexional modificada por la influencia de la carga
axial.

Diversos métodos para la resolucién analitica de ecuaciones diferenciales no lineales han
sido desarrollados. Los metodos de perturbacién, denominados asi debido a que la solucién del
sistema no lineal es obtenida por perturbacion de la respuesta lineal del mismo, son algunos de
ellos. Diversos metodos existen y han sido empleados en dispositivos piezoelectricos exitosa-
mente como el método de Lindstedt-Poincaré (Dai et al., 2009), balance armoénico,(Leadenham
y Erturk, 2014; Sebald et al., 2011), promediacién (Soliman et al., 2008) y escalas multiples
(Abdelkefi et al., 2012). En este trabajo, este ultimo sera empleado. El escalamiento de las
ecuaciones debe ser realizado mediante un numero adimensional considerado bookkeeping pa-
rameter denotado por e:

gi + €pig; + 51.261,- + 5510 - gaiq? = —¢G; cos(Qt) (45)
Ceqt0 + % —0g=0 (46)

Las funciones q y v son expandidas también en términos de este parametro de forma que:

q(t) =qo(To, T1, ...) + eq1(To, T1, ...) + ... 47)
v(t) =vg(Ty, Ty, ...) + cv1(To, Ty, ...) + ... (48)

donde Ty = t corresponde a la escala de tiempo original T} = et la escala mas lenta. Debido a que
las ecuaciones diferenciales ordinarias son convertidas en ecuaciones diferenciales a derivadas
parciales el operador derivada debe ser redefinido como:
d 0 dly 0 dTy
—=——+——=Dg+¢D 49
dt o, dt 0T, dt 0 ! (“49)
2

d
s =D} + eDoD; (50)

siendo D{ = ¢/ /(9Tl.j . Reemplazando (47) y (48) en (45) y (46) y separando en los distintos
ordenes de ¢, el siguiente conjunto de ecuaciones es obtenido:

Dqo + @qo =0 (51)
’() —_~
Cqu()Uo + EO = QID()Q() (52)
1 1 _
D(z)ql + a)iqu = —EelTOQGi - Ee TOQGZ- - 2,u,-D0q0 bl 2D0D1q0 + al-qg - 9100 (53)
v —_~
CeqDovy + El = 0,(Doq1 + D1q0) (54)

La resolucién de la ecuacion (51) puede ser obtenida como:
go = A(T)e'™ + A(Ty)e” 0 (55)
Donde A(T}) representa el complejo conjugado de A(Ty). Reemplazando (55) en (52) y resol-
viendo se obtiene:
I AeT°ROw  Ae T“ROw;

= B(T))e Cea® 4+ + 56
oo ( 1)6 —i+ CeqRa)i i+ CeqRa)i ( )
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Piezoeléctrico Portante
Ancho 14 mm 18 mm
Alto 0,6mm 0,3mm
Largo 142mm 85mm
Densidad 8050 kg/cm3 | 5440 kg/cm3
Modulo de Young 210 MPa 30.336 MPa
Capacidad 84.04 pF -
d31 170 pC/m2 -

Tabla 1: Dimensiones, propiedades mecénicas y electricas

Debido a que se estudia el fenémeno de resonancia primaria, donde la frecuencia de forzamiento
se encuentra en cercania al a natural del sistema se asume que

Q=uw;+o0¢ (57)

donde o es denominado pardmetro de sinterizacion. Reemplazando (55), (56) y (57) en (53), se
toman los términos seculares que son aquellos que multiplican a e/70¢:

RO2 A
—i+ CeqRa)i

1

—Eel’TowG,- — 2ipiwiA - + 30 A%A - 2iwA’ = 0. (58)

La solucién a la ecuacién (58) es realizada mediante una expansion de la incognita A en
coordenadas polares de forma que:

A= a(Tl)eiﬁ(Tl) (59)

Donde reemplazando (59) en (58) y trabajando algebraicamente la siguiente ecuacién de
frecuencia versus amplitud es obtenida:

1
 8w? (1+CR0}) a®

—4\/a)2a2

Una vez obtenido el valor de amplitud, el valor de voltaje puede ser obtenido de (56) obser-
vando que el primer termo tiende a desaparecer en estado permanente (Tp — o)

o —30(,-a)ia4 + Cequa)?a2 (4512 - 3Ceqaia2)

(60)

~ 2
Gi + CLGiR20?) — w2 (RO? + 21 + 2C2 R2pye0? ) @2
q i i [ H q H i

5. CASO NUMERICO DE ESTUDIO

Con el objetivo de convalidar el procedimiento empleado las dimensiones y propiedades
expuestas en la Tabla 1 son adoptadas. Los datos corresponden a un piezoeléctrico tipo Macro
Fiber Composite (MFC) modelo M-8514-P2 fabricado por Smart-Materials sobre una portante
de acero

5.1. Validacion del método con integracion numérica

A fines de comparar la respuesta en frecuencia que se obtendria en una formulacién lineal con
una no lineal la figura 2 muestra las diferentes curvas para cada caso. El pardmetro «; de la no
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Figura 2: Efecto de la no-linealidad geométrica en la respuesta en frecuencia (g = 0,5y P =
30N)
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Figura 3: Graficas temporales de la integracion numérica(g = 1, P = 30N y Q = w)

linealidad produce un efecto de endurecimiento (o también conocido como hardening) dando
lugar a una rama inestable, donde la solucién en estado permanente que adoptard el sistema
dependerd de las condiciones iniciales del mismo. La integracion numérica de las ecuaciones
fue implementada en Python (Rossum, 1995) mediante el método Runge-Kutta . La figura 3
muestra las gréficas temporales producto de integrar numérica

La figura 4 muestra la resolucién de las ecuaciones para distintos valores de €. Se obser-
va una buena correlacion entre los resultados donde, debido a que se impusieron condiciones
iniciales nulas para la posicion, velocidad y voltaje, la solucién de menor amplitud es siempre
alcanzada.

5.2. Influencia de la excitacion y forzamiento

En la figura 5a el sistema es resuelto para distintos valores de amplitud de excitacién (G)
para estudiar su comportamiento. Como es de esperarse, el efecto de la no linealidad tiende a
crecer a medida que G aumenta. Por otro lado, la figura 5b muestra como varia la respuesta
para una excitacion constante variando el valor de P. En este caso dos fendmenos se ponen en
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manifiesto: por un lado la no linealidad tiende a ser mayor al igual que en el caso anterior pero,
a la vez, una disminucidén de la frecuencia natural es producida por el proceso de rigidizacion
flexional.

6. CONCLUSIONES

En este trabajo la influencia de una carga axial en la respuesta en frecuencia de una viga con
un material piezoeléctrico fue presentada. En base a los resultados mostrados se puede concluir
que:

» El método de escalas multiples es una herramienta ttil para la modelacién de dispositivos
piezoeléctricos no lineales.

» La capacidad de variar la frecuencia natural de un dispositivo tipo viga mediante la apli-
cacion de una carga axial es posible, presentando no solo la posibilidad de sintonizar
la frecuencia de excitacion con la natural sino también aumentar el ancho de banda de
funcionamiento del dispositivo.
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7. FUTUROS ESTUDIOS

= Explorar otras fuentes de no linealidad como constitutivas y de amortiguamiento ademas
de las geométricas.

= Analisis multimodal del sistema: estudio de resonancia secundaria e intercambio de ener-
gia entre modos (resonancia interna).

= Validacién experimental del modelo.
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