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Resumen. Se desarrollan formulaciones de elementos finitos para calcular las relaciones momento-
curvatura para secciones de columnas de hormigén armado en flexion biaxial. La seccidén transversal
de forma arbitraria se asume dividida en una malla de elementos isoperimétricos de cuatro nodos
donde cada uno representa pequefias areas elementales de hormigén y simultdneamente se distribuyen
nodos que equivalen a la localizacién de las armaduras de la seccién.

A partir del planteo del equilibrio, entre las solicitaciones y las fuerzas equivalentes calculadas en la
seccion, admitiendo que la seccién se deforma como plana, se obtienen resultados numéricos. Los
resultados permiten reconstruir curvas de momento-curvatura y de interaccion asociadas a la
compresién axial y a los momentos flectores biaxiales. Finalmente se analizan los factores
determinantes que influyen en el comportamiento de estas curvas, tales como la resistencia de los
materiales, el porcentaje de armadura y la distribucién de las tensiones de compresion y de traccién en
la seccidn.

Keywords: Biaxial bending, arbitrary shape sections, Concrete, Finite Elements

Abstract. Finite element formulations are developed to calculate moment-curvature relationships in
reinforced concrete columns in biaxial bending arbitrary shape sections. The arbitrary cross section is
assumed to be divided into a mesh of four nodes isoparimetric elements where each one represents
small elementary areas of concrete and simultaneously nodes are distributed that are equivalent to the
reinforcement in the proper location of the section.

From the equilibrium statement, between the loads and the equivalent forces calculated in the section,
admitting that it deforms as flat, numerical results. The results allow the reconstruction of moment-
curvature and interaction curves associated with axial compression and biaxial bending moments.
Finally, the determining factors that influence the behavior of these curves will be analyzed, such as
the resistance of the materials, the percentage of reinforcement and the distribution of the
compression and traction stresses in the section.
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1 INTRODUCCION

En el campo de la Ingenieria Estructural, resulta frecuente encontrarse con elementos tipo
columna sometidos simultidneamente a la accién de momentos alrededor de ambos ejes
principales junto a la carga axial de compresién, como es el caso tipico de columnas de
esquinas (“Flexion compuesta biaxial” o “Flexion compuesta oblicua”) cuya resolucién
resulta un problema complejo por el comportamiento no lineal del hormigén. A diferencia del
caso de flexiéon compuesta recta o simple, en donde la orientacion del eje neutro estd definida,
para el caso biaxial no es posible determinarla a priori. Para salvar esta complejidad,
columnas bajo flexién compuesta biaxial, se tratan por los diferentes codigos, basados en
féormulas empiricas simplificadas y con el empleo de nomogramas limitadas a secciones
rectangulares con distribucién de armaduras y recubrimientos tipicos.

El propésito del presente articulo consiste en introducir una metodologia numérica para el
andlisis de secciones arbitrarias de hormigén armado sometidas a flexién biaxial compuesta.

2 ESTADO DEL ARTE: METODOS APROXIMADOS

En el cdlculo y dimensionamiento del hormigén armado en flexién compuesta recta, las
armaduras se obtienen con ayuda de los diagramas de interaccion que dependen de la
geometria de la columna, la calidad del hormigén, de las barras de acero y su distribucion.

El CIRSOC 201-2005, Reglamento Argentino de Estructuras de Hormigén, adopta un
procedimiento que utiliza los diagramas de interaccion para tres tipos de secciones:

e Secciones rectangulares con armadura simétrica sometidas a flexion compuesta recta;

e Secciones rectangulares con armaduras iguales en los cuatro lados sometidas a flexion
compuesta; y,

e Secciones circulares sometidas a flexion compuesta recta.

Los diagramas disponibles estdn limitados a los casos de hormigones con resistencia
caracteristica a la compresion (fc) de 20 MPa, 25 MPa, 30 MPa, 35 MPa, 40 MPa y 50 MPa,
y la distancia entre ejes de la armadura, dada por la formula h'=y’h, donde «h» es la longitud
de la arista, y con estos valores de y: 0,5; 0,6; 0,7; 0,8 y 0,9 (recubrimiento de las armaduras).
Cuando el problema no encaja en alguna solucion existente, el procedimiento permite la
interpolacion lineal entre resultados de los diversos diagramas.

Respecto de la flexion biaxial, puede ocurrir en los casos 1 y 2, no asi en el tercero. En esos
casos, solo se hace referencia en los Comentarios anexos al mismo, donde se citan algunos
métodos aproximados, como los Métodos de Bresler. Dichas aproximaciones requieren el
andlisis y dimensionamiento en cada direccion en forma individual.

Estos métodos resultan aproximacion adecuadas para geometrias rectangulares con
armadura simetria, no asi para otras condiciones mas complejas.

3 MODELO PROPUESTO

En este articulo se propone un modelo que verifique la seccién de hormigén junto con la
armadura de refuerzo compuesta por barras de acero, sin tener que usar los diagramas de
interaccion. El modelo utiliza una formulacion mediante una discretizacion de la seccion de
hormigén en elementos cuadrildteros y la ubicacion de las barras de acero en coincidencia de
nodos que definen a esos elementos. La discretizacién de la seccién en elementos da la
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libertad de analizar secciones de forma arbitraria. El desarrollo del modelo se basa en el
equilibrio de las solicitaciones y las tensiones internas del elemento solicitado a flexion
compuesta biaxial.

Las solicitaciones que actian son el esfuerzo normal (direccién «x») y los momentos
flectores en las direcciones «y» y «z», (figura siguiente con eje «x» perpendicular y saliente al
plano de la seccidn).
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Matriz de Hormigon
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\Barras de Refuerzo

',

Figura 1: Seccion de la columna

4 DESCRIPCION DEL MODELO

El modelo parte de considerar el equilibrio entre las solicitaciones y las tensiones internas
de manera de que se cumpla que:

E(sxl) - f(sxl) = Q(sxl) (D)

donde R y F son los matrices de dimensiones (3x1) de solicitaciones externas y fuerzas
debidas a las tensiones internas, respectivamente. El sistema de ecuaciones en forma explicita
resulta:

N—IO'(},’Z) dﬂ.: 0

Q

Mz_fo-(y,z)ydﬂ =0 (2)
Q

My—LJ@z)ZdQZO

Las integrales representan las fuerzas debidas a las tensiones internas, que dependen de las
deformaciones de los materiales intervinientes (hormigén y acero).

Para evaluar esas integrales, se discretiza la secciéon de hormigén en elementos
cuadrildteros isoparamétricos de cuatro nodos, en tanto que las barras de acero se discretizan
con elementos OD con un drea asociada, lo que permite establecer una metodologia de trabajo
independiente de la complejidad de la seccion.
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Figura 3 Seccion tipica discretizada

Con esta discretizacion, las ecuaciones de equilibrio pueden reescribirse como:

NELEM NBARS NBARS
N=| Y | feda+ Z As fo— ) s fe
=1 [ i=1
-NELEM NBARS NBARS
M, — fft:zzdﬂ‘l'Z:Asfsz1 Z Ag, fe,zi| =0 3)
-NELEM N.BAJRS N.BAIRS

M, - Z [fevaas D agfivi— Y agfov|=o
[ o T i—1 i-1

donde:
e A area de la barra de acero «i»;

f: tension del hormigén;

fci: tension del hormigén ocupado por la barra de acero «i»;

fsi: tensidn de la barra de acero «i»;

NELEM: ndmero o cantidad de elementos (hormigoén);

NBARS: nimero o cantidad de barras de acero;

Q);: area del elemento «i» (hormigon);

yi: distancia del baricentro de la barra «i» al eje baricéntrico «z» de la seccion de

hormigon;

e 7;: distancia del baricentro del elemento «i» al eje baricéntrico «y» de la seccion de
hormigoén;
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e 7;; zx: distancia del baricentro de las barras «j» y «k» al eje baricéntrico «y» de la
seccion de hormigoén;

e yj; yk: distancia del baricentro de las barras «j» y «k» al eje baricéntrico «z» de la
seccion de hormigén.

Al usarse elementos isoparamétricos, las integrales definidas se resuelven mediante
Cuadratura de Gauss-Legendre. El elemento isoparamétrico queda definido como:

1 (ysz) 2:(-11) 54 1: (1)

=) -

2 (yzz) 4 (yaze)

3 (yzz) 3:(-1-1) 4:(1;-1)

Figura 4 : Elemento isoparamétrico cuadrilatero de 4 nodos
Las funciones de forma del elemento de referencia son:
1
h,(r,s) = 2 1+r)(1+5s)

h,(r,s) = %(1 —r)(1+s)

1 )
h3(r,s) = Z(l -r)(1-5s)
1
hy(r,s) = Z(l +7r)(1—5)
Las deformaciones a lo largo de la seccidon, como simplificacion, se asumen lineales:
Ex =& t Ky Z—K;*Y (5)

que representa la hipotesis de que la seccion permanece plana después de la deformacion y
donde gos,. es la deformacion axial total en un punto «y,z» del dominio, &y es la deformacion
axial del eje de referencia, Ky, K, Kk, k;son las curvaturas de la seccion.

Incorporando (5) en (3) mediante la relacién constitutiva tensiones-deformaciones y
aplicando la siguiente relacion para tomar las integrales en los elementos:

+1 ~+1
f do = f f det (7) dr ds (©6)
Q -1 J-1

donde ] es la matriz Jacobiana, todo el modelo de resolucién queda definido mediante el
siguiente sistema de 3 ecuaciones:

K11 Kz Kiz] [0 N
Ky1 Ky Kps|-|Ky| = [M,y (7
K31 Kip Kazl LK M,
con:
NELEM +1 +1 NBAR

Ki; = Z f f ¢ det(])drds + Z A (¢ - ¢©) 8)
i=1

= —1 -1 i=1
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NELEM +1 +1 NBAR

Ky, = Z f f c® z det dr ds + Z As, zi C(‘) c[‘))
NEZEM i NBAR

Ky = Z f f c? 5, det dr ds + z As, yl c@) c(‘))
NEZEM T NBAR

Ky = Z f f c® Zdet dr ds + Z As, z; c@) c[‘))
NEEEM T NBAR

Ky3 = Z f J-C()ylz det drds+z Ag yi z Cm CO))
NEEEM T NBAR

Ky = Z f fcﬁ” y; det ]drds+ Z As, yi C(‘) c[‘))

=1 —1 -1

Se tiene K, = Ki,, K31 = Ki3 Yy K33 = K,3. Los pardmetros C. y C; estdn dados por la
relacién constitutiva 1D adoptada para el hormigén y el acero. Como estos dos valores
dependen de la deformacion, el sistema de ecuaciones es no lineal.

Aplicando el método de Cuadratura de Gauss para calcuar las integrales, el aporte de los
elementos de hormigén a la matriz de rigidez estd definido por la siguiente expresion:

+1 41 1z oy NPG NPG
K{EE) = f f CC(‘) z; 7% y;zi| det (] dr ds = Z Z WLWJCE)A det (]) 9)
11 Yi YiZ Vi i=1j=

donde NPG representa el nimero de puntos de Gauss (para elemento de 4 nodos, NPG=2) y
w; son los pesos de Gauss. Las coordenadas locales de cada elemento son mapeadas a las
coordenadas globales mediante la siguiente expresion:

},-11}

ey
[}’(TJSJ]:[Nl Ny o Nyyop 07 : (10)
z(r,s) 0 N, -~ 0 Nuwop v':.".-'.'l-.fﬂﬂ}

- (NoD)

‘C 2

donde N;j representa la funcion de forma asociada al nodo “i”, mientras NNOD, el numero

total de nodos del elemento.

Para el hormigén se adopta una relacion eldstica perfectamente plastica para la zona de
compresion, (CIRSOC 201-96M), y la zona de traccion, como es usual:

fe=0 =0
fo= ot e 0 <&, < 1.35%- (11)
f‘c = 0.85 . ffc 1.350/00 < Ec = 3.5 0/00

donde f". es la resistencia de cdlculo adoptada (0.85*f'.), y para el acero, un diagrama
bilineal perfectamente plastico de igual comportamiento para traccién como para compresion:
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=5 £, T g,
fs =Es- & —&, <& =&, (12)
=5 £, T &,

Para el caso de barras ADN420, los pardmetros jg,,Es, €, toman los valores 420.0 MPa,
200 GPay 0.0021, respectivamente. La traccién ha sido considerada negativa.

af af
fllc e fy
> £
> &y
0.135% 0.350% ~ © y &
TRACCION ES NEGATIVO _— -fv

Figura 5 Relaciones constitutivas 1D para hormigon (izquierda) y acero (derecha)
Vale destacar que puede tomarse una relacion tension-deformacion con otros modelos mas
complejos, sin cambios sustanciales en la formulacion de modelo de resolucién propuesto.

Para resolver todo el sistema de ecuaciones no lineales, se plantea el equilibrio mediante un
esquema iterativo del tipo Newton-Raphson, para IT=1,2,3,... MAXIT:

KUT} . &EIT+1 =R — FUT)

§(1T+1) — §UT} +£(IT+1) (13)

El proceso iterativo finaliza cuando se cumplen las siguientes condiciones:
”EUG‘WI) ”2
” EUT+1)||
= 2
”3 _ E[IT+1)||2
IR — E,

= TOL
(14)

=TOL

La segunda condicién de convergencia implica que el médulo del vector residuo es lo
suficientemente pequeilo como para que ambos vectores R y F sean pricticamente colineales.

Box 1. NR iteration.

Stepl. Initialize IT = 0, ' = x" dR®' = R — FI®
Step2.  Compute Tangent Matrix KT},

Step3.  Solve KUT! . §xIT+1) = gRUT)

Step4.  Update solution xUT+1) = xUT} 4 gxtIT+1},

Step5.  Compute residual vectordRYT*Y) = dR| _ _yr+1).

Step 6. ke—k+1

Step 7. Compute error and check convergence. If error<TOL, exit; else, go to Step 2.

Figura 6 : Implementacion computacional algoritmo Newton-Rapshon.
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5 EJEMPLOS NUMERICOS

En base a la metodologia explicada mas arriba, se implement6 un cédigo computacional
para la resolucion de secciones arbitrarias sometidas a flexion compuesta biaxial.

En este primer ejemplo, se trata de una seccién cuadrada de 0.40m y recubrimiento
mecanico d’=0.04m. La cuantia adoptada es del 2% compuesta por 16 barras de 16mm de
didmetro de acero ADN420 uniformemente distribuidas y hormigén H30. La seccién se
discretiz6 en una malla de 20x20 elementos cuadrildteros uniformes. Las solicitaciones
adimensionalizadas fueron:

N M, M

=7 —040 =Y -0.10 =—=2 _=0.05
" h Ty~ " Y h (15)

0.20 0.15 0.10 005 000 0.05 0.10 015 0.20

Figura 7 : Seccion analizada 1° ejemplo. Linea continua negra: eje neutro resultante.

Con los resultados obtenidos, se calculd la orientacion del eje neutro y se la compar6 con la
del vector momento resultante:

Fy

=26.6°DEG 6=atan| =
M, K,

w=atan =203°DEG (16)

Como era de esperarse, a pesar de que la seccidon es simétrica y la disposicion de la
armadura también, la orientacién del eje neutro y la del vector momento resultante no
coinciden. Para secciones asimétricas, esta diferencia se magnifica.

En el segundo caso analizado, se trata de una seccion cuadrada de dimensiones a=b=0.60m
y recubrimiento mecéanico d’=0.06m. Salvo indicacion, la cuantia es p=2 % y la resistencia
caracteristica a compresion del hormigén =30 MPa. Las propiedades del acero son
correspondientes al ADN420. La secciéon se dividié con una malla uniforme de 20x20
elementos, mientras que la cuantia adoptada se distribuyé en 12 barras uniformemente
distribuidas.

Se gréfica la relacion momento-curvatura en forma adimensionalizada:
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p=2%
n=P/(fe*b*h)=0.50
Tc=30 MPa
fy=420 MPa
" e
o mz=0.01
| mz=0.10
mz=0.15
mz=0.18
3.0 4.0 5.0 6.0
Ky [ {g'c/b)

Figura 8: Relacion momento-curvatura para diferentes valores de momento

Estas curvas dependen

mz=Mz/(fc*b”2*h). Caso tipico.

de la magnitud de la carga de compresion, de la calidad del

hormigén, la calidad del acero y de la cuantia de refuerzo. Se presentan algunos grificos

variando algunos de dichos

factores:

0.16

My / fc b h*2

p=2%
n=P/(Fc*b*h)=0.50
mz=Mz/(fc*b*2*h)=0.10

f'c=220 MPa
— fy=220 MPa
— fy=420 MPa
0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0
Ky / (¢'c/b)

Figura 9: Relacion momento-curvatura para diferentes calidades de refuerzo. Caso

0.20
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My / fc b h*2
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0.04
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tipico.

n=P/(fc*b*h)=0.50
mz=Mz/(fe*b*2*h)=0.10
fy=420 MPa
fc=30MPa

Cuantia=1%
Cuantfa=2%
Cuantia=3%

0.0

20

40 6.0
Ky / (g'c/b)

8.0 10.0

Figura 10: Relacion momento-curvatura para diferentes cuantias de refuerzo. Caso

tipico.
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Como era de esperarse, al incrementar la calidad de las barras de refuerzo, se da un
incremento de la rigidez y resistencia de la seccién y lo mismo ocurre si se incrementa el
porcentaje de refuerzo.

Como un ultimo ejemplo, se desarrollé6 una seccién cuadrada de hormigén de 0.20m de
arista y cuatro barras de acero. Las cargas fueron: esfuerzo normal, N=22,08 kN; momento en
el eje «y»,:My=0,47 kNm, y momento en el eje «z», Mz=10,44 kNm.

Los materiales fueron:
1. Hormigéon H35: =35 MPa, f’.=28 MPa, £’’=0,00135.
2. Acero ADN 420: f;=420 MPa, E=200 GPa.

El método de cdlculo dimensionamiento adoptada fue el LRFD. Las tolerancias impuestas
para los criterios de deformacién, de fuerzas (tensiones) y energético fue 10*. Se adoptaron
estribos @6 y un recubrimiento de 5 cm, simplemente a los efectos de determinar la posicion
exacta de las barras longitudinales, no considerdandose el confinamiento de los estribos sobre
la resistencia del hormigén. Las verificaciones se hicieron para barras con didmetros: @8, @12
y ©20, para analizar como se comporta el algoritmo para cada caso en funcion de la armadura
dispuesta.

Los resultados fueron:

1. Barras @8: el modelo no pudo equilibrar el sistema. Las iteraciones se
interrumpieron cuando todas las barras alcanzaron la tensién de fluencia.

Resultados:
Didametro | Coordy | Coord z Deformacién Tension N My M.
(mm) (cm) (cm) (-) (MPa) (kN) (kNm) (kNm)
8 -4,00 -4,00 — 420 21,1 -0,84 -0,84
8 4,00 -4,00 — 420 21,1 -0,84 -0,84
8 -4,00 4,00 — 420 21,1 -0,84 -0,84
8 4,00 4,00 — 420 21,1 -0,84 -0,84

2. Barras @12: el modelo logré equilibrar al sistema. Ninguna barra alcanzé la tension

de fluencia ni el hormigoén super6 la deformacion por compresion.

Resultados:
Didametro | Coordy | Coord z Deformacion Tension N My M.
(mm) (cm) (cm) (-) (MPa) (kN) (kNm) (kNm)
12 -3,80 -3,80 -0,00181 -362,1 -41,0 1,56 1,56
12 3,80 -3,80 -0,00025 -50,3 -5,7 0,22 -0,22
12 -3,80 3,80 -0,00176 -352.4 -39.9 -1,51 1,51
12 3,80 3,80 -0,00020 -40,6 -4,6 -0,17 -0,17

3. Barras (320: el modelo logré equilibrar al sistema. Ninguna barra alcanz6 la tension

de fluencia ni el hormigoén superé la deformacion por compresion.

Resultados:
Diametro | Coordy | Coord z Deformacion Tension N My M.
(mm) (cm) (cm) (-) (MPa) (kN) (kNm) (kNm)
20 -3,40 -3,40 -0,00097 -193.4 -60,8 2,07 2,07
20 3,40 -3,40 0,00001 2,9 0,9 -0,03 0,03
20 -3,40 3,40 -0,00093 -185,9 -58.4 -1,99 1,99
20 3,40 3,40 0,00005 10,4 3,3 0,11 0,11

Copyright © 2021 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar




Mecanica Computacional Vol XXXVIII, pags. 217-227 (2021) 227

6 CONCLUSIONES Y FUTUROS AVANCES

Se present6 e implementé una metodologia sencilla para el anélisis de secciones arbitrarias
de hormigén armado. Se llevaron a cabo algunos ejemplos sencillos con secciones
rectangulares, analizdndose los resultados obtenidos. Se observa que los mismos son
coherentes con lo esperable tedricamente. Se espera avanzar en el futuro en el anélisis de
secciones de forma mds compleja y en la introducciéon de relaciones constitutivas mads
complejas que tengan en cuenta, por ejemplo, el endurecimiento del acero y el aumento de
resistencia por confinamiento del hormigén, a los efectos de poder graficar curvas momento-
curvatura en forma mads precisa hasta la falla, informacién de gran importancia, por ejemplo,
en el disefio sismico para calcular ductilidades.
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