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Resumen. Las estructuras constituidas por materiales laminados estin entre las mas
importantes utilizadas en la ingenieria moderna. La aplicacion de las mismas se ha extendido
desde la industria aeroespacial a la ingenieria civil, mecanica y de transportacion. El rapido
aumento del uso industrial de estas estructuras ha traido aparejada la necesidad de
desarrollar técnicas analiticas y numéricas que sean apropiadas para el analisis del
comportamiento mecanico de las mismas. En particular, las placas elipticas son elementos
estructurales muy utilizados, tanto como elementos simples o formando parte de estructuras
mads complejas.

En este trabajo se estudia la existencia y unicidad de la denominada solucion débil y se
propone una solucion variacional para determinar la respuesta dinamica de placas
laminadas elipticas con distintas condiciones de contorno. Se tratan esquemas de laminacion
simétricos respecto del plano medio, en los cuales los efectos membranales estin
desacoplados de los flexionales, pero existe acoplamiento flexo-torsional. La metodologia
utilizada se basa en la teoria de Kirchhoff para pequeiias deformaciones y en la aplicacion
del método de Ritz con productos de polinomios simples como funciones admisibles. El
algoritmo desarrollado permite obtener soluciones analiticas aproximadas para placas con
restricciones elasticas tantos traslacionales como rotacionales, laminados con distintas
secuencias de apilamiento y factores de forma. Las condiciones de contorno clasicas, es
decir, borde libre, simplemente apoyado o empotrado, pueden generarse como simples casos
particulares, tomando la potencia del polinomio base como 0, 1 y 2. Por otra parte, el
algoritmo general permite determinar las frecuencia naturales de vibracion y las formas
modales correspondientes, para placas con ortotropia rectangular e isotropas.

La solucion obtenida es bastante general, permite visualizar la influencia de los distintos
parametros involucrados y obtener soluciones rapidas, sin necesidad de discretizar el
dominio, lo cual puede ser util en problemas de diseno.
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1 INTRODUCCION

Las placas anisotropas, en particular las constituidas de material compuesto reforzado
con fibras, son extensamente utilizados en diversas industrias, como la aeroespacial,
automotriz, etc. La determinacion de las caracteristicas de vibracion de las mismas, es de
suma importancia para conocer la respuesta de estas placas en condiciones operacionales.
Ademas, es importante incluir en el estudio restricciones parciales elasticas en los bordes
para completar el estudio e incluir a un grupo importante de problemas estructurales
practicos. Esto es debido a que las condiciones de contorno clasicas no pueden aplicarse a
todas las situaciones y el modelado de restricciones elasticas puede acercarse mejor a las
verdaderas condiciones de sujecion. En particular, la flexibilidad de los bordes tiene una
significativa influencia en las vibraciones de las placas.

La mayoria de los trabajos publicados en los cuales se estudian las vibraciones de
placas anisétropas con vinculos elsticos, se refieren a placas de forma rectangular' . El
namero de trabajos referidos al analisis dindmico de placas anisétropas con forma
geométrica distinta de la rectangular y con vinculos elasticos, es substancialmente menor.
En lo que respecta a la obtencion de soluciones analiticas, a través de métodos
variacionales clasicos, cabe destacar que se debe superar la dificultad que presenta la
determinacion de las funciones de aproximacion. Esto se complica notablemente cuando
la forma geométrica de la placa es distinta de la rectangular. En este sentido se han
planteado tratamientos alternativos para analizar placas cuadrilateras laminadas a través
de un mapeo de espacios’ y también el uso de coordenadas triangulares para el estudio de
las vibraciones libres de placas triangulares de material compuesto reforzados con fibras
unidireccionales y vinculos elasticos".

En lo que se refiere al analisis de las vibraciones de placas de forma eliptica, Leissa’"®
ha realizado un interesante compendio de los distintos desarrollos llevados a cabo. Se
puede apreciar que la mayoria de los articulos tratan a placas isotropas y a placas con
ortotropia polar. Trabajos més recientes'' ™" incluyen material con ortotropia rectangular,
con ejes principales de elasticidad paralelos a los ejes de la placa. Sin embargo, en estos
trabajos no se analiza la presencia de vinculos eldsticos, ni tampoco se consideran
materiales compuestos laminados.

En este trabajo se presenta el uso del andlisis funcional para la demostracion de
existencia y unicidad de la solucion débil. Ademas, se aplica el método variacional de Ritz
para el desarrollo de un algoritmo general que permite estudiar el comportamiento
mecanico de placas elipticas, constituidas de material compuesto laminado y con vinculos
elasticos, tanto traslacionales como rotacionales en el contorno.

Para demostrar la validez y eficiencia del algoritmo desarrollado, se presentan varios
ejemplos numéricos, estudios de convergencia y algunos casos particulares se comparan
con resultados presentados por otros autores.
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2 CARACTERISTICAS GEOMETRICAS Y MECANICAS DE LA PLACA
ESTUDIADA

La Figura la muestra el esquema general de la placa eliptica, delgada, de material
compuesto que se analiza. El laminado es de espesor uniforme / y, en general, consituido por
laminas de material compuesto reforzado con fibras unidireccionales, con esquema de
laminacion simétrico respecto del plano medio, tal como se muestra en la Figura 1b. La
orientacion de la fibra estd indicada mediante el dngulo 3 medido desde el eje z; hacia la

direccion de la fibra. La restriccidon rotacional estd caracterizada mediante un resorte de
constante ¢, (s),y la restriccion traslacional mediante un resorte de constante ¢, (s), donde s

es la longitud de arco a lo largo del contorno 0 G de la placa eliptica.

T A
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Figura 1: Sistema mecanico en estudio a) placa eliptica con vinculos elasticos; b) perfil y secuencia de
apilamiento del laminado

El presente estudio se basa en la teoria clasica de placas laminadas'*'®, CLPT segan
sus siglas en inglés. Seglin esta teoria se suponen validas las hipotesis de Kirchhoff, de

manera que el campo de desplazamientos en las direcciones z,z,,z,, denotado

respectivamente por u,v,w se expresa de la siguiente manera

ow(z,x,,t) _ ow(z,z. b
E(xl’a:z’xyt):_$3(T2),U(.’L'l,$27$37t):—x}%’ (1)
! 2

w(xl,il:z,iES,t):w(xwxz’t),

donde w (xl, T, t) es la deflexion del plano medio.
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3 DETERMINACION DE SOLUCIONES DEBILES

En esta seccion se trata la determinacion de condiciones suficientes para la existencia
y unicidad de las soluciones débiles de los problemas contorno y/o autovalores que describen
respectivamente, el comportamiento estatico y dindmico de placas anisétropas, con contornos
elasticamente restringidos, de forma geométrica arbitraria, correspondiendo la placa eliptica a
un caso particular.

Sea G un dominio en R? con contorno G suave y sea el operador

Au= Y (<1 D" (a,,@)Du(x)) =

i, [Bl<2
. Z (=1 o' o (2) a\ﬁ\u(x) (2)
i Bl<2 0z 0y* | 7 9 9)”

donde o = (ay, @, ), B = (5,,0,) son multiindices con longitudes I, |3| dadas por
lal = ay 4+ ay,| Bl = B+ B, y = (z,1,). Sea a,(z) € Cllol(@), u(x) e CD(@). La

suma en (2) se realiza sobre todos los multiindices o y (8 tales que es | « |,| 1] | < 2.

Las ecuaciones que gobiernan el comportamiento estatico y dinamico de una placa
anisotropa de forma arbitraria con efectos geométricos y mecdnicos complejos son generadas
por el operador A, como casos particulares. El comportamiento estatico de una placa
anisotropa sometida a una carga ¢ = ¢(z;,, ) esta gobernado por la ecuacién

Aw(z, 7,)) = qlz),2,) 3)
donde es

2
Aw :8—[D11

0w 0w 0w i
85512

—4+D.,—+2D, ———
85512 P 83;; T2l Oz, 0,

0? 0w 0w 0w
—\D,y—+ D, —+2D, ——
+ 3x22 [ 12 83312 + P 8x§ + 2 Ox,01, ] + 4
H? 0w 0w 0w
2D. 2D, — +4D., ——
+ dz,0z, [ 16 8.%12 + 2l 8:1:% + o dz,0z, J’

Las rigideces flexionales, torsionales y de acoplamiento Dz.j, 1,7 = 1,2,6 que aparecen en

la expresion (4), para una placa laminada estan dados por'’:

1ch =
Dy = gkz_‘{%@ (2 =% ) >
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donde z 2

1> %, son las distancias desde el plano medio a la parte superior e inferior de la k& —

¢sima lamina, N, es el numero total de laminas que compone el laminado y QZ.(J.’“) son las

rigideces reducidas transformadas para un estado de tensiones plano. Las mismas son funcion
del modulo elastico paralelo a la direccion de las fibras £, , del modulo elastico en la

direccion transversal a las fibras E., del médulo de corte G| ., del modulo de Poisson v

LT> T Y

del angulo (8 de las fibras en la lamina £ .

Por otra parte, las vibraciones libres de una placa eléastica delgada son descritas por la
ecuacion diferencial

O*u(z,, ,,t)
ot?

donde p denota la densidad del material de la placa.

A(u(z,z,,t)) = —ph , (6)

En el <caso de modos normales de vibracion se puede adoptar
w(w,, Ty, t) = w(z,,x,)coswt,y en consecuencia (6) se reduce a

A(w(z), z,)) — phwzw(wl,xQ) =0 (7

Las condiciones de contorno que corresponden a una placa anisotropa de forma arbitraria
con contorno regular y bordes elasticamente restringidos contra rotacion y traslacion estan
dadas por

cp(s )g: (Mn}(s) + Myn3(s) + 2H,on, (s)ny(s)), @®)
Ca et (O ot CCEIN
Dy )+ g (205) 2206),
donde

w=w(o(s),a(s),t),M, = M, (o (s),a,(s),t),i = 1L,2,H, = H, (a(s),0,(5),t),

0w 0w 0w
M =—\D.—+D,,—+2D
1 (w) [ 11 axf + Dy Bxg + 2D 0z,0z ]
0w 0w 0w
M. =—|D,—+D 2D,
»(w) [ 22 (%; + Dy 9z 2 + 20y &vlaxz]
How) = —|p 2% p 32_w+2D 0w
12 = 16 81:12 2 8x§ 66 0,01, |
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Dado que las condiciones de contorno que poseen derivadas de orden mayora m — 1 se
denominan inestables para una ecuacion diferencial de orden 2m, las condiciones (8) y (9)

son inestables sies 0 < ¢, ¢, < 0o. Sise hace ¢ — 00, entonces resultan condiciones

R ‘T
estables o geométricas.

Las condiciones de contorno naturales y las geométricas son de naturaleza diferente por
ello y a efectos de distinguirlas claramente es adecuado el uso del espacio V' cuyos elementos
pertenecen al espacio de Sobolev H?*(G) y que ademds satisfacen las correspondientes
condiciones de contorno estables homogéneas'®.

Una solucion débil de la ecuacion Au = f de cuarto orden es una funcion del espacio

H?*(G),y en consecuencia el espacio V esta dado por:

ov

. o = 0,en el sentido de las trazas |, (10)

V= {v,v e H*(@),v |

cuando ¢, = ¢, = co. Por otra parte, cuando estos coeficientes toman valores finitos

desaparecen todas las condiciones de contorno estables y puede adoptarse como espacio V' al
dado por V = {v,0 € H*(G)}.

Ahora el problema (3) con (8) - (9) se puede transformar en otro que conduce al concepto
de solucion débil. Para el caso estatico se elimina la variable ¢ de las condiciones (8) - (9) y

se asume que ¢(z) € C(G) y w € CY(G) es la solucion clasica del problema (3) y (8) - (9).
Si se adopta una funcion arbitraria v € V, y se multiplica la ecuacion (3) por esta funcion y
luego se integra sobre el dominio G resulta

ffG A(w(z,, 7)) Jo(z), 20 )dr = ffG q(z,7,) v(z,2,)dz, con dr = dr,dx,. (11)

A efectos de transformar adecuadamente ciertos términos se aplica la formula de Green

ffu—x:f uvnds—ff 5’ d:z:quH()(G)

donde n, denota la componente de la normal exterior al contorno de G. La aplicacion de esta
formula al miembro de la izquierda de la ecuacion (11) conduce a

v v
B(w,v) = —ff l a o7 ~ o+ My(w ) o +211112(11;)—(%1(%2 Px+
ov
+f w)ny + Hy(w) ds +f w)ny + Hyy(w)n 1>8x ds —, (12)
2

OM,(w) OH,(w) OM,(w) OH,,(w)
B 80[ oz, * oz, vnlds_j:‘ie oz, * oz, oy ds
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Ahora es conveniente introducir a la longitud de arco s como variable a lo largo del
contorno JG y la distancia n medida desde el contorno y a lo largo de la normal exterior a

OG' . Sea G un arco de curva representado paramétricamente por la funcion C' dada
por: a:[0,]] = R* a = (a(s),a(s)),s €[0,l] con | = Z(a) =1(0G). Si ¢ = ¢(s)
denota el 4ngulo que forma la recta tangente a G con el semieje positivo x, se obtienen las
siguientes transformaciones:

z, (n,s) = ay(s) + nseny(s),

T, (n,5) = a,(s) — ncosy(s),

y las relaciones

Ov(z,z,)|  Ov(ey(s),0(s)) v (a,(s),ay(s))
83];’1 2 ve 18n - 165 o (13)

dv(z,zy)|  Ov(oy(s),a(s)) v (ay(s),a(s))
8—% o = on Ny + Y (14)

Si se reemplaza (13) y (14) en (12) se obtiene

0% 0%
B(wv)——ff[ +M2( )82+2H12( )8 o ]dx—f—
2

ov
+f (Mnf + Myni + 2H,,nn, >8_d8 +
ov
+f M M n1n2+H (1—n2))a—ds—|—
oM, OH,, oM, OH,
—|—f0G[—[ oz, + oz, n, — + n, |vds.
Dado que para una funcién P (z,,z,,t) se verifica

o, O,
Ov(ay(s), (s OP(z,x,
faGP(xpr’t) ( 1(8?9 ()>ds = —LG%v(al(s),%(s))d(S,

(15)

al reemplazar en (15) resulta

Bt =~ [ [

Jv
2 2
+ fa (M - M3+ 2H,ymin, ) == ds +

0% 0%

2H
8:172 * () Oz,01,

+ My(w) o~

d
&B ]£B+

! (16)
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oM, 0H, oM, (9H12
+ 8G[ [axl + 83:2 ]nl [8 + 8:1: vds

0 2(6) — 2
B 8G%((M2 — M, )ny(s)ny(s) + Hyy (07 (s) — n3(s))) vds

0% 0%
M. 2H
+ (W )8:1:2 * (W )3:1:18x2

]d:l: +

De (8) y (9) se obtiene
8361

B(wv)——ff
ow Ov

+f8GCR()8n8nd +f cp(s)wvds

La integral doble en (17) constituye la forma bilineal A(w,v) asociada al operador

diferencial A definido en (5) y las integrales curvilineas constituyen al denominada forma
bilineal de contorno a (v, w). La igualdad (11) se transforma en

B(w v f q 'Ud.'L' - (Q7 )LZ( )

(17)

Ahora es posible considerar hipétesis mucho menos exigentes. Asi sea ¢(z) € I*(G) y

w € H*(G), donde H*(G) es el espacio de Sobolev compuesto por las funciones de I*(G)
que admiten derivadas débiles hasta las de segundo orden. Si la forma bilineal B(w,v) es

continua, una funciéon w € H?(G) se denomina solucién débil del problema de contorno
(3),(8),(9), si se verifica

w eV,
18
B(o,w) = (1,6) 5, V0 € V. (18)

Para demostrar que la forma bilineal B(w,v) es continua se considerara que los términos

que componen a A(w,v) son de la forma D, f fG D*wDPudz. Luego en virtud de la

desigualdad de Schwarz resulta que existe una constante ¢, > 0, tal que es

2
(@) ”w HG)’ Vo,we H (G). (19)
9 8w 8'1) 1
Por otra parte, dado que w,v € H*(G), resulta que 7 Da € H(G), yen

consecuencia estas funciones poseen trazas que pertenecen a [?(0G). De acuerdo con el
teorema de las trazas'®, existe una constante C, > 0 tal que
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ov o0v

= SC‘— <G, VveH()G,
‘ on L2(8G') 2 on Hl(G) || ( )
Entonces si Ch, denota al valor maximo de c,(s), resulta
Ow Ov owl|| Ov
-~ - < — || <
faG (5) on On ds‘ - cRofac onl|on ds < CRO\/ aG 8n \/f

< CRUC’2 ”v

HYG)'

De igual forma, si ¢, denota al valor maximo de c,(s), resulta
0

‘fdG sywvds <CTL/:)G|U)|| |dS<CT\/j;G | dS\/j;G|w| ds <

< 1.0 o |

En consecuencia la forma bilienal de contorno

ow Ov : o
a(u,w) = fa GcR(s)%%ds + fa GCT(s)wvds verifica la condicion:

|a(

De (19) y (20) resulta que B(w,v) es continua en H* (G )x H?(G), es decir, que existe
una constante C, > 0 tal que es

H(G)

ol®

#(G)’ con C; > 0. (20)

| B(w,v)| §C4||v .V v,we HE(G).

” H*(G) ” v H*(G)

Si B(w,v) es V —eliptica, entonces el problema en consideracion posee una Unica

solucién débil w'®. Para demostrar que la forma bilineal (17) posee esta propiedad se
aplicara la desigualdad demostrada en referencia 17:

0*w &*w O*w  *w 0w ?
1 Po[5) +20 58 G s+ P 8
0w 0w 0w 2
4D, ———+ 4D | —— | |dz,dx, >
T35 8x22 oz, 0, + s oz, 01, Tty =

d:z: dx

Ch3ff

5] 2l +( 5]
+
6x1 O, 0z, 8x2
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Si se aplica esta desigualdad en la expresion (17) resulta que existe una constante C; > 0
tal que es

B(vv)——ff[ M()a2 +2H,,(v) 0% ]dax-l—

0x1 oz 2 O, 0,
.- 2ds >
faG R an ds +f vds

=G, [axl] [ig] +[axlax2]]d + fyper(@n’ds

Ahora es posible aplicar la desigualdad de Friedrichs'®,

”u ’ K ;ffG(Diu)QdaH—j;GuQ s)ds

Asi resulta
8% 2 )
>
[ ] [ x%] +[8$18x2]]d +f e (s

, K > 0,Yu € H*G).

B(v,v >Cff

>c| [ 8—202+ a22’2+ a:+f Vds | > 21
-7 ¢|| 0? O3 oz 8362
Coi
> 7”11 HZ(G)’VU eV,

donde C. = min{C merlcT( )}

La desigualdad (21) implica que B(w,v) es V — eliptica.
En el caso del problema dindmico, la formulacion débil consiste en obtener una funcién w

{wev, w # 0,

B(v,w) — Q(v, w)LZ(G) =0, YveV.’

Es conocido que si la forma bilineal B (v,w) es simétrica, continuay V — eliptica , tiene

. . 16
un conjunto numerable de autovalores que estan dados por

Q —mln{ Blew) e V,v#0

1 (v,v) 206

Q :min{(,jg,(& veV,vz0, (v,9,) =0,...,(v,0,)

n 1”'”)L2(G) LZ(G) " Yn

= 0},n =23,...

(@)
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4 APLICACION DEL METODO DE RITZ

4.1 Energia cinética y energia de deformacion

Para determinar las energias que intervienen en el funcional que debe minimizarse en la
aplicacion del método de Ritz, se realiza el siguiente cambio de variables

T =1 ja, Yy =T,/ (22)

De manera que el contorno de la placa puede expresarse como z° + y? = 1. La maxima

energia de deformacion y la méaxima energia cinética de la placa debidas a vibracion arménica
simple con pequenas deformaciones, pueden escribirse de la siguiente forma:

2 2 2 2 2 2
Umax :l.”‘ Dlli‘& 61/12/ +3D1281/I2/av2/+D22% % +
2% a’\ Oz ab ox” 0Oy b’ \ Oy

‘ ) (23)
2 2 2 2 2 2
+i2D16 amQ/ o +i2D26 avz/ L +iD66 al dz dy
a ox oxdy ) b oy ox0y ) ab ox0oy
_ 1 2 2
T =5 hpo'ab ﬂW da dy, 24)

donde @ es la frecuencia natural, W es la amplitud de la deflexion normal al plano medio de

la placa, a y b son las medidas de los semiejes de la elipse (Figura 1a) y G" es el dominio de
la placa en las coordenadas zy definidas con las expresiones (22).

La energia de deformacion de los vinculos rotacionales y la energia de deformacion de
los vinculos traslacionales estan dadas, en el sistema ., respectivamente por

2
1 owY 1 ow ow
U == (&) — | ds == ()| =—n, +—mn, |ds, 25
" 2?;% S(an) S QicR S L&L‘lnl 8%an S (25)
1
U, = B (]5 ¢, ($Hwds (26)
FYe.

En este trabajo se considera que los parametros que definen las restricciones rotacionales y
traslacionales son constantes a lo largo del contorno por lo que ¢, (s)=c, y ¢, () =c,.

Considerando lo expresado anteriormente y el cambio de variables dado por (22), la méxima
energia de deformacién de los vinculos rotacionales y traslacionales (25) - (26) se convierten
respectivamente en
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1 Fl1(owY sen’p
R,max = ECR _[ ") a 9 2 2 *
0| @ z sen g0+(a/b) cos” @
+38W oW seng cos @ .\ 27)
ab O0r Oy (b/a)sen%o + (a/b)cos.2 @
2 9 =
)| e |7,
b”\ oy (b/a) sen’p + cos’ @ 2
1 2 f/
_ 2
T.max ECT .[ W gd@ (28)

donde L es el perimetro del contorno de la placa elipticay = seng, y = cos¢ .
El funcional de energia para el caso de vibraciones libres resulta

F=U _+U +U -1 (29)

maz R.maz T, maz maz

4.2 Problema de Autovalores

Se propone como funcién aproximante a un conjunto de polinomios en dos variables
(z,y), de manera que la deflexion del plano medio se expresa mediante

-

q
-1 j-1
i=1 j=1

2 9 k
ey (@t +yt =) (30)
donde ¢, son coeficientes indeterminados, k£ es una constante que depende de las

condiciones de contorno, £ =1 para borde simplemente apoyado, k¥ = 2 para borde
empotrado y finalmente £ = 0 para borde libre 6 con restricciones elésticas traslacionales y
rotacionales.

La aplicacion del método de Ritz requiere la minimizacion del funcional (29) respecto de
cada coeficiente c; ; yesto conduce al planteo del siguiente sistema de ecuaciones,

0 . .
a(F)zO, i=1L...,p,7=1...,q. 31)
ij

El determinante de este sistema debe verificar

K- ™| =0, (32)
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donde las matrices cuadradas y simétricas K y M contienen los términos de las energias de
deformacion y cinética del sistema.

5 RESULTADOS NUMERICOS

En esta seccion se presentan algunos resultados que pueden determinarse aplicando la
formulacion propuesta. Cabe destacar , que se puede considerar la influencia de la variacion
de distintos parametros en la respuesta dinamica de las placas elipticas laminadas analizadas
en este trabajo. A saber:

e secuencia de apilamiento (definida a través del numero de capas y del angulo de
inclinacion de la fibra de refuerzo),

e propiedades elasticas del material de cada ldmina,

e relacion de aspecto de la placa (definida por medio de %)y

e coeficientes de restriccion rotacional y traslacional.
Por esta razén se determinaron las frecuencias de vibracion sélo para algunos casos
representativos.

1
Tabla 1: Comparacion de los parametros de frecuencia fundamental ( pha’at / H )2 ,con H = D, + 2D,

N° de términos

a .
b 2x2 3x3 4x4 5x5 Referencia [11]
(1) Vidrio /epoxi Dy, /H = 3.75,D,, [H = 0.80,v;, = 0.26)
2.5 39.581 38.810 38.810 38.796 38.849
2 27.725 27.349 27.349 27.345 27.376
1.25 16.425 16.236 16.236 16.234 16.242
1 14.445 14.225 14.225 14222 14225

(2) Carbono /epoxi ( Dy, /H =15.64,D,, [H = 0.91,v,, = 0.32)

2.5 47.055 46.482 46.482 46.476 46.501
2 36.258 35.867 35.867 35.864 35.876
1.25 27.498 26.967 26.967 26.958 26.959
1 26.242 25.469 25.469 25.444 25.442

(3) Keviar ( Dy, /H = 2.60, D, /H = 2.60,v,, = 0.14)

2.5 65.827 63.278 63.278 63.127 63.077
2 43.297 42.109 42.109 42.074 42.043
1.25 19.989 19.742 19.742 19.740 19.726
1 15.319 15.154 15.154 15.152 15.142

En la Tabla 1 se presenta una comparacion de los parametros de frecuencia fundamental
entre los obtenidos en este trabajo y los proporcionados por Chakraverty y Petyt''. Estos
autores usaron el método de Rayleigh — Ritz, con polinomios ortogonales caracteristicos en
dos dimensiones como funciones admisibles. Consideraron placas elipticas empotradas en el
contorno, con ortotropia rectangular y materiales con diferentes propiedades. En este caso los
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ejes principales de ortotropia son paralelos a los semiejes de la placa eliptica por lo que las
rigideces que definen el acoplamiento flexo-torsional son nulas, es decir D, = D,, = 0. Se

puede observar que existe muy buena concordancia en todos los casos.

25
i e
20 4 —
T =00,R = o0
S \ Q,
15 +
Qi --------- 7 £,
T N T =00,R=0
e _ \ Q
------------------ Tt '--~h;.
! /
T—10R=10 —
0 i i i
2x2 3x3 4x4 5x5 6x6

N° de términos

Figura 2: Variacion de los dos primeros coeficientes de frecuencia €2, = w}aQ Jph/ D,
para placas elipticas laminadas (45°,—45°,—45°,45°) , con a/b =2

Las placas analizadas en las Figuras 2 a 6 son laminados constituidos por laminas de
grafito-epoxi con las siguiente propiedades elasticas: E, /E, =400, G, /E =05y
v, = 0.25, proporcionadas por Liew y Lim'®.

A los efectos de mostrar la convergencia de los valores numéricos obtenidos con la
aplicacion del algoritmo desarrollado en el presente trabajo, en la Figura 2 se muestra la

variacion de los coeficientes de frecuencia adimensional Qz’ = wiaQ [ph /D, , con

— 0 3 _ 3 . .
Dﬂ =Q,h /12=E h /[12(1 — I/LTZ/TL)}, correspondientes a los dos primeros modos de
vibracion, a medida que se incrementa el nimero de términos en la funcidon de aproximacion.
Se analizaron placas elipticas laminadas, con relacion de aspecto a/b = 2, y distintas

condiciones de contorno: simplemente apoyadas, empotradas y con restricciones elasticas. La
secuencia de apilamiento del laminado es (45°,—45°,—45°,45°). Teniendo en cuenta que los

resultados obtenidos con la aplicacion del método de Ritz son cotas superiores de los valores
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exactos, se puede concluir que es posible obtener una buena aproximacion tomando 4x4
términos en la funcién de aproximacion para la frecuencia fundamental. En el caso de la
segunda frecuencia es necesario tomar mas términos. Ademas, se aprecia que la influencia de
las condiciones de contorno en la convergencia de los coeficientes de frecuencia
correspondientes a los modos superiores, es mayor.

10

0 1 % 1 1 1
0,01 0,1 1 10 100 1000 10000
T = cTag/D_g

Figura 3: Variacion del coeficiente de frecuencia fundamental €2, = w1a2 [ph / D, conel

coeficiente de restriccion traslacional.

En la Figura 3 se muestra la variacion del coeficiente de frecuencia fundamental

Q= w1a2 Iph /D, , con el parametro adimensional de restriccién traslacional

T = cTa3 /D , tomando ¢, = 0. La Figura 4 muestra la variacion del coeficiente de
frecuencia fundamental, con el pardmetro adimensional de restriccion rotacional
R = cpa /D , tomando ¢, = co. Los casos mostrados en Figuras 3 y 4 corresponden a
placas equiangulares con secuencia de apilamiento (8,—03,—(3,3) y relacion de aspecto
a/b = 2.Como es esperable, en ambas figuras se observa que al aumentar el coeficiente de

restriccion aumenta la frecuencia para todos los valores del angulo 5. En la Figura 5 se

muestra la variacion del coeficiente de frecuencia fundamental, con los parametros de
restriccion rotacional y traslacional de placas elipticas laminadas con secuencia de

apilamiento (45°,—45°,—45,45), para tres relaciones de aspecto (a/b = 1,2, 3) .
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18
16 -+ T~
14 +
12 7 B = 30°
10 +
1
8 + 8 = 15°
6 L
4 -F
2 1
0 : : : : :
0,01 0,1 1 10 100 1000 10000

R = cHa/Dﬂ

Figura 4: Variacion del coeficiente de frecuencia fundamental €2, = w1a2 [ph / Dﬁ con el

coeficiente de restriccion rotacional

35

a/b=3

30 +

25 +

0. 207

1 a/b:2

15 +

10 +
a/b =1

5,,

0 i # 1 # 1
0,01 0,1 1 10 100 1000 10000
R=T

Figura 5: Variacion del coeficiente de frecuencia fundamental 2, = w1a2 [ph | D 3 con

los coeficientes de restriccion rotacional y traslacional para una placa laminada

780



Liz G. Nallim*, Ricardo O. Grossi*

Finalmente, a modo ilustrativo en la Figura 6 se muestran las frecuencias y formas
modales correspondientes a los ocho primeros modos de vibracion de una placa eliptica
laminada (45°,—45°,—45°,45°), con bordes eldsticamente restringidos R = 50,7 = 50 y

relacion de aspecto a/b = 2.

Q,=11.712 Q,=15.064 2,=18.495

Figura 6: Coeficientes de frecuencia {2, = wla2 [ph /Dﬂ y formas modales de una placa eliptica

laminada (45, —45,—45,45), con a/b =2, coeficiente de restriccion rotacional R = 50 y

coeficiente de restriccion traslacional 7' = 50

6 CONCLUSIONES

La formulacion débil de un problema de contorno y/o de autovalores cobra importancia
cuando la solucién clésica no existe, y este es el caso de la mayoria de los problemas reales.
Obtener la solucion clasica consiste en hallar una funcion que verifique determinadas
caracteristicas de continuidad. Por otra parte, aunque la solucion clésica exista, esta puede ser
de muy dificil obtenciéon. A todo esto se debe sumar que en la formulacién débil, las
demostraciones de existencia y unicidad se concretan de una forma mucho mas sencilla y
elegante. Finalmente, se tiene que recordar que las soluciones débiles constituyen la base de
varios métodos numéricos de muy amplia difusion y aplicacion en nuestros dias, tal como es
el caso del método de los elementos finitos. Por esta razon, en este trabajo se presenta la
demostracion de la existencia y unicidad de la solucion débil del problema de contorno y del
problema de autovalores que describen respectivamente el comportamiento estatico y
dindmico del sistema mecanico estudiado.

Para el tratamiento de las vibraciones transversales de placas elipticas laminadas con
contorno eldsticamente restringidos, se propone un algoritmo general basado en la aplicacion
del método de Ritz con el uso de productos de polinomios simples como funciones
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admisibles. De esta manera, se deriva la ecuacion de frecuencias que permite el analisis de
placas con diversas caracteristicas geométricas y mecanicas. El algoritmo es numéricamente
estable, sumamente flexible, general y de facil implementacion en una computadora.
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