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Resumen. Se presenta un esquema TVD (Total Variation Diminishing) incorporado a una
formulacion de volimenes finitos centrada en celdas no estructuradas, para su aplicacion a flujos de
Euler tridimensionales. Con dicho esquema, para alcanzar una aproximacion de segundo orden en las
zonas de flujo con variaciones suaves y a la vez evitar oscilaciones en cercanias de las
discontinuidades, se hace uso de distintas funciones limitadoras las cuales se aplican a cada onda en
particular (onda a onda). Aqui se analiza la posibilidad de reducir la difusion numérica en las ondas
de las familias dos a cuatro (ondas lineales) utilizando funciones compresivas, entendiéndose como
tales a aquellas que dan una mayor ponderacion a la aproximacion de segundo orden del flujo
numérico. Sin embargo, debido a la utilizacién de funciones mas dfusivas para las ondas de las
familias uno y cinco (ondas no lineales), se comprueba que el esquema TVD no pierde robustez. Para
verificar el desempefio del esqguema numeérico se modela un caso de una superficie de deslizamiento
entre dos flujos de distintas velocidades e igual presion. Por otro lado y con la finalidad de verificar
la robustez del método propuesto para capturar discontinuidades, se calcula el flujo alrededor de
cuerpos romos axialmente simétricos considerando nimeros de Mach entre cinco y quince. Los
resultados muestran claramente que las modificaciones introducidas hacen que € esquema sea menos
difusivo y no pierda robustez con respecto a otros esgquemas TVD. Se puede afirmar que la técnica
TVD propuesta conjuga las potencialidades de los esquemas que utilizan una sola clase de funciones
limitadoras, consiguiéndose una adecuada definicion tanto en los choques como en las

discontinuidades de contacto y deslizamiento.
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1 INTRODUCCION

En la resolucién numérica de las ecuaciones de la mecéanica de fluidos con la técnica de
volumenes finitos surge la necesidad de discretizar las derivadas de los flujos convectivos.
Las técnicas de discretizacion tradicionalmente utilizadas surgen de aproximar la ley de
variacion de las variables con funciones polinbmicas de distintos grados. Estas
aproximaciones dan excelentes resultados cuando las variables presentan modifaciones suaves
pero tienen serias dificultades cuando la solucion es discontinua. En estos casos, |0s esquemas
gue utilizan aproximaciones de orden dos 0 superior presentan inconvenientes en la
convergencia gque, de alcanzarse, resulta en soluciones con oscilaciones en las cercanias de las
discontinuidades. Por su parte, los esquemas que utilizan aproximaciones de primer orden
generan soluciones sin oscilaciones pero en general con discontinuidades muy pobremente
resueltas (esguemas altamente difusivos).

Como solucion a este problema, surgieron esguemas que implementan “funciones
limitadoras” (Hirsch, 1992) para calcular localmente combinaciones linedles de las
aproximaciones de primer y segundo orden seguin la suavidad de la variacion de las variables
en la zona. A estos se los conoce como esquemas TVD (Total Variation Diminishing) aunque
estrictamente hablando, la condicion TVD ha sido demostrada formalmente solo para
esquemas de una Unica ecuacion de conveccion escalar (problemas unidimensionales con una
anica incognita).

Se desarrollaron muchos tipo de funciones limitadoras (Sweeby, 1984) y se estudiaron los
l[imites que estas deben tener para que € esguema unidimensiona de una Unica incognita en
que se utilicen resulte TVD. Cuanto mas peso se da en la combinacion linea a la
aproximacion de primer orden sobre la de segundo, mas difusivo resulta el esquema (ausencia
de oscilaciones en las cercanias de las discontinuidades aungue su definicion es pobre) y
reciprocamente, cuanto més peso se da a la aproximacién de segundo orden, mas compresivo
resulta el esguema (definicion aguda de las discontinuidades y tendencia del esquema a
soluciones oscilantes y a tornar escalonadas a zonas de variacion suave).

Para extender estos conceptos a sistemas de ecuaciones lineales y no lineales, se perdio6 la
garantia acerca de la condicion TVD (Toro, 1994) siendo necesario tomar ciertas decisiones
sobre como hacer esta extension, por gjemplo:

- Aplicar una Unica funcion limitadora o tantas como ecuaciones tiene el sistema que
se esta resolviendo.
Aplicar las funciones limitadoras segiin una descomposicion espectral del salto de
variables o componente a componente de las ecuaciones
Que variable (su modificacion) tener en cuenta para € caculo de la/las funciones
limitadoras escalares.

Los esquemas que resultaron ser mas robustos utilizan en general, tantas funciones
limitadoras como ecuaciones aresolver tenga el sistemay trabajan sobre una descomposicion
espectral del salto de las variables conservativas (Toro, 1994).

Para €l caso particular del sistema de ecuaciones de Euler tridimensiona, la
descomposicion espectral da lugar a la aparicion de tres familias de ondas lineamente
degeneradas (Leveque, 1992). Esto hace que las discontinuidades asociadas con estos
autovalores resulten muy dificiles de resolver en forma precisa excepto por esquemas que
utilizan funciones limitadoras fuertemente compresivas (Hirsch, 1992) que resultan poco
robustos a la hora de resolver discontinuidades en las familias de las ondas no lineales.

En este trabgo se presenta un nuevo esguema con capacidad para resolver
satisfactoriamente discontinuidades asociadas a las familias de ondas linealmente degeneradas
y con una robustez semeante a la de los esquemas méas difusivos. Dicho esguema se
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implement6 en un codigo computacional tridimensiona con capacidad de trabajar con mallas
no estructuradas.

2 DESCRIPCION DEL ESQUEMA

El esquema desarrollado utiliza la técnica de volUmenes finitos para la resolucion numérica
de las ecuaciones de Euler tridimensionales dadas por:

RS BT B LT S V= 1)
It ix Ty |74 t

donde U es €l vector de variables conservativas, f,, g,y Y h(,) las componentes segiin las

tres direcciones coordenadas del vector flujo F. Integrando la ecuacion anterior en un
volumen cerrado y utilizando el teorema de la divergencia se obtiene:

e @
donde n es el versor normal ala superficie y saliente del volumen. Estas integrales se realizan
en cada una de las celdas que conforma la mala, siendo los volimenes de integracion
tetraedros.

Al utilizar una formulacion centrada en las celdas de una mallafija, por 1o que las variables
toman un Unico valor dentro de cada celda a igual que el flujo numérico en cada cara
Teniendo en cuenta estas hipdtesis y adoptando una discretizacion tipo Euler hacia adelante
para la derivada temporal, la Ec.2 puede discretizarse del siguiente modo:

n+1_ n ncaras
J_-u Wol+ g F - npA, =0 €)

=1

aqui U"y U™ son los vectores de variables conservativas en los pasos de tiempo ny n+1
respectivamente, Vol € volumen de la celda, Dt e paso de tiempo, Fj* el vector flujo

numerico en lacaraj, n; lanormay A; suarea
Laférmula de actualizacion del vector de variables conservativas se deduce de la Ec.3:

U“+1:U“-%X° F-n>A, =0 @)
=1

La proyeccion del vector flujo numérico sobre lanormal F - n. que en adelante llamaremos
f*, se calcula basandose en € esquema TVD propuesto por Harten (Harten, 1982;Harten,

1983) y modificado luego por Yee (Yee, Warming and Harten, 1985). Si bien este método fue
originalmente desarrollado para esquemas de diferencias finitas, se lo ha extendido
exitosamente para formulaciones de volumenes finitos (Udrea, 1999) similares a la utilizada
en este trabgjo.

Suponiendo que la cara en que se evalla €l flujo numérico separa dos celdas que llamamos
i ei+1, para calcular € flujo numérico propuesto por HartertY ee se debe comenzar desde los
estados derecho eizquierdo (U,,, y U,), calcular el estado promedio de Roe (Roe, 1981; Roe

and Pike, 1984) (U ,), cacular los autovalores (I™,) y autovectores (r™, ) de la matriz
|+E |+5 i+=
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jacobiana y expresar ad salto de U a través de la cara como combinacion lineal de los
autovectores del estado intermedio:

Ui+1' U, =a a.m >¢.m1 (5)

Posteriormente, e flujo numérico se calcula segun:

* fi +fi+ 1 m em

I s L ©
donde f, y f.,, son los flujos tedricos (fisicos) normales a la cara en cada una de las celdas
que dicha caraseparay F™, es el limitador de flujo que en e esquema original de Harten

i+—

Y ee se calcula como:

F:l =0 +g |l r:l +ginll >ﬁ:£ (7)
2
siendo:
m S g : m m m m dfl
g =—xmax&,mn{l ", xa",|,SHl ", a0 (8
2 é H—Z I+E |-5 IE T
0
s:s'gngf"?li ©
Y
:gi;r;gi S a:£10
I i+= 2
g, =t (10)
2 : 0 s a", =0
1
|

La funcion limitadora utilizada por este esquema (Ec.8) se conoce popularmente como
minmod (Sweeby, 1984; Leveque, 1992; Hirsch, 1992; Toro, 1999) y es la més difusiva, ya
que toma e minimo \alor posible para que € esquema mantenga su condicion TVD. Esto
implica que en las discontinuidades el peso que se da en la combinacién lineal a flujo de bajo
orden es alto comparado con el que se daa de ato orden, con lo que €l esquema resulta muy
robusto pero con tendencia a ser demasiado difusivo. El otro extremo es la funcién limitadora
“superbee” (Hirsch, 1992) que pondera mayormente la contribucion del flujo de alto orden.
La implementacion de esta funcidén conduce a esquemas excesivamente compresivos y con
una tendencia a oscilaciones que hace que resulte muy poco robusto para aplicaciones
précticas generales.

En la solucion numérica de las ecuaciones de Euler tridimensionales aparecen cinco
familias de ondas. Si se las enumera segun su velocidad, siendo la uno la mas lenta y la cinco
la més rapida, se demuestra (Hirsch, 1992; Toro, 1999) que en las ondas de las familias dos a
cuatro, la velocidad de las caracteristicas a uno y otro lado de la discontinuidad son iguales e
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igual a la velocidad de movimiento de la discontinuidad. Esto hace que resulte muy dificil
resolverlas numéricamente con precisién y que tiendan a resultar difusamente resueltas.

En este trabajo se explora la posibilidad de usar diferentes funciones limitadoras para las
distintas familias de ondas. Se procura mejorar la resolucion de las discontinuidades asociadas
con las familias dos a cuatro usando funciones limitadoras compresivas (superbee) sin perder
robustez gracias a uso de funciones limitadoras mas difusivas (minmod) para las familias de
ondas uno y cinco.

Para introducir la funciéon limitadora “superbee” en el esguema de HartenYee se
reemplaza la Ec.8 por la Ec.11:

i
i 0 S a.+1 >am1 <0
i "z 2
9 =i (11)
i
i max|[0, min (2>,1), min (r, 2) APl s a", ™30
T i- E I-E I+E i E
siendo:
™ pa
r= 2 (12)

™ a™
. .

Para aumentar la robustez del esquemg, la implementacion de esta idea se lleva a cabo
utilizando diferentes funciones limitadoras solo en aguellas interfaces en que las
discontinuidades de mayor intensidad relativa son las registradas en las ondas centrales y
utilizando el esquema de Harten-Yee tradicional en € resto de los casos. Surge la necesidad
entonces de comparar la intensidad de las distintas ondas Para Iograrlo no se pueden

comparar directamente los coeficientes de la descomposicion espectral g s ya gue estos
Y]
dependen del modulo que se haya dado a cada autovector.
En este trabajo se adoptd un sistema de coordenadas local en cada cara donde el versor i
coincide con la normal, y los versores j y k indican dos direcciones tangenciales a la cara en
cuestion. Teniendo en cuenta este sistema de coordenadas, |0s autovectores utilizados fueron:

¢ 1o & b b eou sou 61w
é U € 0 / u 840 é u
~ - - P s <0 - ~ + -
ey 8 ¢ Qu ela  eltdy
n=é v ur=% V 4 r,=&0 r,=800 r,=€é v 0 (13)
é U ¢ W U ZOU e, é a
é U QU2 +v2 + w2 )] u é+u e W ¢
EH- uay 6 2§ & ewt EH +u>al

siendo H la ental pia de estancamiento.
DelaEc.13 puede deducirseque a* ,, a®, y a° , miden e salto de densidad en las ondas
g gy

1, 2y 5 respectivamente y que a°, y a*, miden e sdto en ambas componentes de la
I+E I+E
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velocidad tangencia en las ondas tres y cuatro. Para comparar estos saltos se hace necesario
la eleccion de una densidades de referencia r ., ¥ una velocidades de referencia u,, paraasi

comparar las intensidades:

(13)

Iy

En este trabgjo se fijo como densidad de referencia a la densidad media de los dos estados
gue la celda separa’y como velocidad de referencia a promedio de las velocidades del sonido
de dichas celdas.

Finalmente, s e maximo de 1,1, es mayor que e méaximo de 1,,1,,1, se utiliza e

esquema HartenY ee sin modificar; en caso contrario, los valores de g7, g’ y g* secalculan

con la funcién limitadora superbee (Ecs.11y 12) y losde g y g° con la funcién limitadora
“minmod” (Ec.8).

3 IMPLEMENTACION
3.1 Evaluacién delas funcioneslimitadoras

Para e calculo de la Ec.7, es necesario evaluar las descomposiciones espectrales de los

incrementos de las variables conservativas (Ec.5) no solo en lainterfase i +§ sino también en

lainterfase i - % parael caculode g y en lainterfase i+% parael caculode g7, .

Como se comentara anteriormente, € méodo de HartenYee fue desarrollado
originalmente para esquemas de diferencias finitas en donde esta claramente definido qué

valores toman las variables a ambos lados de las interfases i - % e i+g. Sin embargo, en el

contexto de malas no estructuradas tridimensionales en genera de tetraedros, la
identificacion de las celdas i e i+1 resulta intuitiva (las dos celdas que la cara separa) pero no
la de las celdas 1 e i+2, ya que aegandose de la cara, no hay dos unicas celdas en contacto
con los tetraedros que ella separa.

Para alcanzar segundo orden de exactitud en espacio y tiempo, € esquema necesita recavar
informacién acerca de cdmo estan variando las variables conservativas hacia la derecha de la
celdaderechay hacialaizquierda de la celdaizquierda

Si se analizan dos tetraedros iguales con una cara en comun, se ve gue los nodos no
pertenecientes a la cara coman son puntos del espacio representativos del lugar en que se
busca dicha informacion. Luego, s valiéndose de algun criterio, a esos nodos se les asignan
valores de variables conservativas, pueden usarse como “celdas imaginarias” i1 ei+2.

En € presente trabgjo se han implementado estas ideas, calculdndose los valores nodaes
como un promedio ponderado de |as variables conservativas entre todas las celdas que tocan a
cada nodo. El criterio de ponderacion utilizado fue la inversa de las distancias:
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én Uceldai
i= d .- nodo|

Unodok = 0;1 CGceld:aL o (14)
a

dCGcema - nodok

’u‘

donde dcg_ . nosox €S la distancia que separaad CG delaceldaiy a nodo k y n es & nimero
de celdas que tocan a nodo k.

3.2 Imposicion de las Condiciones de Contorno

El tratamiento de los contornos se hace a través de la técnica de celdas imaginarias (Hirsch,
1992; Toro, 1999). Se contemplan cinco tipos de contornos diferentes:

Entrada Subsonica

Entrada Supersonica

Salida Subsonica

Salida Supersonica

No penetracion (Contorno solido y simetria)

agrwdPE

La determinacién de los valores de las variables primitivas en las celdas imaginarias se
hace o por extrapolacion desde el interior del dominio o a partir de los valores impuestos en el
contorno, dependiendo del nimero de caracteristicas entrantes al dominio en cada caso.

En caso de tener que extrapolar el valor de una variable cualquieraV desde € interior del
dominio, a la celda imaginaria se le asigna e mismo vaor V de la celda adyacente d
contorno. Como € flujo en la cara del contorno se calcula exactamente igual que € flujo en
una cara interna, debe asignarse no solo vaor a la celda imaginaria sino también a cuarto
nodo de la misma no incluido en la cara en cuestion. A este se le asigna €l mismo valor del
cuarto nodo de la celda adyacente al contorno no incluido en la cara en cuestion.

En & caso de imponerse variables tomando informacién de la condicién impuesta en €l

contorno, para determinar el valor en el centro de la celda imaginaria (V . gaimeginaria)» S€ hace

una interpolacion lineal entre el valor de V en la celda del contorno (V yu..e ) Y € impuesto
en el contorno (V ) calculandose:

impuestocontorno

\% =2%/

celdaimaginaria impuestocontorno - Vcel dared

(14)

Llamando u, v y w a las tres componentes del vector velocidad, para los contorno de tipo
uno a cuatro, las variables que se imponen y extrapolan son:

Variable Entr,ac_la Entra}dg SaJi,df_sl Sali(ja_
subsonica super sonica Subsonica super sonica
densidad Impone Impone Extrapola Extrapola
U Impone Impone Extrapola Extrapola
\ Impone Impone Extrapola Extrapola
W Impone Impone Extrapola Extrapola
presion Extrapola Impone Impone Extrapola

Tabla 1. Criterios seguidos en el tratamiento de |os contornos.
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Para los contornos en que se impone no penetracion, se proyecta la velocidad en las
direcciones del sistema normal-tangentes y se extragpolan todas las variables excepto la
velocidad normal que seimpone igual acero en e contorno.

4 CASOSDE PRUEBA ANALIZADOS

Con €l objeto de verificar € desempefio y la robustez del esquema propuesto se modelaron
tres casos de gemplo. El primero es € flujo en un tubo de choque que representa la
materializacion de un problema de Riemann. Con é se pretende explorar la capacidad del
esquema para modelar discontinuidades de contacto en las que € flujo no tiene velocidad
respecto de la discontinuidad (discontinuidad en ondas de la familia 2). El £gundo es €l
modelado de una capa de deslizamiento entre dos flujos de distinta velocidad e igual presion.
Fue elegido para estudiar la capacidad del esquema para resolver flujos en que la
discontinuidad se presenta en las velocidades tangenciales a la interfase (discontinuidad en
ondas de las familias 3 y 4). El tercer caso es € flujo arededor de un cuerpo de nariz roma de
radio constante a velocidades supersonicas de nimero de Mach creciente. El objeto de este
andlisis es ponderar la robustez del esquema ante la aparicion de ondas de choque de gran
intensidad (discontinuidad en ondas de las familias 1 y 5).

4.1 Flujoen € interior de un tubo de choque

El modelo a anadlizar es un tubo de seccion rectangular de 4cm x 4cm 'y de 2m de longitud
[leno con aire. Se parte de una condicién inicial atmosférica en la mitad izquierda del tubo y
presion de 0.1atm. y temperatura ambiente en la mitad derecha.

La evolucién temporal del flujo tiene solucion analitica conocida (Toro, 1999) consistente
en un sistema de tres ondas, un choque que avanza hacia la derecha a una velocidad de
543.4m/s, una discontinuidad de contacto que también se mueve hacia la derecha a una
velocidad de 277.6m/s 'y un abanico de expansion que avanza hacia laizquierda a velocidades
deentre 338.1y 4.9m/s.

La discretizacion espacia utilizada parte de una “célula generadora’ constituida por 6
tetraedros que forman un cubo de 1cm de lado que se repite en un arreglo de 4x4x200 para
formar la malla completa:

Figura 1. Malla utilizada para el modelado del flujo en el interior del tubo de choque.
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4.2 Superficie de deslizamiento

El segundo caso de estudio consiste en un flujo de aire con una densidad de 1.225 K_g , una
m

velocidad de 1690.3 % y una presion de 100000 Pa que fluye sobre otro con una densidad de

3 K—g , unavelocidad de 648.1 g y una presion de 100000 Pa.
m

Por ser no viscoso € modelo matematico utilizado, la solucién analitica para este caso
consiste simplemente en e dedlizamiento sin interferencia de un flujo sobre e otro. La
viscosidad numérica introducida por e esquema hace que se produzca una aparente zona de
mezcla que se ensancha aguas abgjo de la entrada y es precisamente esto lo que cuantifica la
falta de exactitud del esqguema numeérico.

Para el modelado numérico de este caso se utilizé una malla no estructurada que adrede no
cuenta con ningun plano particular en donde debe ubicarse la discontinuidad de deslizamiento
de modo que la misma corte las celdas que alli se ubiquen y el modelado sea representativo de
una discontinuidad calculada en una zona cualquiera de una malla general.

La malla utilizada para este caso (Figura 2) tiene 57.790 celdas tetraedros y 11.503 nodos.
El volumen de control tiene 5m en la direccion de avance del flujo, 1m de alto y 1m de ancho.

Figura 2. Malla utilizada para el modelado de capa de deslizamiento.

L as condiciones de contorno que se utilizaron son entrada supersonica con valores:

Kg

r=3-9 y=e481 2, v=w=0 ", p=100000Pa
m S S

X=-25m;-05m=y=05m;0m=z=05m
entrada supersonica con valores:

r =1225 X9 y=16003 g,v=w=0 g,pZIOOOOOPa
m
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X=-25m;-05m=y=05m;05m=z=1m

En los planos laterales, techo y piso del volumen de control se impuso condicion de no
penetracion y en el plano de salida (x = 2.5m) se impuso salida supersonica.
Lacondicion inicid utilizada fue la solucion analitica

4.3 Flujo super sdnico sobre cuerpo de narizroma

El modelo analizado consiste en €l flujo alrededor del cuerpo de revolucion graficado en la
Figura 3. El radio de la nariz es de 0.15m, sigue luego una parte conica de 10° de angulo y
0.3m de largo y finalmente otra parte conica con angulo de 20° y 0.2m. Se corrieron dos
casos, unoaM =5y otroaM = 15.

Con la simulacion numérica de este flujo se pretende analizar las siguientes capacidades
del programa para:

modelar e flujo sobre la nariz esférica a M=5, que por acanzarse flujo
supersonico nuevamente no depende de laforma del cuerpo detras de ella.

definir con precision la onda de choque que debe producirse en la zona de cambio
de conicidad

verificar que los resultados tridimensionales reproduzcan la simetria axial del

problema.

Se destaca que la simulacion para M=15 no pretende predecir resultados
fisicamente correctos, debido a que la hipétesis de gas perfecto carece de validez
para niumeros de tan elevados. Sin embargo, es interesante estudiar la capacidad
del programa para trabajar con discontinuidades de choque de gran intensidad
como las que se producen en flujos de tales caracteristicas.

0C

0T

)
15/77

03m 0.2m

Figura 3. Esquema cuerpo de nariz roma.

Copyright © 2006 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecanica Computacional Vol XXV, pp. 2485-2502 (2006) 2495

Para e desarrollo de la malla (Figura 4), se hizo uso de la simetria axial del problemay se
model 6 solamente un sector de 90° del flujo externo al cuerpo. La forma exterior de lamisma
es sgmilar a la forma que toma la onda de choque principal minimizando asi la cantidad de
celdas que quedan por delante de dicha onda que agregan costo computacional. Tiene 110.067
celdas y 23.020 nodos.

<

Figura4. Malla utilizada para el flujo sobre cuerpo romo.

Las condiciones de contorno utilizadas fueron entrada supersdnica en toda la parte
delantera del volumen de control, salida supersdnica en el plano trasero y no penetracién en el
cuerpo y los planos y-x y zX.

Para e flujo de entrada en todos los casos se utilizé aire con una densidad de 1.225 K—g y

m
una presion de 100.000 Pa, las componentes de velocidad impuesta en las direcciones z e y
fueron cero y la componente segun x fue de 1690.3 g parael caso de M =5y 5070.9 para €l

caso de M = 15.

5 RESULTADOSOBTENIDOS
5.1 Problema del tubo de choque

Como se sabe (Leveque, 1992; Hirsch, 1992; Toro, 1999) la solucién de los problemas de
Riemann para e caso de las ecuaciones de Euler conduce a un problema de similitud, por lo
gue las variables no son funciones del espacio y del tiempo independientemente sino de su

cociente %9. Su solucion general es un sistema formado por tres tipos de ondas (choques
etg

y/o abanicos de expansion en los extremos y discontinuidad de contacto en la zona central).
Para analizar € desempefio del esquema en la prediccidon de ondas de las tres familias, en la
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Figura 5 se grafica la variacion de la densidad como funcién de ég

ety
analitica en linea roja llena, en rombos azules los resultados obtenidos por e esquema
propuesto en este trabgjo y en cuadrados magenta los obtenidos con € esquema de Harten-

Yeetradicional.

. Se presenta la solucion

LA

12 |
+ limitadora superbee en ondas 2,3y 4y

minmod enondas 1y 5
* limitadora minmod en todas las ondas

—solucioén teodrica

08 r

06

.
,
04 | Y
Iy,

0z | 'L_

-400 -300 -200 -100 0 100 200 300 400 500 600
x/t [m]

Densidad [Kg/m~3]

Figura 5. Resultados tubo de choque.

Puede apreciarse en la Figura 5 que e modelado de las ondas no lineales es exactamente
igual para ambos esguemas pero € modelado de la discontinuidad de contacto ha sido
notablemente mejorado gracias a cambio de funcién limitadora en las ondas centrales.

Se destaca la ausencia de oscilaciones en las cercanias de las discontinuidades en las
predicciones de ambos esguemas y la exactitud en e caculo de las velocidades de
propagacion de las ondas.

5.2 Superficie de deslizamiento

En la Figura 6 se presenta la distribucion del error porcentual en la predicciéon de la
velocidad en uno de los planos laterales del dominio computacional para el esquema de
HartenYee tradiciona en la mitad superior y para el propuesto en este trabajo en lainferior.

Se grafica el vaor absoluto del error en porcentge de la velocidad promedio entre la de la
capa superior y la de la capa inferior:

_ U umérico ~ utec')rico(z)
e, = 00 (15)

u
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. : . m .
siendo Ui, |2 velocidad predicha por el programa en cada punto, Ui,y = 1690.3 < S
. m .

la celda en que se calcula €l error tiene su CG a una coordenada mayor de 0.5m o, 648.1 < s

169030 +p48.1™ .
esmenor y ademés u = S S :1169.2€.

Las soluciones numéricas obtenidas no muestran variaciones apreciables segun el ancho
del dominio computacional, por 1o que las soluciones de cualquier plano son representativas
de lo que ocurre en todo el dominio. Es por eso que en laFigura 6 se presentan |os resultados
sblo en el plano lateral (y =-0.5 m).

LSQULMA ITARTEN-YLELE TRADICIONAL
NPVA/NS S0 \
QAN ;v:/' >
X2
SRS A‘:L‘ A <
.‘.nv)‘w‘v,vnr =

L2258
\VAYAvarss
ISANAZSNVA

DS Y AN 4 VA ANATAYAVAY4 FAVAVAYAYAVAYAVAY Y AN FAVAVAVAYATAYAY ,:

IS Z V)
RIZ00L ara K PATAYAWY ':‘?/‘%e VAYAVAATL Y v X b‘;’;"“'ﬂﬂm
% A X

AN
A\
v\;vi‘ \Z

YA
Tavay, Y

IO

PAYAYAY, !
NN

AVAVAY 4 A 44
ISTATAVATA vy, FAVa Vavirad Vi vavavaavar,
SR 2R ivay.S ¥ AN T

MORNOEIMA /N BTN S AYAVAY Ay AVAYATAYAATiv7,
ISR A AT RO TN/ AAARINERY NSO NN
KINKARRRNIAPCHRKDARAACRAITINANPRNAI SN IVIIRRANAAN

Figura 6. Resultados superficie de deslizamiento.

Si se aproxima wna recta que contenga la zona con errores absolutos mayores al 2% y se
mide el &ngulo entre lalinea superior y lainferior, los resultados obtenidos con € esquema de
Harten Yee tradicional forman un angulo de “estela’ de 9.9°, mientras que los obtenidos con
el esguema propuesto uno de 4.8°.

Se constata entonces que el esquema propuesto resulta notablemente menos difusivo que el
esguema de Harten Y ee tradicional.

5.3 Flujo super sdnico sobre cuerpo de nariz roma

Este caso fue analizado solamente con e esgquema propuesto en este trabajo ya que interesa
verificar s éste goza 0 no de la robustez necesaria para ssimular discontinuidades de gran
intensidad, no siendo de interés demostrar esta cualidad en el esquema tradicional .

En las Figuras 7, 8 y 9 se presenta la distribucion de presiones calculada sobre €l cuerpo y
los planos de los contornos para € caso de M=5. En la Figura 8 se utilizd una escala de
presiones adecuada para la visualizacion del choque secundario formado en la zona de cambio
de conicidad. En laFigura 9 se presentan |as presiones para todas las celdas en contacto con el
cuerpo proyectando € angulo de revolucion desde cero hasta noventa grados. Se destaca en la
figura la adecuada simetria axial de los resultados y en las Figuras 7 y 8 la excelente captura
de los choques. La distribucion de presiones sobre la parte roma del cuerpo fue comparada
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con los resultados presentados por otros autores (Pirolo and Wardlaw, 1991) mostrando una
Figura 7. Distribucién de presionessobre el cuerpo axilsim

coincidencia satisfactoria.
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Distancia desde el punto de impacto [m]
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Figura 9. Distribucién de presiones obtenida sobre cuerpo axilsimétrico con flujo externo aM=5.

En las Figuras 10, 11 y 12 se presentan las distribuciones de presiones obtenidas para
M=15. Como puede apreciarse, la resolucion de las discontinuidades es satisfactoria, no se
presentan oscilaciones en sus cercanias y se reproduce satisfactoriamente la simetria axial de
los resultados.

Se hace notar que en las Figuras 8 y 11 aparecen zonas de cambio de color que ponen en
duda la simetria axial de los resultados;, sin embargo, se hace notar que la escala en ellas
utilizada es sumamente peguefia para visualizar precisamente la calidad de definicion del
choque secundario (se utilizan todos los colores de la escala). Puede apreciarse en las Figura 9
y 12 que la dispersion de los resultados en cuaquier estacion x es muy pequefia comparada
con la presion dinamica respectiva, por 1o que se puede concluir que la solucién numérica si
presenta una simetria axial adecuada.
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Figura 10. Distribucién de presiones sobre el cuerpo axilsimétrico con flujo externo a M=15. Visualizacion
choque primario.
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Figura 11. Distribucion de presiones sobre el cuerpo axilsimétrico con flujo externo aM=15. Visualizacion
chogue secundario.
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Figura 12. Distribucién de presiones obtenida sobre cuerpo axilsimétrico con flujo externo aM=15.

6 COCNLUSIONESY TRABAJOS FUTUROS

Los resultados obtenidos en e modelado del flujo en e tubo de choque muestra que €l
esguema propuesto disminuye considerablemente la viscosidad numérica del esquema de
Harten Y ee en el modelado de discontinuidades de contacto asociadas con ondas de la familia
dos.

Conclusiones similares se desprenden del modelado de la superficie de deslizamiento del
punto 4.2. Los resultados presentados en la Figura 6 muestran que € esguema propuesto
soluciona con mayor eficiencia problemas con discontinuidades en las ondas de las familias
tres y cuatro. Esta mejora es ta vez més interesante que la anterior dado que numerosos
problemas de interés en la ingenieria presentan este tipo de fendmenos como chorros, estelas,
capas de mezcla, etc.

Finalmente, cabe destacar que la mejora en definicién de discontinuidades no afect6 la
robustez del esquema que mostré no tener inconvenientes con discontinuidades como ondas
de choque tedricas con relacién de compresion tan altas como 262:1 como el choque principal
asociado a flujo con M=15.

Las siguientes etapas en esta investigacion apuntan a liberar la hipotesis de gas perfecto
para pasar a equilibrio quimico para finamente liberar esta Ultima y considerar reacciones
quimicas de tasa finita.
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