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Resumen. La modelacion de efectos de interaccion suelo-estructura presenta complejidades asociadas
a la caracteristica ilimitada del medio fisico, la no-linealidad material del suelo y eventualmente la no-
linealidad geométrica producida por el balanceo de estructuras. Para modelar de manera simultanea
estos efectos es menester resolver las ecuaciones de movimiento en el dominio del tiempo. Pero atn
existen deficiencias en las condiciones de borde incorporadas en los codigos de elementos finitos para
representar adecuadamente la radiacion de ondas sismicas salientes cuando el analisis se realiza en el
dominio del tiempo. En este sentido, las capas perfectamente acopladas (PML) permiten absorber
satisfactoriamente ondas inclinadas al contorno y superficiales. Se utiliza la formulacion débil de
Kucukcoban y Kallivokas (Comput. Methods Appl. Mech. Engrg.200, 2011, 57-76) para desarrollar un
elemento de borde PML mixto rectangular de cuatro nudos que puede ensamblarse a un modelo de
elementos finitos del sitio permitiendo un esquema de integracion explicita en el dominio del tiempo.
Ademas, se esquematiza el ensamble del sistema global de ecuaciones a partir de la particion de las
matrices del sistema del modelo del sitio y del borde PML.

Keywords: Perfect Matched Layer, Soil-Structure Interaction, Wave Radiation.

Abstract. Numerical modeling of soil-structure effects poses challenges associated with the unbounded
characteristics of the ground, the material non-linearity of soils, and oftentimes the geometrical non-
linearity produced by the rocking mode of the structure. To model these effects simultaneously, it is
often required that the equations of motions are solved in the time domain. However, the boundary
conditions incorporated in conventional finite element codes to adequately represent the outgoing
seismic waves in the time domain, generally present shortcomings in fully absorbing the outgoing
energy. In this sense, the perfect matched layers (PML) allow a satisfactory absorption of inclined waves
and surface waves. The weak formulation presented by Kucukcoban and Kallivokas (Comput. Methods
Appl. Mech. Engrg.200, 2011, 57-76) is herein used to develop a four-node, rectangular mixed PML
boundary element that can be assembled to a conventional finite element model of the site, allowing an
explicit time integration scheme for the solution. In addition, the assembly of the global system of
equations is outlined from the partition of system matrices of site model and of PML boundary.
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1. INTRODUCCION

La modelacion de efectos de interaccion suelo-estructura presenta complejidades asociadas
a la caracteristica ilimitada del medio fisico, la no-linealidad material del suelo y eventualmente
la no-linealidad geométrica producida por el balanceo de estructuras. Para modelar de manera
simultdnea estos efectos es menester integrar las ecuaciones de movimiento en el dominio del
tiempo. Pero atin existen deficiencias para representar adecuadamente la radiacion de ondas
sismicas entrantes y salientes no perpendiculares al contorno de la region modelada cuando el
andlisis es en el dominio del tiempo. Para ello es menester la colocacion de condiciones de
borde que representen adecuadamente el flujo de energia entrante y saliente al contorno de la
region de anélisis.

Para modelar el flujo de ondas salientes en modelos de elementos finitos Basu y Chopra
(2003) estudian problemas de interaccidon suelo-estructura utilizando capas perfectamente
acopladas (Perfect Matched Layer — PML) en el dominio de la frecuencia y absorben de manera
satisfactoria las ondas salientes inclinadas y superficiales. Kucukcoban y Kallivokas (2011)
transforman la formulacién fuerte del espacio bi-dimensional PML al dominio del tiempo
utilizando un enfoque hibrido. En este trabajo se utiliza un caso particular de dicha formulacion
para desarrollar un elemento finito PML mixto rectangular de cuatro nudos que puede
ensamblarse a un modelo de elementos finitos estdndar con esquema de integracion explicita
en el dominio del tiempo. Ademads, se esquematiza el ensamble del sistema global de ecuaciones
a partir de la malla de elementos regulares y de la malla de elementos PML.

El objetivo general de este trabajo es que este tipo de elementos absorbentes pueda utilizarse
en combinacién con el Método de Reduccién del Dominio (Bielak et al. ,2003) para el anélisis
de interaccion suelo-estructura ante la incidencia de ondas sismicas inclinadas SV y ondas de
Rayleigh.
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Figura 1: Borde PML en la direccion s.

2. BORDES ABSORBENTES PML

Para modelar la caracteristica infinita del medio fisico, se colocan capas PML absorbentes
en los bordes del dominio de interés, denominado dominio regular o interior. Esta capa de
material absorbente puede disminuir considerablemente las reflexiones numéricas de ondas
incidentes con independencia del dngulo de incidencia. La zona PML consiste en un espacio
deformado donde la posicién se convierte en una posicion compleja mediante el mapeo de

Copyright © 2021 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecénica Computacional Vol XXXVIII, pags. 685-694 (2021) 687

coordenadas utilizando funciones de estiramiento. En esta region las ecuaciones cldsicas de la
teoria de la elasticidad se cumplen en el espacio estirado complejo y no el espacio fisico. Para
evitar reflexiones en los bordes debe cumplirse que en la interfase las coordenadas estiradas
deben coincidir con las coordenadas fisicas (Basu y Chopra, 2003).

Sea s la coordenada fisica en la direcciéon normal al borde del dominio regular, se define §
en el sistema coordenado estirado:

s>§=s5+ fsso A(s" — sg, w)ds’ (1)

donde w es la frecuencia de excitacion, A5 es la funcién de estiramiento (para la coordenada s)
y So denota la abscisa de los puntos de la interfase entre el dominio regular y estirado (ver
Figura 1). A partir de Ec. (1) se tiene que los sistemas coordenados fisico y estirado se
relacionan a través de:

ds d (°* d 1 d
_S__J As(s" = sg,w)ds" = As(s,w) - ~( )=
S 5o ds

1G5 @) ds () (2)

ds d
Se deduce que el espacio fisico es un caso particular de espacio estirado con A; = 1. El
acoplamiento perfecto es la condicion que evita las reflexiones de onda entre medios estirados
y se cumple si las funciones de estiramiento de ambos medios coinciden en la interfase. Esto
implica que en la interfase A;(Sy) = 1. Ademas, la funcién de estiramiento debe ser no nula y
continua. Entre las varias formas de funciones de estiramiento posibles, se adopta la forma més
utilizada por ser sencilla de implementar, por tener una variacion suave en el perfil PML y tener
mejor rendimiento para absorber ondas de baja frecuencia:

25(s, ) = a5(5) + 7 Bs(5) 3
con
as(s) =1+ ay ((S;:;)Lns) , Bs(s) = Bo (%) , So <S< s 4)

donde a y B, determinan el valor que alcanzard la funcién de estiramiento en el borde externo
del dominio estirado y se utilizan como pardmetros de ajuste, mientras que n 'y m son los grados
de los polinomios elegidos (habitualmente 1 o 2). Lpy; = s¢ — So es el espesor de la capa
absorbente y ng es la componente en la direccion s del versor saliente perpendicular al borde.
Zhang et al. (2019) utilizan los siguientes valores Optimos para los pardmetros de ajuste:

oy = (n+1) 10 Eslog (%)’ By = (m+1) ¢ log (l)’ S <s<s, (5)

2LpmL 2LpmL R

donde R es el coeficiente de reflexion, ES es el tamafio promedio del elemento finito y ¢, es la
velocidad de onda P.

3. FORMULACION FUERTE PML MEDIANTE ENFOQUE HIBRIDO

Para reducir el costo computacional se recurre al enfoque hibrido presentado por
Kucukcoban y Kallivokas (2011) y modificado por Poursartrip (2017) que utiliza elementos
finitos mixtos en el dominio PML y cldsicos en el dominio regular.

La ecuacion de la onda para un material lineal eldstico en ausencia de fuerzas de cuerpo
puede ser escrito a través del siguiente sistema de ecuaciones en el dominio del tiempo:
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div(ST) = pii ©)
S = u[Vu + VuT] + A(div(w))I (7)

donde S es el tensor de tensiones de Cauchy, u es el vector de desplazamientos, p es la densidad
del material, I es la matriz identidad y A y u son las constantes de Lamé.

La ecuacion de la onda en el dominio PML debe cumplirse en el sistema coordenado
estirado. Se aplica la transformada de Fourier y la regla obtenida en Ec. (2) al caso
bidimensional de la Ec. (6):

S 0S 108, 10S
(6{.35;,; + a;x = (iw)?pil, Z a;x + Z a;x = (iw)?pi,
93,, S -

Xy o Ty 2
oz TTay - (W)l

5 . ®)
198, 135,

Ay 0x A, ay

= (iw)zpﬁy

donde S;; y u; son las componentes del tensor de tensiones y del vector de desplazamientos,

respectivamente, el signo (") denota transformada de Fourier de la variable subtendida yXe
y son las coordenadas del sistema estirado. Para simplificar este problema se proponen
funciones de estiramiento A, (x,w) y 4, (¥, w) que solo dependen de x e y, respectivamente.
Multiplicando el sistema obtenido en Ec. (8) por 4,4,

div(STA) = (iw)?p A, 1,0 9)

donde A es el tensor de estiramiento y se define como:

n=[ =[5 plrals pl=srgn 10

Cabe aclarar que el tensor de estiramiento se vuelve la matriz identidad en el dominio
regular. Reemplazando Ec. (3) y Ec. (10) en Ec. (9):

. 1,
div <5TAe + ESTAP) = p(a(iw)?d + b(iw)d + cil) (11)

donde a = axay,b = a,f, + a,Bxy ¢ = BxBy.Serepite el mismo procedimiento y se aplica
la transformada de Fourier de la Ec. (7) en el sistema coordenado estirado:

. 1/1, 1/2, ot 100, 108,
5‘“(“‘[ 1/,1] l 1//1] )“(a ox 12,9y )! (12)

Multiplicando Ec. (12)(9) por A4,

AeAyS = p(VaA + AVAT) + A div(AD)] (13)
Multiplicando Ec. (13) por (iw) y usando Ec. (3) y Ec. (10):
a(iw)S + bS + %cﬁ = (iw)u(ViiA, + A VA7)
+u(van, + A,VAT) + (iw)A div(A2)I + A div(Aya)]

(14)
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Las Ec. (14) y Ec. (11) constituyen el sistema de ecuaciones diferenciales del espacio
estirado en el dominio de la frecuencia. Para obtener el sistema en el dominio del tiempo se
aplica la transformada inversa de Fourier:

div (STAe + f, STdT A,) = p(ait + bit + cu) (15)
t
aS’+bS+cf STdr
0 (16)
= u(Vihe + A Vi + Vuhy, + A, VuT) + 2 (div(Aet + Apu)) 1

Y se introduce el tensor historia de tensiones como variable auxiliar del problema:

t
S(x,y,t) =jST(X,y,T)dT (17)
0

Reemplazando Ec. (17) en Ec. (15) y Ec. (16):
div(SA. + SA,) = p(aii + b + cu) en Qppy, X J (18)

aS+ bS + ¢S = p(Vithe + A VU + Vur, + A,VuT)

19
+ 2 (Adiv(Aeit + Ayu)) I en Qpyy X J 4

donde Qpy; es el dominio PML y J =[0,T] es el intervalo de tiempo de interés. Las
ecuaciones precedentes podrian utilizarse para modelar también el dominio regular con A, =
Ay = 1. Sin embargo, para reducir el costo computacional se recurre al enfoque hibrido
desarrollado por Kucukcoban y Kallivokas (2011) que aplica elementos finitos mixtos en el
dominio PML y una formulacién cldsica en términos de desplazamientos en el dominio regular:

div{u[Vu + VuT] + A(div(w))I} = pit en Qpp X J (20)

El sistema se encuentra inicialmente en reposo y sujeto a las siguientes condiciones de borde
y de interfase:

{ulVu + VuT] + A(div(w))Ijnt = g,  enTRP xJ (21)
(SAe +SA,)n™ =0 en TpME x | (22)
u=20 enTFME x | (23)
ut =u" enT!x] (24)
{ulVu + vuT] + A(divw) ) Int + (STA, + SA, )n™ =0 enT! x ] (25)

donde g,, es la tensién en el borde del dominio regular, I'! es la interfase entre los dominios
regular y PML, TFML y TEP los bordes libres y THML el borde donde se restringe los
desplazamientos horizontal y vertical. Las Ec. (24) y (25) implican continuidad de
desplazamientos y equilibrio en la interfase, respectivamente (ver Figura 2).
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Figura 2: Esquema del modelo plano.

4. FORMA VARIACIONAL MIXTA

Segtin Brezzi (1988) existen dos formas variacionales posibles para implementar elementos
finitos mixtos. La diferencia entre ambas reside en si la integracion por partes se hace sobre la
ecuacion de equilibrio Ec. (18) o sobre la ecuacion constitutiva Ec. (19), y en los requerimientos
de regularidad para las funciones de forma de desplazamientos y tensiones (integral temporal
de las tensiones en este caso). En este trabajo se elige la primera opcidén por requerir menor
regularidad en las funciones de forma de historia de tensiones. Se suma el residuo ponderado
por el vector funcion de peso W (x) enla Ec.(18) y Ec. (20), se integra por partes y se incorporan
Ec. (24) y Ec. (25) para eliminar los términos de borde asociados a la interfase:

W(x)piidQRP + f VW:S dORP + W(x)p(aii + bt + cu)dQFML

QORD QRD OPML

(26)

4 J VW: (SA. +SA,) dQPME = | W g, dTRP
QPML D

Y
Se integra el residuo ponderado de la Ec. (19) por la funcién de peso T (x) en el dominio de
la PML:

f T(0): (a8 + bS + c5)dQPML
QPML

= f T(x): (u[Vid, + Ao (V)T + Vud, + A, (V)| 27)
QPML
+ A div(Apu + Ayu)|1)dQPME

El primer y segundo término de Ec. (26) estdn asociados a la implementacion estandar del
método de elementos finitos en el dominio regular en términos de desplazamientos. Los
términos que se integran en el dominio PML de Ec. (26) y Ec. (27) estdn asociados a los
elementos finitos absorbentes mixtos. En este trabajo se detalla la obtencién de las matrices
elementales de masa, rigidez y amortiguamiento de este tipo de elementos de capa de borde. Se
utilizan elementos rectangulares de cuatro nudos con funciones de forma bilineales N;, N, N5
y N, que aproximan tanto desplazamientos como historia de tensiones en cada elemento.

4.1 Notacion matricial para los tensores involucrados
A continuacién, se detalla la notacién matricial elegida para los vectores y tensores
involucrados en Ec. (26) y Ec. (27). Los desplazamientos y la funcién de ponderacién dentro
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de un elemento finito se obtienen como combinacién lineal de las funciones de forma y de peso,
respectivamente

ux Wx
u [uy] N W) [Wy] N,w (28)
con
ul =[uy w, ui ui ui uwy ui ujl (29)
wlh=[ws wy wi wy wi wy wy wy] (30)
_n =M N, N3 N, ]
Ny=n, =[Nt e 31)
Al tensor de historia de tensiones se lo expresa como un vector:
S11
S=1S,,|=N,S (32)
S12
con
Ny N, N3 N,
NS = Nl Nz N3 N4_
Ny N, Ns N, 33)

:[5%1 S%z S%z 5%1 S%z S%z 531 S%z sz 51}1 ng sz]

donde S es el vector de incognitas de historia de tension en los cuatro nudos del elemento. Para
simplificar el cuarto término de Ec. (26) se utiliza la propiedad de simetria del tensor historia
de tensiones:

VW:SA, = VWA,:S = §¢°:S y VW:SA, =VWA,:S = §eP:S (34)

donde los tensores §&¢ = %(VWAQ + A VWT) y SeP = %(VWAP + A,VWT) pueden ser

CXpI‘CS&dOS como vectores

D
detq 8y
¢ =| 68, |=B,w, 8¢P =|6eP, | =Byw (35)
11 a 11 B
e
28¢e1, 26¢eP,
con
-ON; 0 aN, 0 AN, 0 aN, 0
ox Ay %0( ox ay 6&0( ox ay %a ox ay %a
B, = 0 ay X 0 oy X 0 ay X 0 ay X
ONy ON, ON, 0N, ON3 ON3 ONy ON,
—a, L4 —2a, L2 —q, 25 —q, L4
9y ax My oy T oMy oy X 5 My Tay T 5 Yy 36
6N1’8 0 aNZﬁ 0 azv3ﬁ 0 azv4ﬁ 0 (36)
y azv1 [3 y azv2 3 y 6N3 ﬁ y azv4 ﬁ
Bﬁ = 0 x 0 x 0 x 0 x
6N1 6N1 aNz 6N2 6N3 6N3 6N4, 6N4

Para efectuar el producto punto entre matrices en la Ec. (27) se definen los tensores &P =
1/2(Vuh, + A,(VW)T) y ¢ = 1/2(ViA, + A, (Vi)™) y se expresan en forma vectorial (notar
que a diferencia de los tensores §eP y §&€ la componente “12” no se multiplica por dos):
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€11 1
eP = |ej,|=Bgu , £°=|&,|=Byu (37)
p se
812 12
con
0Ny 0 aNz 0 3N3 0 ON, 0
ox By %ﬁ By aﬂﬁ By %ﬂ ox By %ﬁ
B$= 0 oy "X 0 ay ™% 0 ay ™% 0 ay ¥
Male oMify ZMafx oNpfy Mslx ONify Malx ONufy|
dy 2 ox 2 dy 2 ox 2 dy 2 ox 2 dy 2 ox 2 (38)
ONy 0 N, 0 N 0 ONy 0
ox @y %a ox Ay %(X ox ay %a ox ay %a
Bu = 0 ay % 0 ay % 0 oy ¥ 0 oy

ONiax aNyay ONaax 09Nyay ONs@y aNzay ONiax 09N, ay

dy 2 dx 2 dy 2 dx 2 dy 2 ax 2 dy 2 ax 2

La funcién de peso T'(x) de la Ec. (27) se propone simétrica y se expresa de forma vectorial:

T11
T(x) = | Ty | = NoT (39)
2T,
con
Ny N, N, N,
Ny = N N N N
! ' 2N, i 2N, ’ 2N, * 2N, (40)

= [Tlll TZ1 2 T112 T121 TZZ 2 T122 T131 T232 T132 T141 T242 T142 ]

Para realizar el producto interno del dltimo término de la Ec. (27), recordando que a, y S,
no dependen de y y a,, y B, no dependen de x, se definen las siguientes matrices diagonales:

duy
By~ + B, 0 ,
AP = div(Ayu) I = o o | A€ = div(A) I (41)
0 By + B, —=

Se expresa div(Apu) y div(A,1t) como combinacién lineal de las funciones de forma:

div(Ayu) = div([’%’ [Sx] [Z’“ ) By 2 + g2 2 = hyu

0 (42)
24 ou ou
. . _ . y x y — .
div(A.u) = dw( 0 ax] [ ]) ay—=+ oy o h, i
con
=852 B BIE BTE BT BT BSE B
Y ox X 3y Y ox X dy Y ox X 9y Y ox x
B [a g Ny ONp 0Ny ONi 9N 0Ny a1v4] 43)
he = yax X 9y Y ax X 9y Y ox X 9y Y ox X 9y

A partir de Ec. (42) las matrices de la Ec.(41) pueden expresarse en notacion vectorial como

All?l A(lal 1 1
AB,|=Hgu y |AS,|=Hait, con Hg=|1|lhgy He=|1|h, (44)
Al AS, 0 0
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4.2 Elemento mixto PML
Se incorporan Ec. (28), Ec. (32) y Ec. (35) en los términos de Ec. (26) que se integran en el
dominio QML y se incorporan Ec. (28), Ec. (32), Ec. (37), Ec. (39) y Ec. (44) en la Ec. (27):

NE
Z wT ( f NT pcN, dQPMLy + f B NydQPML s + NT pbN,, dQPML
= QgML QEML QEML (45)
+ f BT N,dQPML § + f NI paN,dQPML u) =TDR
QEML QEML
NE

TT (— ( f N72uBgdQPME + f NT/’lH,;dQPML> u+ NJcNgdQPMES
1 QgML QEML QSML

[
I

- ( f NT2uB dQPML + f NTAHadQPML>iL (46)
QEML QEML

+ f NIbNdQPMLS + f NLaNdOPME S) =0
QFML Q

gML

Donde QEML es el dominio de un elemento finito, NE el niimero de elementos en que se
divide laregion PML y TDR es el término de carga menos los términos integrados en el dominio
regular en Ec.(26). Se agrupan las incégnitas de desplazamientos e historia de tensiones en el
vector de incégnitas elementales d% = [u” ST]y se utilizan Ec. (45) y Ec. (46) para obtener las
matrices del sistema de cada elemento mixto en la zona PML:

NT ocN BT N, ]
kPML:f 7 wﬁ uT f °lanEmL 47)
oML |—N72uBg — N"AHpg N7cNg)
NI obN BT N, |
Comy, = f po WP Tu a s | gopm (48)
aemi |—=N72uBg — N AH, NzbNg)
NT paN,, 0
— dOPML
Mpui, ngML l 0 N%aNs e 49)

donde kppr, Cppr Y Mppy, son las matrices de un elemento de la region PML.
4.3 Sistema de ecuaciones

Dadas las matrices del sistema en deformacién plana del dominio regular, MRP, CRD y KRD
, pueden utilizarse las Ecs. (47), (48) y (49) para ensamblar las matrices del sistema PML,
MPML  CPML y KFML y obtener un sistema general de ecuaciones de la siguiente forma:

Md+Cd+Kd=f (50)

M, C y K son las matrices de masa, amortiguamiento y rigidez del dominio completo (regular y
PML). El ensamble de las matrices del sistema se esquematiza en Ec. (51) y Ec. (52). Se
particionan las matrices del dominio regular (supraindice RD) en submatrices asociadas a los
desplazamientos interiores (subindice 1) y desplazamientos de la interfase (subindice I'!). Las
matrices del dominio PML (supraindice PML) se particionan en submatrices asociadas a los
desplazamientos de la interfase (subindice I'!), a los desplazamientos interiores (subindice U) y
a las historias de tensiones (subindice ). En el vector d se colocan los desplazamientos URP de
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los nudos interiores del dominio regular, los desplazamientos Upi de la interfase, los
desplazamientos UPML de los nudos internos al dominio PML vy las historias de tensiones X de
todos los nudos de la PML. En el vector de cargas f se colocan las cargas fRP aplicadas en el
interior del dominio regular.

RD
oy e MR MR o
1 RD RD pmL PML 0
a=|Un Le=| 0| M= Mt Mppr Mro (51)
LT e
0 0
[KRP  KiD 0 0] [ck CR 0 o ]
KD KD, + KM Kriu® 0 CRD CRD, + T Ciy O
K = | Kt r'r r'r pmL|,Cc = |t r'r r'r PML
(r) ! KPML KiME  Kyz 51 CPML ciML Cyg (52)
ur! PML PML ur! PML PML
0 0 Kyy~ Kz 0 0 et Gas
PML

A partir de Ec. (23) se restringen los desplazamientos en [;™" y no se efectia ninguna
restriccion (incluso en ML) sobre los grados de libertad de historia de tensiones.

S. CONCLUSIONES

Se presentan las matrices elementales de un elemento PML mixto de cuatro nudos, que
pueden ensamblarse a las matrices del sistema de una formulacién clédsica en términos de
desplazamientos. Este tipo de elementos puede incorporarse a los c6digos existentes y permiten
integrar las ecuaciones de movimiento en el dominio del tiempo. A diferencia de otras
formulaciones hibridas, la matriz de masa resulta no singular, por lo que puede aplicarse un
esquema de integracion explicita. Sin embargo, presenta la desventaja de que las matrices
globales del sistema resultan asimétricas por la asimetria de las matrices de los elementos PML.

Queda pendiente para futuros trabajos aplicar este tipo de elementos absorbentes en
combinacién con el método de reduccion del dominio para el andlisis de interaccion suelo-
estructura ante la incidencia de ondas sismicas inclinadas SV y ondas de Rayleigh, y comparar
el rendimiento de este tipo de bordes en relacion con el de los bordes viscosos estandar.
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