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Resumen. La ecuacién de Vlasov describe la evolucién temporal de la funcién de distribucién de las
particulas que componen un plasma no colisional, es decir, cuando la dindmica estd gobernada por inter-
acciones electromagnéticas de largo alcance. De entre los numerosos métodos numéricos desarrollados
para la solucién del sistema Vlasov-Poisson, se destacan los de volimenes finitos de alto orden sin split-
ting. Tradicionalmente, la integracién temporal del sistema de ecuaciones ordinarias resultantes luego de
la discretizacién espacial se lleva a cabo mediante esquemas de tipo Runge-Kutta (RK). En este articulo
se implementan, para tratar el avance en el tiempo, métodos lineales de mdltiples etapas explicitos y
predictores-correctores (también llamados de Adams). A diferencia de los RK, éstos consiguen 6rdenes
superiores al usar informacién de un nimero de pasos de tiempo anteriores, lo que permite, en algunos
casos, reducir el tiempo de cémputo. La precision y el costo computacional los integradores temporales
se evalia y compara mediante la simulacion de problemas de prueba cldsicos para el sistema Vlasov-
Poisson bidimensional.

Keywords: plasma, Vlasov-Poisson, finite volume, linear multistep methods.

Abstract. The Vlasov equation describes the time evolution of the particles distribution function in a
collisionless plasma, that is, when the dynamics is governed by long-range electromagnetic interactions.
Among the numerous numerical methods developed for the solution of the Vlasov-Poisson system, we
highlight those based on high order finite volumes without splitting. Traditionally, the temporal integra-
tion of the ODE system resulting after spatial discretization is carried out through Runge-Kutta (RK)
schemes. In this article, explicit linear multistep and predictor-corrector methods (also called Adams
methods) are implemented to address the time stepping. Unlike RK schemes, they achieve higher orders
by using information from a number of previous time steps, which, in some cases, may reduce compu-
tation time. The accuracy and computational cost of these ODE solvers is evaluated and compared by the
simulation of classical benchmark problems for the two-dimensional Vlasov-Poisson system.
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1. INTRODUCCION

La ecuacién de Vlasov es fundamental en el marco de la teoria cinética de plasmas, ya que
describe la evolucion temporal de la funcion de distribucion de las particulas cuando los efectos
colisionales son despreciados. Los plasmas astrofisicos y de laboratorio pueden considerarse no
colisionales en muchas situaciones donde la dindmica est4 gobernada por interacciones electro-
magnéticas de largo alcance, como es el caso de plasmas calientes y poco densos (Chen, 2016;
Conde, 2018). Los campos electromagnéticos auto generados se determinan, en general, por
medio de las ecuaciones de Maxwell usando las densidades de carga y corriente como fuentes.
No obstante, cuando los campos magnéticos, tanto externos como auto generados, son despre-
ciables, el campo electrostatico se puede calcular a partir de la ecuaciéon de Poisson en el caso
no relativista.

El tratamiento numérico de la ecuacion de Vlasov se lleva a cabo usualmente mediante mé-
todos de dos clases: los particle-in-cell (PIC) (Birdsall y Langdon, 2005), que son los mas
ampliamente usados, y los Eulerianos (Lorenzon y Elaskar, 2019; Lorenzon et al., 2021), tam-
bién llamados directos o basados en grillas. El enfoque de este trabajo estd dirigido hacia los
segundos, los cuales no sufren del ruido estadistico caracteristico de los PIC y permiten obtener
alta precision, aunque a un costo computacional mayor. Un miembro reciente de la familia de
métodos Eulerianos, son los esquemas sin splitting dimensional basados en volimenes finitos
(FV) de alto orden (Banks y Hittinger, 2010; Colella et al., 2011). La originalidad de este enfo-
que reside en expresar la integral del producto entre dos cantidades en funcién del producto de
las integrales de cada variable por separado, lo cual permite obtener ficilmente aproximaciones
de alto orden de los flujos (Crouseilles et al., 2012; Vogman et al., 2014). La discretizacion del
espacio de fases conduce a una formulacién semi discreta de la ecuacion de Vlasov, y el sistema
de ecuaciones ordinarias (ODE) resultante es integrado en el tiempo usando, tradicionalmente,
esquemas de tipo Runge-Kutta (RK).

En el presente articulo se implementan, para tratar el avance en el tiempo, métodos linea-
les de multiples pasos explicitos y predictores-correctores (Butcher, 2008; Bashforth y Adams,
1883). Estos intentan ganar eficiencia utilizando la informacién de un cierto niimero de pasos
de tiempo anteriores, en lugar de descartarla, como hacen los métodos de un solo paso como
los RK. Si bien la aplicacién de los métodos de miultiples pasos ha disminuido recientemente,
siguen siendo particularmente convenientes para la busqueda de soluciones suaves con bue-
na precision cuando se tienen muchas ecuaciones o cuando lados derechos son muy costosos
computacionalmente (Press, 2007).

El trabajo se organiza de la manera siguiente. En la Seccién 2 se introducen las ecuaciones
que describen la cinética no colisional de plasmas en el limite electrostético. Los métodos nu-
méricos Eulerianos basados en volimenes finitos de alto orden se exponen sintéticamente en
la Seccidn 3. La precision, estabilidad y costo computacional de los distintos integradores tem-
porales se analizan y comparan en la Seccion 4, mediante la simulacion de dos problemas de
pruebas clésicos para el sistema Vlasov-Poisson. Finalmente, algunas conclusiones son sacadas
en la Seccién 5.

2. ECUACIONES DE LA CINETICA DE PLASMAS

Dentro del marco de la teoria cinética de plasmas, cada especie de particulas esta representa-
da por una funcién de distribucién de densidad de particulas instantdnea en el espacio de fases
x-v, denotada como f (t,x,v). Al despreciar las colisiones binarias, las particulas no se crean
ni destruyen y la funcién f obedece una ley de continuidad en el espacio de fases conocida co-
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mo ecuacion de Vlasov. Si se restringe el movimiento a una dimension en el espacio fisico ()
y una en el de velocidades (v), y ademads, se consideran despreciables los efectos magnéticos y
relativistas, entonces la ecuacion de Vlasov se escribe:

— +tv==+az- =0, (1)
donde la aceleracion a es la debida la fuerza de Lorentz, esto es:
q
a=9E(tq). 2)
m

El campo electrostético auto generado (£) a introducir en la fuerza de Lorentz se determina
mediante la solucién de la ecuacion de Poisson:

D*¢ 1

— =——p(tx 3

92 Eop( ,T), 3)
siendo p (¢, x) la densidad de carga eléctrica neta obtenida tomando momentos de la funcién de
distribucion, es decir, integrando f (¢, z, v) sobre el espacio de velocidades:

p(t,x) = qu /_OO fs (t,z,v) dv. 4)

El subindice s denota que se trata de la cantidad correspondiente a la especie s, y la suma-
toria se realiza sobre todas las especies que componen el plasma. Por otro lado, el potencial
electrostatico ¢ (¢, ), se define a partir del campo eléctrico como sigue:

99
ox’
Como simplificacién adicional, se considera que el plasma estd compuesto por electrones e

iones positivos, y se supone que los iones estan estacionarios y distribuidos uniformemente en
el espacio, mientras que los electrones pueden responder libremente a las fuerzas de interaccion.

E(tx) = 5)

3. METODOS EULERIANOS DE VOLUMENES FINITOS

Los esquemas conservativos para la ecuacion de Vlasov se combinaban, frecuentemente, con
la técnica de splitting dimensional (Fijalkow, 1999; Filbet et al., 2001), sin embargo, este pro-
cedimiento puede resultar poco apropiado para el tratamiento de problemas no lineales (Huot
et al., 2003; Crouseilles et al., 2010). Por ello, cobran interés los esquemas basados en volu-
menes finitos de alto orden sin splitting (Banks y Hittinger, 2010; Vogman et al., 2014), los
cuales son conservativos por naturaleza y pueden extenderse facilmente al nimero requerido
de dimensiones y al orden deseado tanto en el espacio como en el tiempo. Una desventaja que
presentan, es que el paso de tiempo para el avance temporal estd restringido por cuestiones de
estabilidad.

Los métodos FV se fundamentan en que, dentro de cada celda que discretiza el dominio, la
funcién de distribucidn satisface la ley de continuidad dada por la ecuaciéon de Vlasov en su
forma conservativa débil:

2/f(t,x,v)dQ—i—%F(t,:v,v,f)-do':0, (6)
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donde
| uf | dv
o= 7], -], o
La celda centrada en el punto (z;, v;) del espacio de fases se denota como §2; ;.. Integrando la
Eq. 6 sobre la celda €2, x, y dividiendo por su volumen AxAwv, resulta

d ., 1
Efi,k == Ax <<Fx>z+%,k’ - <Fx>z_%,k>

- é ((Fv>z’,k+§ - <F”>i,k—%> ’

donde los corchetes (F") representan cantidades promediadas sobre las superficies rectangulares
y ortogonales que componen la frontera de la celda.

Las componentes del flujo en cada direccién, en cualquier sistema de coordenadas, se es-
criben como el producto de la funcién de distribucién por la velocidad de adveccién en esa
direccion. Por lo tanto, para calcular los flujos promediados sobre las caras de la celda es ne-
cesario, por un lado, aproximar la integral del producto entre dos cantidades y, por otro lado,
aproximar valores integrados sobre las caras a partir de las variables primarias, que son valores
de f promedios sobre el volumen las celdas.

8)

Integral del producto entre dos cantidades

Las relaciones entre valores puntuales e integrales de superficie de dos cantidades [y g se
derivan expandiendo dichas funciones en series de Taylor en torno al centro de la cara o; T
integrando luego sobre la superficie de la cara. Mediante este procedimiento se obtienen expre-
siones de la forma

1 0 f
Disga= [ Fdv=Fiopus gz +O (00, ©)
1 0?
(fDip1s = / fgdv=fisp 9ivpn+ 500" a(vff e (Av?). (10)
Titd k

Interpolacién polinémica 1D

Para conseguir valores de f promediados sobre la superficie de la cara (f), 41 CoN base en
los promedios de f sobre el volumen de las celdas f], se emplea una reconstruccion polind-
mica de la solucion. Para ello, es necesario encontrar los coeficientes que definen al polinomio
interpolante en cada intervalo mediante la evaluacion de un conjunto de condiciones de interpo-
lacién obtenidas por integracion sobre las celdas que rodean a la cara en cuestién. Llamaremos
UP3 y UPS a las reconstrucciones obtenidas con polinomios de segundo y cuarto orden, inte-
grados sobre los stencil laterales upwind de 3 y 5 celdas, respectivamente. La reconstruccion
UP3 se escribe:

UP3 (Uk > O) :
1
<f>i+%,k: =% (=ficip +5fik + 2fix1n) (11)
UP3 (Uk; < O) :
1
<f>i+%,k =% (2fik + 5fivrh — firon) (12)
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Notar que el stencil requerido para una reconstruccion lateral de tipo upwind depende de la
direccion en la que se propaga la informacidn, esto es, del signo de la velocidad de adveccion
en esa dimension.

3.1. Avance en el tiempo

Una vez realizada la discretizacion espacial y aproximados los flujos, se obtiene una formu-
lacién semi discreta de la ecuacidon de Vlasov (la variable temporal permanece continua) para
cada celda, en la que el valor de la variable primaria depende de los valores promediados de f
en las celdas circundantes. El problema de valores iniciales se reduce a resolver este sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden acopladas, de la forma:

d
dt
donde los lados derechos rhs; j se determinan en cada paso de tiempo a partir de valores cono-
cidos de la funcidn de distribucién y del campo eléctrico.
De entre las numerosas familias de métodos numéricos, explicitos e implicitos, para la reso-
luciéon de ODEs, se analizan y comparan los de Runge-Kutta y los de multiples pasos.

fixk=rhsip(t,f), i=0,1,....N,, k=0,1,...,N, (13)

Métodos de Runge-Kutta

Dentro de un mismo intervalo de tiempo, calculan cierto nimero de lados derechos inter-
medios y los combinan de manera tal que proporcione una aproximacion de alto orden. Los
métodos RK, en particular aquellos de alto orden con estimacion del error de truncamiento lo-
cal y paso de tiempo adaptativo, siguen siendo no sélo la alternativa mas ampliamente usada,
sino también la més efectiva cuando se requiere precision moderada y los lados derechos no son
extremadamente costosos (Press, 2007). Todos los métodos RK, aplicados a la Ec. 13, pueden
escribirse de la siguiente forma genérica:

S
P =AY ik, (14)

i=1
donde los k; representan los lados derechos en las etapas intermedias:

S
ki =rhs|t" + CZ'At, fn + At Z aijkj . (15)

Jj=1

Los coeficientes b;, a;; y ¢; caracterizan a cada método particular y suelen escribirse de una
forma bien conocida llamada tabla de Butcher. Si la matriz formada por los a;; es triangular
inferior, entonces el método es explicito. Los métodos conocidos como embedded estan disefia-
dos para producir una estimacion del error de truncamiento local de un paso y, como resultado,
posibilitan acotar el error adaptando el tamafio del At. Para ello, integran dos métodos con los
mismos coeficientes a;;, uno de orden p y otro de orden p — 1.

En este trabajo implementamos y comparamos seis miembros de la familia RK: el método
de Heun de segundo orden con dos etapas (RK2), el de Ralston de tercer orden con tres etapas
(RK3), el esquema clasico de cuarto orden con cuatro etapas (RK4), el método embedded de
Bogacki-Shampine de tercer orden con cuatro etapas (RK324), el de Fehlberg de quinto orden
con seis etapas (RK546) y el de Dormand-Prince de quinto orden con siete etapas (RK547).
Descripciones detalladas y las tablas de Butcher de cada uno pueden verse en Butcher (2008).
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Métodos lineales de pasos multiples (multistep)

Intentan ganar eficiencia manteniendo los valores de las variables primarias y de los lados
derechos obtenidos en pasos de tiempo anteriores, y luego, haciendo una combinacion lineal de
ellos de manera tal que proporcione una aproximacion de orden superior. Es usual, al emplear
este tipo de métodos, corregir la prediccion extrapolada usando el lado derecho calculado en
el nuevo punto. Por esta razén, suelen llamarse genéricamente métodos predictores-correctores
(Henrici, 1962). Al no requerir la evaluacion del rhs (¢, f) en etapas intermedias dentro de cada
intervalo de tiempo, éstos se vuelven particularmente atractivos para tratar problemas donde
el célculo de los lados derechos es muy complejo o, como en este caso, cuando se tiene un
nimero muy grande de ecuaciones. Si las soluciones que se persiguen son suaves, los métodos
predictores-correctores han mostrado ser més eficientes computacionalmente que los RK (Press,
2007). Sin embargo, la situacion se puede revertir cuando el problema no es lo suficientemente
suave ya que el tamafio maximo del paso de tiempo puede verse severamente condicionado por
cuestiones de estabilidad.

La clase més significativa de métodos de pasos multiples son los llamados métodos de
Adams, los cuales aplicados a la Ec. 13 se escriben:

= "t 4+ AtBy rhs (1", f*) + AtBy rhs (t"_l, f”_l)

16
+ Atfy rhs (72, f"72) 4 o+ AtBy rhs (778, 77, (1o

donde los coeficientes de la combinacioén lineal (5, 51, ..., Bx) son elegidos de manera tal que
proporcionen la aproximacién de mayor orden posible (Hairer et al., 2009). Si 5, = 0, entonces
el método es explicito y se conoce como de Adams-Bashforth, mientras que los implicitos
(Bo # 0) se conocen como de Adams-Moulton.

Es usual implementar los métodos de Adams en la forma de predictor-corrector. En primer
lugar, se hace una extrapolacion de la solucion usando la forma de Bashforth, y luego se calcu-
lan los rhs en este nuevo punto, los que son introducidos en la férmula de Moulton para corregir
la prediccion inicial. Este proceso requiere la evaluacion de los lados derechos dos veces por
cada paso de tiempo y se suele denotar como PECE (predict-evaluate-correct-evaluate). Una
caracteristica util de este método es que, si la prediccion y la correccidn tienen el mismo or-
den, entonces la diferencia entre ellas puede usarse para estimar el error de truncamiento local
(Milne, 1926), lo que es esencial para algoritmos con paso de tiempo adaptativo.

En este trabajo se implementan y comparan seis métodos multistep: los Adams-Bashforth
explicitos de segundo (AB2), tercer (AB3) y cuarto orden (AB4), y los predictores-correctores
tipo PECE de orden 2-3 (ABM23), 3-4 (ABM34) y 4-5 (ABM45), donde el primer nimero indi-
ca el orden de la etapa Adamas-Bashforth, y el segundo, el orden de la etapa Adams-Moulton.
Notar que un esquema de Adams de k etapas no es aplicable para los primeros £ — 1 pasos
de tiempo, ya que no se tiene informacion previa suficiente. Una alternativa es empezar con el
método de Euler, y luego los Adams-Bashforth de segundo, tercer y siguientes 6rdenes. La otra
alternativa, que es la empleada aqui, es la de empezar con métodos de etapas intermedias de
tipo Runge-Kutta, como el RK4.

4. PRUEBAS NUMERICAS

El objetivo general de estas pruebas es evaluar si conviene, en términos de eficiencia compu-
tacional y precision, emplear integradores temporales de multiples pasos en lugar de los tra-
dicionales RK. Es comin afirmar que un ODE-solver de alto orden es mds preciso que uno de
segundo orden, pero mads significativa que la precision (tedrica) del método es su eficiencia, esto
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es, el costo computacional a igual precision. Por ejemplo, el RK4 requiere cuatro computos de
los lados derechos en cada paso de tiempo, por consiguiente, podemos decir que es superior
que la regla del punto medio, sélo si sus caracteristicas de estabilidad permiten emplear un At
significativamente mayor.

Teniendo esto en mente, se simulan numéricamente dos problemas de pruebas clasicos para
el sistema Vlasov-Poisson, a saber, el amortiguamiento no lineal de Landau (Strong LD) y la
inestabilidad de las dos corrientes (Two-Stream-Instability o TSI), con las mismas condiciones
iniciales y de contorno que las usadas en Lorenzon et al. (2021). Ambos problemas se simulan
de dos maneras: primero, usando el mismo tamaiio de paso de tiempo con todos los integradores,
y luego, usando el maximo At que es posible con cada solver antes de que la solucién se vuelva
inestable. Estos At maximos fueron encontrados para cada solver y para cada resolucion de
malla mediante prueba y error, y se muestran en la Tabla 1 para el LD y en la Tabla 2 para la
TSI

Nx Nv RK2 RK3 RK4 AB2 AB3 AB4 ABM23 ABM34 ABM45 RK324e RK546e RKS547e
100 400 1.03 164 177 059 040 022 1.04 0.82 0.63 1.64 2.17 2.27
200 800 1.00 163 1.75 058 039 022 1.03 0.81 0.62 1.63 2.15 2.25
400 1600 | 097 1.61 1.73 057 038 0.21 1.00 0.78 0.60 1.61 2.10 2.18

Tabla 1: Tamafios mdximos de pasos de tiempo que preservan la estabilidad en el amortiguamiento no lineal de
Landau. Para calcular el At dimensional en [s], multiplicar el factor tabulado por: 2,2275E-7 /N,.

Nx Nv | RK2 RK3 RK4 AB2 AB3 AB4 ABM23 ABM34 ABM45 RK324e RK546e RK547e
200 400 | 0.87 158 183 052 044 0.26 0.95 0.77 0.60 1.59 2.09 1.99
400 800 | 087 1.58 1.83 052 044 0.26 0.95 0.77 0.60 1.59 2.09 1.99

Tabla 2: Tamafos mdximos de pasos de tiempo que preservan la estabilidad en la inestabilidad de las dos corrientes.
Para calcular el At dimensional en [s], multiplicar el factor tabulado por: 7,2394E-7 /N,.

Notar que, para un mismo esquema, los factores tabulados anteriormente no son sensibles a la
densidad de la malla, esto sugiere que el At estable maximo varia de manera aproximadamente
lineal con el tamafio de las celdas en la direccién espacial (At,,q. < Ax).

4.1. Amortiguamiento no lineal de Landau

Se denomina amortiguamiento de Landau a la disipacion no colisional de ondas electrostati-
cas longitudinales, u ondas de Langmuir, en un plasma. Cuando la amplitud de la perturbacion
es relativamente grande, el campo electrostitico decae inicialmente hasta que los efectos no
lineales producen un aumento posterior, aunque sin recuperar la amplitud original.

El sistema Vlasov-Poisson tiene ciertas propiedades de conservacion a las cuales debe pres-
tarse especial atencion durante el desarrollo de métodos numéricos. La evolucién temporal de
estas cantidades, teéricamente invariantes, puede usarse como métrica para cuantificar la preci-
sién de un esquema numérico o la validez de una simulacién. En este trabajo, prestamos parti-
cular atencion al desarrollo de la variacion en las normas L y Ly de la funcién de distribucion,
obtenido con los diferentes integradores temporales. Se advirtié que con todos los ODE-solvers
implementados, la evolucién de las normas que se obtiene es muy similar, por lo cual resulta
conveniente representar las diferencias entre ellos.

En la Fig. 1 (arriba) se grafica la diferencia entre distintos integradores temporales y el es-
quema RK4 clésico, de la variacién en el tiempo de las normas L, (izquierda) y L, (derecha) de
f normalizadas respecto de la condicién inicial, usando el mismo At en todos los casos. Luego,
en la Fig. 1 (abajo), es graficada la esta misma diferencia, s6lo que usando el méximo tamafio
de paso de tiempo que es estable con cada esquema.
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Figura 1: Evolucién temporal de las normas L (izquierda) y Lo (derecha) de f en el amortiguamiento no lineal de
Landau. Diferencias entre distintos integradores y el esquema RK4, normalizadas respecto de la condicién inicial.
Arriba: usando igual At. Abajo: usando el maximo At estable.

Se observa que, si bien los solvers implementados son de distintos ordenes y tipos, las va-
riaciones en el tiempo de las normas || f||; y || f||2 obtenidas con cada uno son muy similares.
Si se emplea el mismo At, las diferencias relativas entre ellos tienen érdenes de magnitud entre
1071%y 1077, Por otro lado, cuando los pasos de tiempo son los m4ximos estables, las diferen-
cias relativas son mucho mayores aunque insignificantes para fines practicos.

4.2. Inestabilidad de las dos corrientes

Existen muchas variedades de esta inestabilidad del espacio de velocidades, siendo muy
estudiado el caso de dos corrientes de la misma especie con igual densidad de particulas, que se
desplazan a través del fondo neutralizante con velocidades medias opuestas.

Al igual que en el caso anterior, estudiamos el desarrollo de la variacién en las normas L,
y Lo de f, obtenido con los diferentes solvers temporales. En la Fig. 2 (arriba), se muestra la
diferencia entre distintos integradores temporales y el esquema RK4 cldsico, de la variacion
en el tiempo de las normas L, (izquierda) y L, (derecha) de f normalizadas respecto de la
condicion inicial, usando igual At. A continuacion, en la Fig. 2 (abajo), se muestra esta misma
diferencia sélo que usando, esta vez, el maximo tamaifio de paso de tiempo estable.

Al igual que en el amortiguamiento de Landau, se observa que la evolucién de las normas
de f no es sensible al solver usado. Estos resultados sugieren que, para avanzar en el tiempo el
sistema de ecuaciones 13, no es fundamental usar un algoritmo costoso o de alto orden, ya que
todos los implementados aqui permiten representar adecuadamente la solucién y respetan, con
similar precision, las propiedades de conservacion del sistema Vlasov-Poisson.
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Figura 2: Evolucién temporal de las normas L; (izquierda) y Lo (derecha) de f en la TSI. Diferencias entre
distintos integradores y el esquema RK4, normalizadas respecto de la condicion inicial. Arriba: usando igual At.
Abajo: usando el maximo At estable.

4.3. Costo computacional

Los esquemas Runge-Kutta explicitos de Bogacki-Shampine y de Dormand-Prince requieren
4 y 7 evaluaciones de los lados derechos, respectivamente, por cada paso de tiempo, mientras
que los de Adams explicitos o predictores-correctores calculan los rhs solamente una o dos
veces por paso, independientemente del orden. En esto estaba apoyada la idea de que, imple-
mentando métodos lineales de multiples pasos, podria reducirse considerablemente (entre 2 'y 4
veces) el tiempo de computo de las simulaciones de la cinética de plasmas.

Sin embargo, se encontrd que el tamafio mdximo de paso de tiempo que es posible usar en
los métodos multistep, esta severamente limitado por cuestiones de estabilidad. Sumado a esto,
mientras mayor es el orden del esquema, menor es el At estable maximo, por el contrario de
lo que ocurre con los métodos RK. Como consecuencia, lo que se gana en performance al no
calcular varias veces los lados derechos en cada paso, se pierde al tener que emplear un At mas
pequeio. Esto puede apreciarse en las Fig. 3, donde se grafican los tiempos de ejecucion totales
requeridos para avanzar desde ¢ = 0 hasta un instante de tiempo dado.

Se puede apreciar que, si se emplea el mismo tamafio de paso de tiempo, los esquemas de
Adams son considerablemente mas rapidos que los RK (ver Fig. 3: arriba), no obstante, cuando
la estabilidad es tenida en cuenta (Fig. 3: abajo), no s6lo que las diferencias se achican sino que
la situacion se revierte y los RK resultan ser mds eficientes.

5. CONCLUSIONES

De la familia de esquemas Eulerianos para el tratamiento numérico de la ecuacién de Vlasov,
se destacan los basados en volimenes finitos de alto orden sin splitting dimensional, los cuales
discretizan el espacio de fases y conducen a una formulacién semi discreta de la ecuacion de
Vlasov vélida en cada celda.
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Figura 3: Tiempos totales de computo para distintas densidades de malla. Arriba: usando igual A¢. Abajo: usando
el maximo At estable.

El avance en el tiempo del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias resultantes se trata,
tradicionalmente, por medio de esquemas de tipo Runge-Kutta. En este trabajo se implementan,
ademds de los RK, métodos lineales de multiples pasos explicitos y predictores-correctores.
Con el objetivo de estudiar y comparar su precision, estabilidad y costo computacional, se si-
mulan numéricamente dos problemas de pruebas cldsicos para el sistema Vlasov-Poisson: el
amortiguamiento no lineal de Landau y la inestabilidad de las dos corrientes. Ambos se simu-
lan, primero, usando el mismo tamafio de paso de tiempo, y luego, usando el At maximo posible
que mantiene la estabilidad de la solucién.

Se observa que, si bien los solvers son de distintos tipos y 6érdenes, la evolucion en el tiempo
de las variaciones en las normas L; y L, de f obtenidas con cada uno son muy similares.
Cuando los At son los mdximos estables, las diferencias relativas son mucho mayores que si se
usa el mismo paso de tiempo, pero aln asi son insignificantes.

Aunque los esquemas de tipo multistep s6lo calculan los lados derechos una o dos veces
por intervalo de tiempo, el tamafio maximo posible de At que pueden usar estd severamente
limitado por cuestiones de estabilidad. Ademds, mientras mayor es el orden del esquema, menor
es el maximo At estable, al contrario de lo que ocurre con los RK. Por esta razén se encuentra
que, si se emplea el mismo paso de tiempo, los esquemas de Adams son mds rdpidos que los
RK, no obstante, cuando se considera la estabilidad, los RK resultan, en general, mas eficientes.
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