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Resumen. El método de elementos finitos es sumamente utilizado en el disefio de mecanismos en sis-
temas mecatrénicos. Aun asi, en la etapa de disefio de control se suelen utilizar modelos aproximados
obtenidos por otras metodologias, desaprovechando el caudal de informacién proveniente del modelo de
elementos finitos. El presente trabajo muestra la obtencién de un modelo de una viga piezoeléctrica en
una representacion tipica para uso en control a partir de su modelo de elementos finitos y otras dindmicas
involucradas. El procedimiento mostrado abarca el reordenamiento de los grados de libertad del modelo
de elementos finitos, su reformulacidn en una representacion matricial de primer orden de uso tipico en
control, hasta el problema de reduccién de orden. En particular se muestra que la reduccién por trun-
camiento modal, usada tipicamente con modelos de elementos finitos, puede llevar a un error de estado
estacionario del modelo reducido que puede evitarse con una reduccién con compensacién de ganancia
de estado estacionario.

Keywords: Modeling for control, Finite element model, Order reduction, Piezoelectric.

Abstract. The finite element method is extensively used in the design of mechanisms for mechatro-
nic systems. Even so, models used at the control design stage are usually approximate models derived
from other methodologies, relinquishing the amount of information contained in the finite element mo-
del. The present work shows the derivation of a piezoelectric cantilever model in a representation that
is typical for use in control, from its finite element model and other involved dynamics. The procedure
shown encompasses the reordering of the degrees of freedom of the finite element model, its reformula-
tion in a first order matrix representation typically used in control theory, as well as the order reduction
problem. In particular, it is shown that reduction by modal truncation, typically used with finite element
models, can lead to a steady-state error of the reduced model, wich can be avoided in a reduction with
DC gain matching.
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1. INTRODUCCION

El método de elementos finitos es ampliamente utilizado en la etapa de disefio de numerosos
sistemas mecatrénicos, en especial con el advenimiento de los mecanismos flexibles, que pre-
sentan ventajas como mayor precision y menor desgaste que los mecanismos clasicos (Howell,
2001). Sin embargo, en la etapa del disefio de control se suele trabajar con modelos simplifica-
dos obtenidos por otros medios, desaprovechando la informacién proveniente de los modelos
de elementos finitos desarrollados previamente. Audn asi, existen algunos trabajos en la litera-
tura que buscan aprovechar en cierta medida estos modelos para el desarrollo del control. Tal
es el caso de Largilliere et al. (2015) y Bieze et al. (2018), donde para el disefio de control de
robots flexibles se utilizan modelos de elementos finitos. Sin embargo, se trata de modelos que
no consideran la dindmica del sistema, obteniendo desarrollos restringidos a movimientos de
baja velocidad.

Adun asi, algunos trabajos también consideran la dindmica del sistema. Uno de estos es el
trabajo de Meng et al. (2006a), que ilustra el modelado y control de vibraciones de una placa
con parches piezoeléctricos. No obstante, este trabajo no utiliza las matrices obtenidas en el
modelado, sino que utiliza la simulacién de elementos finitos para obtener un modelo aproxi-
mado mediante identificacion. Otros trabajos hacen uso de las matrices del modelo, tal como
Lim et al. (1997) y Lim et al. (1999b) dedicados también al control de vibraciones, solo que las
conclusiones se efectian a partir de un anélisis modal de las ecuaciones de elementos finitos, sin
necesidad de transformarlo a un modelo dindmico similar a los empleados en teoria de control.

En efecto, resultaria conveniente transformar el modelo de elementos finitos en un modelo
del tipo empleado en control, donde se describe la variacion de un vector de estado en funcién
del estado actual y de un vector de entradas, ya que existe una importante variedad de técnicas en
teoria de control directamente aplicables a estos modelos. Modelos de este tipo se obtienen en
Lim et al. (1999a) dentro del contexto de control de vibraciones, pero sin considerar condiciones
de borde esenciales. Para esto, los autores transforman tales condiciones de manera aproximada
en condiciones de borde naturales.

Alun obteniendo un modelo tipico de control, existe el problema de que el modelo transfor-
mado tendrd un gran nimero de estados, asociado al gran nimero de grados de libertad en el
modelo de elementos finitos. Esto puede hacer que ciertos cédlculos a efectuar sobre el modelo
dindmico consuman mucho tiempo, lo que constituye un problema, en especial si estos calculos
se tuvieran que hacer en tiempo real como parte de un algoritmo de control. Es por esto que
toma importancia también la reduccién del orden del modelo. De hecho, el problema de reduc-
cién de orden es considerado de por si en modelos de elementos finitos, tal como en Lim et al.
(1999b).

Dentro del contexto del andlisis de elementos finitos existe una variedad de métodos de
reduccion de orden que se aplican sobre la ecuacion de elementos finitos. No obstante, muchos
se basan en una especie de transformacién de coordenadas que lleva a un truncamiento de cierta
parte de los modos (Qu, 2004). Como se mostrard en este trabajo esto puede llevar a diferencias
significativas entre el comportamiento del sistema completo y el sistema reducido.

Asi, el presente trabajo muestra el procedimiento utilizado para la obtencién de un modelo en
variable de estado de un flexor piezoelectrico a partir de su modelo de elementos finitos. Este
procedimiento abarca el reordenamiento de los grados de libertad del modelo de elementos
finitos, su reformulacién en una representacion matricial de primer orden, hasta el problema de
reduccién de orden para obtener un modelo manejable. Dado que el actuador estd alimentado
por un amplificador de corriente, también se considera el aporte de esta dindmica adicional a la
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de la estructura propiamente dicha.

2. ECUACIONES DE ELEMENTOS FINITOS PARA ESTRUCTURAS PIEZOELEC-
TRICAS

El modelado por elementos finitos de estructuras piezoeléctricas lleva a ecuaciones matricia-
les que se pueden expresar de la forma (Meng et al., 2006b):

MU + CU + KU =R, (1)

donde M, la matriz de masa, es una matriz simétrica n x n, K es la matriz de rigidez, R
el vector de cargas, U = [dT ¢T]T es el vector de los grados de libertad nodales, en este caso
conteniendo informacion relativa a desplazamientos (d) y potencial eléctrico (¢), y C es la
matriz de amortiguamiento. En més detalle, la matriz M puede llevarse a la forma
M 0

} : (2)

M —
{0 0

donde M es la matriz de masa estructural (Meng et al., 2006b). Si bien esta ecuacidn incor-
pora parte de las condiciones de contorno, se deben incluir ademas las condiciones de contorno
de Dirichlet, que especifican los valores de algunas componentes del vector U. Estas condicio-
nes se pueden considerar como dadas por una ecuacién de la forma BU = V, donde por cada
condicién de Dirichlet de la forma U; = p se tiene una fila de la matriz B dada por el vector
e; de la base canénica de R" y la fila correspondiente de V con valor p. Se asume que B es
una matriz [ X n de rango completo, V &€ RY, y | < n, siendo [ el nimero de condiciones de
Dirichlet y n el nimero de grados de libertad.

Hay diferentes maneras de imponer las condiciones de Dirichlet. Una de ellas seria direc-
tamente reemplazar los valores conocidos del vector U por los valores correspondientes. Otra
forma seria usando el método de penalidad, que es el método usado por el software FreeFem++
(Hecht, 2012) para el planteo de la matriz de rigidez y el vector de cargas. En tal caso se tiene
(Bathe, 1996):

BU=V,

MU + CU + (K + vB'B)U = R + vB’V,

siendo v > Kj; para 1 < i < n (por defecto el valor utilizado en FreeFem++ 3.46 es 1-10Y).

En cuanto a la matriz de amortiguamiento, esta se introduce para aproximar la disipacion de
energia del sistema, y usualmente se obtiene como una combinacion lineal de las matrices de
rigidez y masa estructurales, es decir como C = aM + SK (Meng et al., 2006b). En el caso
especifico de transductores piezoeléctricos se puede considerar o = 0 (Nader et al., 2004), con
lo cual

3)

C=pK 4)

Si bien usualmente se considera que la matriz de damping total C es distinta de cero solo en

el bloque asociado a los grados de libertad mecanicos (C), se puede simplificar las ecuaciones

considerando que la matriz de amortiguamiento total cumple con la misma relacién, es decir

C = BK. Sin embargo, esto lleva a la inclusién de una dindmica espuria para los grados de

libertad eléctricos. No obstante, el ancho de banda de esta dindmica es tan alto que su efecto

en el comportamiento del sistema serd dificilmente apreciable al considerar las restricciones de
medicién detalladas en Sec. 5. Asi, con esta simplificacién adicional, las ecuaciones quedan

MU + K(U + 8U) +yB"BU = R + 1B’V (5)
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3. SISTEMA CONSIDERADO

En este trabajo, el procedimiento se ilustra con la estructura piezoeléctrica de la Fig. 1.
Esta consiste en dos placas de material piezoeléctrico PZT de 300 um de espesor y 12 mm de
longitud con la direccion de polarizacion mostrada en la figura (indicada con una flecha junto
a la letra P), donde las caras superior e inferior se mantienen a un potencial de 30V 'y —30V
respectivamente, mientras que en la capa intermedia se aplica la tensién de control. El ancho
de las placas es de tres veces su longitud, y se asume que se puede considerar como vélida la
hipétesis de deformaciones planas.

30V
"

P Y

l

=30V

Figura 1: Diagrama de flexor piezoeléctrico.

Para la estructura dada se tiene como entrada w la tension entre capas del bimorfo piezoeléc-
trico, y como salida la posicion vertical del punto medio del extremo libre del mismo.

La entrada del actuador piezoeléctrico es alimentada por un amplificador de corriente. Este
amplificador de corriente limita el ancho de banda, lo que puede modelarse como un primer
orden con un ancho de banda apropiado. De esta manera, la dindmica del sistema completo
estard dada por un bloque asociado al amplificador de corriente en cascada con el bloque que
modela la dindmica de la estructura piezoeléctrica.

4. OBTENCION DE LA REPRESENTACION EN VARIABLE DE ESTADO DE LA
ESTRUCTURA PIEZOELECTRICA

Para el modelado del sistema de Fig. 1, se utiliza una malla con un nodo coincidente con el
punto cuyo desplazamiento vertical se toma como salida. Asi, la salida del sistema vendré dada
por uno de los grados de libertad mecéanicos.

Para obtener la representacion matricial en variable de estado, primero ordenamos las matri-
ces de Ec. (5) de una manera mds conveniente. Para esto definimos una matriz de permutacién
S de la forma

S
S= 15 (6)
S3

de manera que el vector U = SU se pueda expresar como
U= | U, (7N

donde Us = S, U representa los valores conocidos del vector U a partir de las condiciones
de Dirichlet, y donde los valores desconocidos se agrupan en U3z = S3U que contiene valores
de potencial eléctrico y Us; = S, U que contiene la informacion sobre desplazamientos y donde
se encuentra la salida de interés de nuestro sistema.
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En més detalle, S; es una matriz [ X n, y teniendo en cuenta la forma en que se defini6 la
matriz B para imponer las condiciones de Dirichlet, las [ columnas de S?" son una base del
espacio fila de B. Del mismo modo, las de SI" junto con las de S?’ forman una base del espacio
nulo de B. De esta manera, al hacer el cambio de variable U = S”U y premultiplicar Ec. (5)
por S resulta, teniendo en cuenta la simetria de M y la ortogonalidad de S:

MH M12 0 . Ku K12 K13 B . ’}/SlBTBS? 00 B R1 -+ ’}/SlBTV
M21 MQQ O U"— K21 K22 K23 (U‘i‘ﬁU)‘i‘ 0 O O U — RQ
0 0 0 Ks1 Kip Kiss 0 0 0 R;3

donde las submatrices utilizadas se definen como M,;; = SiMS]T, K;; = SiKSJT y los
vectores como R; = S;R,paral <:<3y1 <5 <3
Reemplazando la tercera fila de la ecuacion matricial por bloques en Ec. (8) en la segunda
fila, obtenemos ) ‘
U, = P<U2 + 5U2) + Q(U, , U), (9)
con
P =—-M,, (K22 - K23K§31K32) )

Q=M,, [Rz — KoK Ry + (Kos K33 Ksi — Koy) (UCC + BUCC) — M21UC’C] :

Si se denomina Uy al punto de equilibrio de Ec. (9) para u = @ = @ = 0, es decir PU; +
Q(0,0,0) = 0, y definimos U, = U, — U3, linealizando Ec. (9) alrededor de estos valores de
equilibrio tenemos

0Q 0Q 0Q

= PU, + PBU, + Bou + By + Byil
Teniendo en cuenta que en el sistema considerado las tnicas condiciones de contorno depen-

dientes del tiempo estardn asociadas a la tension de entrada u, se asume que Uge = Eju + Eo,
siendo E; para i = 1, 2 vectores constantes. Como consecuencia, se tiene que

OUcc B aUC’C aﬂCC o

ou ot ot

Entonces, siguiendo el procedimiento de Brogan (1991) para sistemas con derivadas de la
entrada, esta ecuacion diferencial se puede escribir como:

i X1| BP 1 X1 + B1+BPB2
dt |Xo P 0 X9 B0+PB2 u’

E,.

(1)

donde . .
Bo = My, (K23K§3 Ks — K21) E,,

B, = 0By,
B; = —M;21M21E1.
Finalmente, la salida de interés es el desplazamiento vertical de un0~de los nodos de la malla
respecto de su posicién de equilibrio, es decir y = H(U, — Uj) = HU, para un vector H con
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valor 1 en la componente especifica correspondiente al grado de libertad de interés y O en el
resto. De esta manera, la ecuacion de salida del sistema se puede escribir como

y=[H 0] {zj + HB,u. (12)

5. REDUCCION DEL ORDEN

En un sistema de control tipicamente se trabaja con sensores con un ancho de banda limitado
asi como también se suele efectuar el muestreo de la sefal para su procesamiento. En este
sentido, el limite impuesto por el sistema a las frecuencias que se pueden observar hace que
la idea de reducir el orden del sistema basdndose en la representacion modal del mismo sea
atractiva también para el diseno de control.

La reduccién de orden modal es frecuentemente utilizada en el trabajo con elementos fini-
tos (Qu, 2004). En ese caso, la reduccion de orden modal se basan en una transformacion de
coordenadas de la forma

U(t) = TZ()

para una matriz T € R™ ™, con lo que se efectiia un truncamiento modal, dejando solo m
modos del sistema original (de orden n) que resultan de interés para el analisis.

Si bien en elementos finitos esto se hace sobre la Ec. (1), la misma idea podria plantearse
para las ecuaciones de estado usadas tipicamente en control. Sin embargo la diferencia entre
el comportamiento del sistema completo y el del sistema reducido cuando se usa este simple
truncamiento modal puede resultar importante para ciertos andlisis, por ejemplo cuando se bus-
ca analizar al error de estado estacionario en el control de un sistema. Esto se puede ver mas
claramente considerando el siguiente sistema genérico (que se asume se encuentra en su repre-

sentacion modal)
d x| _ |Ja 0] [Xa . B, Y
dt [xp] [0 Jb] [xe By|

(13)
X
y=[C. Cy L{J + Du,
donde y es la salida del sistema, u su entrada, x, representa la parte del vector de esta-
do correspondiente a los modos que se desea conservar en la representacion reducida y x;
corresponde a aquellos que se desea descartar. Asi, se puede hacer la descomposicion en los
subsistemas

dx,
Z = J.,x, + B,u,
Yo = CaXa + Du>
dx, (14)
T Jyxy + By,
yp = CpXyp,

con lo cual y = y, + v». Entonces, la ganancia de estado estacionario del sistema completo
resulta —C,J nga + D —CyJ b_le. Obviamente, si se hace el truncamiento modal para des-
cartar los modos del subsistema b se pierde el término —C,J, ' By, lo que puede resultar en un
error en la ganancia de estado estacionario del sistema reducido.

Considerando la situacion descrita al comienzo de la seccion sobre el ancho de banda limi-
tado en el sensado, si los modos de un subsistema particular corresponden a frecuencias por
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encima del ancho de banda, el efecto del subsistema se puede considerar similar al de una ga-
nancia, en particular a la de su ganancia de estado estacionario. Esto sugiere que una forma
conveniente de efectuar la reduccion de orden de un sistema en esa situacion seria precisamente
descomponiendo el sistema original (en su representacion modal) en dos subsistemas, uno con
los modos correspondientes a las frecuencias de interés (correspondiente a x,), y otro con los
modos que se pretende descartar (correspondiente a x;). Una vez hecho esto, se reemplaza este
ultimo subsistema por su ganancia de estado estacionario, en este caso —C,J b_le.
Asi, se obtiene el sistema reducido como

X, = X, + Bou,

15
yr = Coz, + (D — C,J;'By) w. ()

donde x, es el vector de estados del sistema reducido, y puede verse que su dindmica coincide
con la de x,. Por otro lado, la salida ¥, del sistema reducido difiere de la salida y, por efecto
de la ganancia de estado estacionario del subsistema b de Ec. (14). Es facil comprobar que
la ganancia de estado estacionario de este sistema reducido es coincidente con la del sistema
completo en Ec. (13).

6. RESULTADOS

Con el objeto de comparar el desempefio de la reduccion con compensacion de ganancia de
estado estacionario con el de la reduccion por truncamiento modal, en esta seccion se efectud el
modelado por elementos finitos de la estructura descripta en la seccion 3, asi como la simulacién
del sistema completo.

6.1. Detalles del modelado

Tal como se mencionara en la seccién 3, se asumi6 la validez de la hipdtesis de deforma-
ciones planas, efectudndose el modelado de la estructura en dos dimensiones. El material pie-
zoeléctrico considerado es el PZT BMS500 de SensorTech. Para modelar aproximadamente el
amortiguamiento se utilizé informacién de placas de material PZT del fabricante Piezo Systems
Inc. mientras que para la frecuencia de resonancia se utilizaron datos del flexor PI PL112.10.

En el modelado se desprecid la influencia del peso propio del material piezoeléctrico, ya que
su efecto en el desplazamiento de la viga es despreciable. Atin més, el efecto del peso aparece
en el termino R de Ec. (1) de manera independiente de la tension de entrada u. Esto lleva a que
la dindmica linealizada de la estructura no se encuentre influenciada por el peso, cuyo efecto
solo serd alterar el punto de equilibrio alrededor del cual se hace la linealizacién del modelo
de control, y por lo tanto no tiene ningun efecto en las variaciones de la posicion de interés
respecto de ese punto.

Figura 2: Malla del modelo.

Para el modelado por elementos finitos se utiliz6 el software FreeFem++ (Hecht, 2012),
utilizando elementos triangulares lineales con la malla mostrada en Fig. 2. Cabe recordar que
el objetivo de este trabajo es mostrar la conversiéon de un modelo de elementos finitos a un
modelo dindmico tipico de teoria de control, y que para comparar el desempeiio se van a efectuar
simulaciones no solo de los modelos reducidos sino también del modelo completo. Teniendo
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en cuenta que las limitaciones de memoria del sistema utilizado para efectuar las simulaciones
imponen una limitacién en el nimero de estados a considerar y por lo tanto en el nimero de
grados de libertad del modelo de elementos finitos, no se buscé refinar la malla. Obviamente,
en un caso de aplicacion practica no seria necesario limitar los grados de libertad del modelo de
elementos finitos ya que se trabajaria mayormente sobre el modelo reducido.

A partir de esto se obtuvieron las matrices 480 x 480 M y K, el vector 480 x 1 R asi
como informacion adicional que permite identificar los grados de libertad del vector U. En
MATLAB se utiliza esta informacion para obtener la matriz de amortiguamiento C, la matriz
de permutacion S y el resto de las matrices necesarias para obtener la representacion del sistema
dindmico de Ec. (11), correspondiente a un sistema con 620 estados.

Para la reduccion del modelo se descartaron los modos correspondientes a tiempos de es-
tablecimiento por debajo de los 200 us, es decir con Re();) < —23000, quedando un sis-
tema con solo 4 polos, siendo estos complejos conjugados en —18751,94 £ 154472865 ! y
—458,71 418998, 77s7 L.

En cuanto a la dindmica asociada al amplificador de corriente, se model6 mediante un pri-
mer orden con un ancho de banda de 272 Hz (correspondiente al amplificador detallado en
Physik Instrumente (2018) para una carga con una capacidad eléctrica similar a la del actuador
PIPL112.10).

6.2. Simulacion

Para cada modelo del actuador piezoeléctrico se simuld la respuesta a escalén del conjunto
compuesto por actuador y amplificador de corriente, con una discretizacion de 100 ps. Se efec-
tud la simulacién del modelo completo (cuya dindmica se describe en Ec. (11) y cuya ecuacion
de salida es Ec. (12)), asi como la del modelo reducido por truncamiento modal (equivalente a
descartar el subsistema b en Ec. (14)), y por la reduccién con compensacién de ganancia (Ec.
(15)), mostrandose los resultados en Fig. 3.

—— Completo |
— Reducido CG
Truncado |
2 |9 .
1L i
0 1 1 1 1 1 1 1
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04

t[s]

Figura 3: Simulacién respuesta a escalén modelo completo y reducidos.

Como se observa, la salida del modelo de 4 estados con la reduccidon con compensacion
de ganancia, coincide aproximadamente con la del modelo completo de 620 estados para la

Copyright © 2021 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecanica Computacional Vol XXXVIII, pags. 1131-1140 (2021) 1139

simulacién realizada. En cambio, se observa que la salida del modelo reducido por truncamiento
modal posee un error de estado estacionario, tal como se advirtié en la seccién 5.

La coincidencia entre el modelo completo y el modelo reducido con compensacion de ganan-
cia no es de sorprender, ya que como se observa en Fig. 4 la respuesta en frecuencia para ambos
modelos de la estructura piezoeléctrica coincide muy bien hasta cerca de los 10 kHz, mientras
que la frecuencia de Nyquist para el muestreo considerado en la simulacién es de 5 kHz.

—100 T T T T rorTTTTT T rorTTTTT T T T
Completo

o —— Reducido CG
S. 150} .
ge)
2
c
> _200| -
=

_250 MR | MR | ol MR | MR | MR | MR | sl MR | |

10° 10° 10* 10° 10° 10 10° 10> 10 10"
Frecuencia [Hz]
O T T T T T URAAL
Completo

@ —— Reducido CG
S -100f
s
2
@ 200
L

_300 sl TR | el Lol Lol Lol Lol el Lol |

10° 10° 10* 10° 10° 10’ 10° 10° 10 10"

Frecuencia [Hz]

Figura 4: Respuesta en frecuencia de estructura piezoeléctrica, dindmica completa y reducida con compensacién
de ganancia.

Finalmente, cabe remarcar la diferencia en tiempo de calculo entre utilizar un modelo redu-
cido y el modelo completo, atn en este caso donde se tiene solo algunos cientos de grados de
libertad. De hecho, en el sistema en que se efectud la simulacién, el tiempo promedio reque-
rido fue de 1.09s para el modelo completo, mientras que para los modelos reducidos fue de
5.3 ms para el modelo reducido por truncamiento modal y 5.4 ms para el modelo reducido con
compensacion de ganancia de estado estacionario.

7. CONCLUSIONES

En este trabajo se desarroll6 el procedimiento utilizado para obtener un modelo de un fle-
xor piezoelectrico en una representacion tipica para uso en control a partir de su modelo de
elementos finitos y de las dindmicas adicionales involucradas.

También se observé que teniendo en cuenta las restricciones del sistema en lo relativo a
ancho de banda, es posible obtener un sistema reducido con una exactitud apropiada mediante
una reduccién modal con compensacion de ganancia de estado estacionario.
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