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Resumen. En este articulo se utiliza una metodologia de cdlculo numérico que emplea el primer ex-
ponente de Lyapunov como indicador del comportamiento bifurcacional global en sistemas dindmicos.
Este método cuenta con un costo computacional muy bajo si se lo compara con la construccién numérica
de un espacio de pardmetros o un diagrama de bifurcaciones. Asi, el método en consideracion pretende
ser utilizado a modo de célculo preliminar en el estudio de la dindmica, con el objeto de identificar zonas
en los espacios paramétricos que resulten de interés para un anélisis mds detallado. El presente estudio
se enmarca en el desarrollo de una tecnologia que apunta a extraer energia ambiental mediante sistemas
de péndulos paramétricos, por lo que el principal foco se centra en la bisqueda de eficiencia de cdlculo
en este tipo de sistemas.
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Abstract. In this article a numerical calculation methodology by means of the first Lyapunov charac-
teristic exponent as a global bifurcational behavior of dynamical systems is used. This method has a low
computational cost if its compared with the numerical construction of a parameter space or a bifurca-
tion diagram. Thereby, the considered method aims to be used as a previous evaluation in the dynamical
study, with the purpose to identify interesting zones in the parameter space for a more extensive study.
This study is part of the development of a technology that aims to extract environmental energy through
parametric pendulum systems, so the main focus is on the search for calculation efficiency in this kind
of systems.
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1. INTRODUCCION

En los tltimos afios, diversos métodos han sido desarrollados para el anélisis, identificacion
y caracterizacion de las respuestas de sistemas dindmicos no lineales (Peitgen et al., 1992; Stro-
gatz, 2018). Entre ellos destacan los exponentes caracteristicos de Lyapunov (LCE por sus siglas
en inglés), debido a su simplicidad y su aplicacién directa en la identificacion de atractores cad-
ticos. Asi, para una configuracion dada de un sistema dindmico, el cdlculo de los LCE permite
identificar si una respuesta es 0 no cadtica a partir unicamente de dos condiciones iniciales
cercanas.

En este articulo se pretende aprovechar esa simplicidad para realizar una répida identifica-
cion de algunos aspectos clave del comportamiento dindmico del péndulo paramétrico. Si bien
este método podria aplicarse a diversidad de sistemas dindmicos, la eleccién del péndulo pa-
ramétrico se debe a que el presente estudio se enmarca en el desarrollo de una tecnologia que
apunta a extraer energia ambiental a partir del movimiento rotatorio de este tipo de sistemas
(Wiercigroch, 2010; Nandakumar et al., 2012; Yurchenko y Alevras, 2013; Dotti y Virla, 2021).
En tal marco, uno de los desafios mas importantes es mantener las rotaciones estables del pén-
dulo y recuperarlas cuando se pierden debido a cambios en el forzamiento externo. Esto se logra
mediante una accion de control, consistente en una pequefia correccion de torque, que debe ser
administrada de forma conveniente y con la mayor celeridad posible con el objetivo de lograr
una mayor eficiencia (Reguera et al., 2016; De Paula et al., 2017). De aqui la necesidad de he-
rramientas computacionales de prediccion rapidas y precisas como el método que se propone,
basado en el primer LCE.

2. EXPONENTE CARACTERISTICO DE LYAPUNOV

El LCE es una herramienta para diagnosticar la presencia de caos en sistemas dindmicos
(Strogatz, 2018). El caos en un sistema deterministico se caracteriza por una alta sensibilidad a
las condiciones iniciales. Esto implica que dos trayectorias que inician muy cerca entre si en el
espacio de fase experimentardn un alejamiento exponencial durante su evolucion temporal. La
distancia entre dos trayectorias de un sistema dindmico puede expresarse como

d(t) = do(t)e™, (1)

donde A representa el LCE y dj la distancia inicial entre las trayectorias. Asi, si A > 0, se
produce una separacion exponencial indicativa de la presencia de caos.

Para cualquier sistema dindmico de n ecuaciones, existe un espectro caracteristico de Lya-
punov de n exponentes, que proporcionan una medida de como varian las distancias, areas y
volimenes en el espacio de fase (Shimada y Nagashima, 1979; Benettin et al., 1980). Estos
n exponentes quedan ordenados como A\; > Ay > ... > \,. Sin embargo, como criterio de
evaluacion de caos se puede utilizar inicamente el primer exponente (\;), que al ser el mayor
resulta dominante en términos de las caracteristicas de expansion o contraccion el sistema.

Se puede definir el primer exponente de Lyapunov (\;) como

Al:#ilnﬂ )
1

tn — 1o do(tp—1)

Se han desarrollado diversas metodologias y algoritmos que permiten estimar el espectro
de Lyapunov (Osedelec, 1968; Shimada y Nagashima, 1979; Benettin et al., 1980; Wolf et al.,
1985). Sin embargo, Moon (1987) describié un método simple para estimar el primer exponente.
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El mismo consiste en resolver el sistema de ecuaciones no lineales

= f(z,c), 3)

para cierta configuracion de pardmetros ¢, y luego evaluar el mismo sistema linealizado de
la forma

donde A representa el Jacobiano del sistema, y 7 la separacion entre las condiciones ini-
ciales. Al resolver ambos sistemas en simultaneo, el coeficiente de variacion entre distancias
d(ty)/do(ty_1) se estima mediante la expresién

d(te) _ |n (7, )|
do(te—1)  |n(0,t)]

que reemplazada en (2) permite calcular el maximo exponente de Lyapunov por cada evolu-
cién temporal 7. Por dltimo, para cada célculo se normaliza la separacion 7.

®)

3. PENDULO PARAMETRICO

La dindmica del péndulo paramétrico amortiguado ha sido ampliamente estudiada por di-
versos autores y si bien su formulacion es sencilla, presenta una gran riqueza admitiendo la
coexistencia de respuestas rotatorias, oscilatorias y cadticas (Leven y Koch, 1981; Clifford y
Bishop, 1995; Garira y Bishop, 2003). Es debido a estas caracteristicas que se ha vuelto un
ejemplo clésico en el estudio de dindmica no lineal. Su ecuacién gobernante estd definida como

6 + B0 + (1 + P cos(wt)) sin(f) = 0, (6)

donde @ es el dngulo de rotacién, 3 el coeficiente de friccion, P la magnitud del forzamiento
paramétrico y w la frecuencia de forzamiento.

Debido a su capacidad para detectar respuestas cadticas, se utiliza el maximo ECL para
identificar los atractores existentes, considerando variaciones de los parametros P y w en (6),
acorde a lo propuesto por Moon (1987).

4. RESULTADOS Y DISCUSIONES

En primer lugar se construy6 un espacio de pardmetros similar al desarrollado por Clifford
y Bishop (1995) y Garira y Bishop (2003), pero evaluando el primer LCE. Los valores fueron
filtrandos segtin si son positivos, negativos o nulos, ademads de clasificarlos segun si la velocidad
0 es distinta o igual a cero. En la Figura 1 se observan las posibles respuestas del péndulo
paramétrico dependiendo de los valores de forzamiento y frecuencia elegidos, considerando
B = 0,15 (Leven y Koch, 1981), halladas a partir de la evaluacién del exponente.

El espacio de parametros se construy6 tomando una variacion AP = 0,01 y Aw = 0,01
y como tiempo evaluacién del primer LCE se consideré 7 = 1 s. Se utiliz6 el integrador de
Runge-Kutta de orden 4 para un tiempo de simulacién de 2500 s.

La transicion entre respuestas (reposo, oscilaciéon o rotacidn, caos) de la Figura 1 deberia
verse delimitadas por una franja de bifurcaciones. Sin embargo, mediante el la evaluacién del
primer LCE solo se pudieron estimar algunas de ellas. Esto se debe a que, si bien se observan
cambios en el signo del exponente y valores del mismo muy cercanos a cero, la precisiéon queda
relegada a que se considera al cero como un valor del orden de |10~*|. Por lo tanto se desprecian
combinaciones de pardmetros en donde puede ocurrir una bifurcacién. Ademas, en las zonas de
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la Figura 1 donde el primer LCE es negativo y la velocidad distinta de cero, coexisten respuestas
estables oscilatorias y rotatorias, las cuales no pudieron ser identificadas mediante este método.

A pesar de consideraciones tomadas, el espacio de parametros refleja con buena precision
las posibles respuestas del péndulo para los valores de pardmetros considerados. Esto puede ser
de utilidad para estudiar zonas de interés.
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0 @Bifurcacion
0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0

w

Figura 1: Espacio de paramétros del péndulo paramétrico construido mediante la evaluacion del
primer exponente de Lyapunov.

Para el caso de w = 1,56, se identifican valores del primer LCE variando la amplitud de
forzamiento entre 0 < P < 3. En la Figura 2a se aprecia que el exponente correspondiente
a P = 1,5 es negativo, similar a lo hallado por Leven y Koch (1981). Luego se compararon
los resultados obtenidos con el diagrama de bifurcaciones para los mismos pardmetros. En
las Figuras 2a y 2b se observan 3 zonas bien definidas correspondientes a respuestas cadticas
(0,9 < P <25)ynocadticas (0 < P <05y 2,5 <P < 3,0 aproximadamente ) y dos zonas
de transiciéon ( 0,0 < P < 1y P =~ 2,5 ) correspondientes a cuando el exponente cambia de
signo. Para evaluar el primer LCE se utilizé una variacion AP = 0,01.

Haciendo un andlisis en profundidad para valores de forzamiento 1,45 < P < 1,55 mediante
mapas de Poincaré, se puede apreciar en la Figura 3a el atractor estable de periodo 4 y la cascada
de doble periodo hacia caos para P ~ 1,53. En la Figura 3b se puede observar la proyeccion
del espacio de fase para una amplitud de forzamiento de P = 1,5.

De igual manera a lo observado alrededor de P = 1,5, en la Figura 4a se puede apreciar una
cascada périodo dos para P = 1,2 y w = 1,56, estimada a partir de identificar valores cercanos
a cero del primer LCE para P ~ 1,2. Ademas, se puede observar un atractor de periodo 8 en la
proyeccion del espacio de fase (Figura 4b).
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Figura 2: Barrido paramétrico para 0 < P < 3, w = 1,56, 5 = 0,15. (a) Evaluacion del primer

LCE. (b) Diagrama de bifurcaciones, respuestas cadticas (violeta) no cadticas (azul).

En ambos casos los transitorios son muy largos, por lo cual para la construccién del diagrama
de bifurcaciones se emple6 un tiempo de simulacién de 8000 s.
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Figura 3: Respuestas no cadticas embebidas en caos w = 1,56, 5 = 0,15. (a) Diagrama de
bifurcaciones para 1,45 < P < 1,55, respuestas cadticas (violeta) no cadticas (azul). (b) Puntos
de Poincaré (violeta) sobre la proyeccion del espacio de fase (azul) para P = 1,5y w = 1,56
(0o = 7/2, 6y = —3).

Observando la regién de transicién para valores de forzamiento 0,5 < P < 1,0 en la Figura
Sa, se aprecia una gran variacion entre los valores del primer LCE. Esto impide concluir que en
ese rango de valores de forzamiento la respuesta del péndulo paramétrico sea cadtica o no. En
la Figura 5b se pueden observar una serie de bifurcaciones de doble periodo en cascada para
P ~ 0,93, acorde a lo hallado por Leven y Koch (1981). Estos valores fueron estimados para
una variacién de forzamiento AP = 0,0001.
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Figura 4: Respuestas no cadticas embebidas en caos w = 1,56, 5 = 0,15. (a) Diagrama de
bifurcaciones para 1,18 < P < 1,22, respuestas cadticas (violeta) no cadticas (azul). (b) Puntos
de Poincaré (violeta) sobre la proyeccién del espacio de fase (azul) para P = 1,2y w = 1,56
(00 = 7T/2, ‘90 = —3)
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Figura 5: Barrido paramétrico para 0 < P < 1, w = 1,56, § = 0,15. (a) Evaluacion del primer

LCE. (b) Diagrama de bifurcaciones, respuestas cadticas (violeta) no cadticas (azul).

Asimismo, resulta interesante comparar los intervalos del forzamiento correspondientes al
cambio de signo del exponente para identificar posibles bifurcaciones (Figura 5a), para luego
apreciarlas en el diagrama de bifurcaciones de la Figura 5b, hallado mediante mapas de Poin-
caré.

Para frecuencias de forzamiento (w) entre 0 y 1 del espacio de parametros (Figura 1), se pue-
de observar erosion en las respuestas del péndulo paramétrico. Esto impidi6 identificar zonas
claras donde la respuesta es cadtica o no cadtica. Es entonces que para comprender la dindmica
en esta region del espacio de pardmetros, se considerd un caso particular y se analizé su com-
portamiento. Se selecciond w = 0,5 y se realizé un barrido de forzamiento para valores entre 0
y 3, con una variaciéon AP = 0,01 para calcular el exponente.
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Figura 6: Barrido paramétrico para 0 < P < 3, w = 0,5, = 0,15. (a) Evaluacién del primer
LCE. (b) Diagrama de bifurcaciones, respuestas cadticas (violeta) no cadticas (azul).

En la Figura 6a se observan los valores que toma el primer LCE. Se puede apreciar que para
valores de amplitud de forzamiento entre 1,4y 1,8 y 2,2y 2.5 es positivo, indicativo de caos, y
esnegativoen ) < P <1y 1,8 < P <22, loque indica respuestas no cadticas.

Hay zonas de transicion donde el exponente cambia de signo para valores de amplitud de
forzamiento 1 < P < 14y 25 < P < 3. Por lo tanto, para estos valores puede haber
bifurcaciones del comportamiento.

Se compar6 el LCE con el diagrama de bifurcaciones de la Figura 6b. En el mismo se apre-
cian las bifurcaciones y las zonas donde coexisten respuestas oscilatorias y rotatorias, y otras
en las que hay presencia de caos. Para valores de forzamiento alrededor de P = 2.5, si se quie-
ren obtener respuestas no cadticas, tales como rotaciones, se deben evitar los largos periodos
transitorios. En este caso se seleccioné un tiempo de simulacién de 8000 s.

5. CONCLUSIONES

En este articulo se estudi6 la dindmica del péndulo paramétrico a partir del exponente ca-
racteristico de Lyapunov. Se identificaron configuraciones de pardmetros donde la respuesta es
cadtica y donde pueden haber otras tales como oscilaciones o rotaciones. Debido a la manera
en que fue implementado el método, se ignora informacién tal como las bifurcaciones en la
respuesta y las caracteristicas de las soluciones no cadticas. Sin embargo, se pueden delimitar
las zonas en el espacio paramétrico para estudiar luego el sistema dindmico con otras herra-
mientas. En el caso del péndulo paramétrico, permite hacer un anélisis a priori para seleccionar
las zonas de parametros consideradas de interés, y asi realizar un estudio en profundidad de
esos valores. Se ha demostrado asi la utilidad del enfoque planteado sobre un sistema dindmico
abordable en términos de costo computacional. No obstante, esta herramienta puede aplicar-
se en sistemas mds complejos, permitiendo aproximaciones rdpidas y confiables a rangos de
pardmetros que originen respuestas de interés, sin la necesidad de resolver numéricamente un
espacio de pardmetros o un diagrama de bifurcaciones. Cabe mencionar que esto dltimo puede
resultar prohibitivo en sistemas complejos. Asi, se prevé emplear este método en el estudio de
un sistema compuesto por un grupo de varios péndulos paramétricos con transmisibilidad vi-
bratoria, con el objeto de abordar el fendmeno de sincronizacién y evaluar sus posibles ventajas
en términos de generacidn energética.
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