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Resumen.La discretizaddn por Galerkin de ecuaciones integrales con uiclep cebilmente singular
sobre trangulos planos inmersos en R3 da lugar a una integral de superficie doble, sobre cada par de
triangulos de la malla, que, en definitiva, es una integratinuple. Cuando los ihgulos no son con-
tiguos el riicleo del integrando es regular y es suficiente una integraesdndar de Gauss-Legendre
(GL). En cambio, cuando son vecinos por una arista o porauntice surge una singularida@il por

arista y por ertice, respectivamente. Paltimo, cuando los paneles coinciden, entonces todo el recinto
de integraddn es una singularidacetil. Taylor (D. J. Taylor, IEEE Trans. on Antennas and Propagation,
51(7):1630-1637 (2003)) propone uretndo sister@tico para evaluarlas, basado en una reordénaci
conveniente en el orden de integkatique traslada la singularidad al origen y un uso generalizado de
las transformaciones de Duffy que regularizan el integrando parfiredmente, usar GL en tres de las
coordenadas y una aifitida en la cuarta. En este trabajo se describe una implementamdificada

del esquema Taylor, en donde se opta simplemente por una integragierica de GL en las cuatro
coordenadas, como una primera @pccuando se usan diferentes funciones de Green con una singular-
idad cebil. Se incluye un caso test de validatibasado en los resultados de Wang-Atalla (W. Wang, N.
Atalla, Comm. in Num Meth Eng, 13(0):1-7 (1997)).
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1. INTRODUCCION

En Galerkin-BEM interesa el caso ddllculo de integrales dobles de superficie sobre ele-
mentos de borde que astinmersos en el espacio tridimensional, cuyo integrando es ponderado
por una funddbn de Green, e.g. tales como en interandiuido-estructuraaquay20032), flu-
jo de Stokes\(vang(2002) o adistica Schuhmachef2000). Por lo menos en los casos de una
singularidad ébil en la funcbn de Green, se conocen expresionesiicas que suelen ser muy
elaboradas pero que a su vez son rutilgs a los efectos de valid@ci. Por ejemplokibert and
Hansen(1999; Sievers et al(2009 et al. las denominan como “integrales potenciales”, para
las cuales proponen una estrategia que incluye la auto-integral (i.e. cuando la doble integral de
superficie se hace sobre el mismo panel) en el caso de distribuciones lineales en la densidad
superficial de carga sobreérigulos planos. Empero, para otros casos de funciones de Green
con singularidad &bil, lo tipico es recurrir al menos a una integdatisemi-anatica o bien
exclusivamente nuérica. Por otra parte, édurghignoli et al.(2004) se han propuesto&mndos
especiales de integraci nunerica en el caso de una singularidad de arista cuando se emplea
una ecnica de colocaén por puntos.

En este trabajo se implementa una vabadilel esquema sistético deTaylor (2003ab),
en el sentido de que se prefiere realizar una integmagigularizada exclusivamente nenca
en las cuatro integrales, para peeveer otros integrandos que incluyan ya sea funciones multi-
plicativas regulares de mayor orden o bien otras funciones de Green con una singukbitad d
Ademas se clarifican detallegdnicos menores, por ejemplo, los extremos definitivos de todas
las integrales sucesivas en cada uno de los casos, luego de introducir los diversos cambios de
variables y re-ordenar el orden de integoaci

2.  TRANSFORMACI ON A COORDENADAS SIMPLICES

En Variational Boundary Element Methd®BEM), o Galerkin-BEM, hay que evaluar inte-
grales dobles sobre superficies quéeshmersas eR?. Tipicamente, la superficie del contin-
uo es discretizada con una malla de elementos de borde (o paneles). En tal caso, la integral de
interaccon

7= [ an [ aay fixy): (1)

se extiende sobre toda la superficie del panel fugntesobre toda la superficie del panel de
observadn ¢, simultatneamente, por lo que es una integraéldmuple. Su integrando contiene
el nicleo f = hg, dondeh = h(x,y) es una fund@n multiplicativa regular yy = ¢g(R) es
una funcén de Green, coR = ||x — y||» como la distancia euidea entre los puntos de
integraconx ey, ubicados sobre los paneles fueptgde observadin ¢, respectivamente. En
el presente trabajo se asume que los paneleson triangulos planos inmersos &% y que
la funcibn de Green exhibed¥ una singularidadé&bil (i.e.O(1/R)). Cuando los paneles q
no son contiguos, elutleo del integrando es regular y es suficiente una integraasandar
de Gauss-Legendre (GL), pero cuando son vecinos por una arista o pertige,vsurge una
singularidad @bil por arista y por &rtice, respectivamente y cuando los paneles coinciden todo
el recinto de integrabn es una singularidacetil.

Para evaluar esta integraladruple en cada uno de estos casos, se transforman las coorde-
nadas cartesianas 3D en otro de referencia simplicial 2D. En las coordenadas simpliciales se
mapea cada fingulo al trangulo de referencia unitario definido por

(£,6):0<&6<1;0<&< 1. 2
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Figura 1: Trangulo de referencia unitario para los panelesgq.

ver Fig.1. Cada punto sobre esteanigulo de referencia es mapeado a wamigulo inmerso en
el espacio cartesiano 3D coénicesV, V, y V3 usando

r(§,8) =1 -&)Vi+ (& —&)Va+ & Vs 3

Entonces, la integral @druple se transforma usando dos conjuntos de coordenadas simplices,
i.e.la(&, &) sobre el paneb y la (11, 7,) sobre el panej, resultando

Z:/ApdAf(/Aqu;{f(x,y):JpJq]; (4)

dondeJ?? = 2 AP son las jacobianas de los panelesq, respectivamente, e
1 &1 1 un
1= [ae [ [ an [ e, )
0 0 0 0

3. DESCOMPOSICION DEL DOMINIO

Cuando los paneles no coinciden o no son vecinos puede emplearse directamente la Ec.
(5). En caso contrario, se la puede descomponer en seis integrales independientes mediante el
uso de coordenadas relativas y cambiando el orden de integr&mitonces, introduciendo las
coordenadas relativas

1 =m —&1;

po =n2 — o ; (©)

y reemplazando erbf queda

1= /O e, / f din /O " / ':51_52 s f(€,11) (7)

Taylor cambia en forma conveniente el orden de inte@rade( o, &2, 111, &1) @ (&a, &1, po, 1),
y combina aquellas que tienen dominios solapados, obteniendo (para mayores detdligs, ver
lor (20034ab))

I =F +FEy+ E3s+ Ey+ Es + Eg ; (8)
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Figura 2: Reghn de integradn en el plano de las diferencias de coordenadas:.

donde las seis integralés, son

B - [ 0 i / e / a6 / T e pem)
/1du1/#1du2/1 md&/&dfz f(&mn);

9)

1 m 51 H2+p
Ee¢ = / d#l/ dMQ/ / dé f(&,m) ;
H2—p1

Laregbn de integradin vista en el plang, 1» consiste en seis &hgulos con unértice condin
en el origen, ver Fig2.

4. PANELES COINCIDENTES

Taylor encuentra que cuando los paneles coinciden, la $amgtrmite reducir las seis inte-
grales a las siguientes tres

n- | s / " s / e / Yty (&) + f(n.€):

/ din / / é / e (/&) + (0. €); (10)

/ any / Kz / e /&ﬂ” Y (&) + Fn.6)

2—M1
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Tabla 1: Las transformaciones de coordenadas de Duffy propuestas por Taylor en el caso de paneles coincidentes.

Py P
S | (L=m)& | (L= + )6 — o | (1= p2)és + 2 —
§a | e (& + p2)&2 — po (&1 — p2 + p11)62

o | (U= )& | (1= pn + p2)(§1 + p2) | (1 — p2) (1 + pa + p1a)

Tabla 2: Las coordenadas del punto de inte@nagi, &, sobre el panel, en funcon de las variables de integréaai
11, p2, Ti1, &0 para las autointegralds, 1o y Is.

Introduciendo en la Ec1(), las transformaciones generalizadas de Duffy propuestas por
Taylor e indicadas en la Tabla y las variables normalizadds, &, dadas en la Tabla, cada
I,, queda regularizada y lista para programar usando la expresi

1= JuJ, /0 o /O e /U s /0 CdE [J(Em) + S (11)

para0 < n < 3, donde la jacobiana caim J, = w es debida a las transformaciones gener-
alizadas de Duffy resumidas en la Taftlarer tambén la Fig.3. Cada jacobiand,,, proviene
del mapeo de los interval@s yin < &1 < &1 max Y d€1&o min < &2 < &2 max, @ l0S Nnormalizados
0<& <1y0<é& <1, ver Tabla2. Las dependencias de las variabfest, con respecto

a las variables de integréi 111, 112, £1, & es@n resumidas en la misma Tal#aNotar que las
variabless:, & definen la posiéin del primer punto de integraui sobre el panel considerado,
mientras que las coordenadas relativasu, son definidas por las transformaciones de Duffy.
Usando ambas y la E&)se conoce la posioh del segundo punto de integr@eiy, , 7, sobre

el mismo panel.

5. ARISTA COMUN

Si dos paneles comparten una arista, entonces la géamstformulada de modo que los
vértices comunes, en numer@geiocal, son el 1y el 2. A continudi, para regularizar cada una
de las integraleg’,,, Taylor generaliza las transformaciones de Duffy mediante las expresiones

I L
+1|H +1 %

Figura 3: Regiones de integraai para las auto-integralés, I e I5.
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resumidas en la Tabl&), donde todas tienen el mismo jacobiaho= z;w?. Tomando cada

Er | By | B | 4 | Bs | E
| —wry WIT1Ty | —WT1To WIT1To —WT1Ty | WT1T2
Ho | —wxiTe | w1y | wri(l — 29) | w1 (1 — 2g) | —way W]

Tabla 3: Las transformaciones de Duffy generalizadas por Taylor para cada una de las seis integrales en el caso de
compartir los erticesV, y V.

integral £,, por separado, empezando con su defimigi efectuando la serie de pasos resumidos
en el Agendice quedan regularizadas y listas para programar usando la érpesun

E, = ij/oldw/oldxl /Oldxz/oldgl () (12)

para0 < n < 6, en donde la jacobiand = z,w? es debida a la transformaci generalizada
de Duffy, mientras que ld =1 — w, proviene del mapeo del intervad® min < &1 < &1 max

al 0 < & < 1. Las dependencias de las variabigs, con respecto a las de integrai
(w, 71, T2, £) en cadak, estn resumidas en las Tabks. Notar que las variables, &, definen

la posicbn del punto de integra@n sobre el panel, mientras que las coordenadas relativas
1, pe Son definidas por las coordenadas generalizadas de Rufly, x-), las cuales son tres
de las variables de integréci nunerica. Usando ambas y la E6) (se conoce la posioch del

punto de integradin n;, 7, sobre el panej.

B 5, 5,
1 (1-ws+w 1-wé+wl—z)) | (1 —w)é +w
& | w(l —x +x129) | W(1 — 1) w(l —xy)

Tabla 4: Las coordenadas del punto de inte@nagi, &> sobre el paneh, en funcon de las variables de integréaai
w,r1,x9,& paralas integraleBy, E» y E3, en el caso de compartir logsicesV; y V.

| E4 | Es | Es
S|l (l—wé +wl—z120) | (1 —w)éi +w | (1 —w)& +w(l —z129)
& | w(l — x129) w w(l — 1)

Tabla 5: Idem Tabld para las integrale&,, F5 y Fg.

6. VERTICE COM UN

Si dos paneles comparten uartice, entonces la geomigtres formulada de modo que el
vértice conin, en numeradn local, es el 1, en cuyo caso la distancia

R=x—-y=(m—-&)Vi+ (& —&)Va+&EVs — (m —&)Vy —mVy; (13)

es nula cuandg; = & = = o = 0, lo cual es el origen del sistema coordenado 4D
simplicial. En tal caso, Taylor empieza con la integral

- e, / " / . / i f6m) (14)
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Figura 4: Caso test de Wang-Atalla: el dominio de integra€l de la doble integral de superficie dg/r es el
cuadrado de ladd = 2, centrado al origen, donde= ||x — y||2, conx,y € Q, y las funciones multiplicativas
regularesh;, son detalladas en la Tabla.

@ +1 k& :::.@

o _ . & _1 =~

Figura 5: Dos particiones simples del cuadrado de Wang-Atalla. Izq.: con dogutos: solo hay una singu-
laridad de arista. Der.: con cuatroamngulos con un &rtice confin en el origen: hay singularidades de aristas y
singularidades deértice.

cuyo dominio de integradn lo re-escribe como

I= /0 e, /O " /0 " i, /0 Va1 + 1, )] (15)

el cual tiene una singularidad aislada en el origen y lo regulariza directamente canicaa
transformadin 4D de Duffy generalizada, resumida en la Tahleesultando

1 1 1 1

=i [ o [ dn [ [ dnliEm - sme); (16)
0 0 0 0

con la jacobianal, = zw?®.

51‘52 ‘771 ‘772
w ‘wzl‘wzﬂwzgz;g

Tabla 6: La transforma6n de Duffy generalizada por Taylor a 4D en el caso de compartéréte V.
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7. CASO TEST

Como caso test se opta el considerado en el trabajbadey and Atalla1997), en el cual

hay que evaluar la integral
+1 +1 +1 +1
/ da/ dﬁ/ d’y/ d<5—' (17)

cuyo dominio de integradh Q2 es el cuadrado plano de lado= 2, centrado al origen, ver
Fig. @), r = ||x — y||2 es la distancia euidea entre los puntos de integi@eix = («,3) e
y = (v, 9), respectivamente, mientras gue= hx(a, 3,7, ) son las funciones multiplicativas
regulares tests resumidas en la TablA los efectos de reducir este caso a solameréaguilos

hy. valor exacto| Wang-Atalla ¢, % | particbn1l ¢, % \ particbn 2 ¢, %

1 23.785677 23.785677 0 23.472208 1.33 23.566023 0.93
afyo 0.705130 0.705130 0 0.690611 2.1Q 0.681291 3.50
(aﬁyé)Q 0.337057 0.337057 0 0.331933 150 0.326454 3.25
(aﬁvé)g’ 0.083744 0.083744 0 0.080168 4.6Q0 0.075618 10.75
(afBvyd)! 0.057834 0.052283 10 0.052148 10.90 0.048659 18.85

Tabla 7: (a) las funciones multiplicativas regulares tégtgb) los valores obtenidos por Wang-Atalla usando inte-
gracbn nunrerica ciadruple disBada especialmente para cuatgros con una singularidaétuil en el integrando,

y (c) los valores obtenidos en el presente trabajo por descomfosicitrangulos y sumando. Tanto en (b) como
en (c) se usaron;q = 4* = 256 puntos de integradh (cuatro en cada coordenada) para cada inténacgi.

se tiene en cuenta que, cuando se divide el dontirea NV subdominiog?;, tales que
Q=UQ; parai=1,2,...,N,

18
QNQ; =0 coni#yj; 49
se verifica la propiedad aditiva
N
7 = Z Zij (19)
i,j=1
donde
Zij /dA/dA— o 1<4,j<N. (20)

Se consideran dos particiones simples del cuadrado que son mostradas erbjalkigri(nera
consiste en dos fingulos que se tocan en una arista (dando lugar a una singularidad de arista,
izq.), y la segunda en otra con cuatratjulos que comparten urertice conin al origen
(dando lugar a singularidades de aristas y é@diee, der.). En la misma Tablase indican:

(a) las funciones multiplicativas regularks empleadas; (b) los valores obtenidos por Wang-
Atalla usando integraén nunerica cidruple disBada especialmente para cuatelos con

una singularidad &bil en el integrando, y (c) los valores obtenidos en el presente trabajo por
descomposicin en trangulos y sumando todas las interacciones. Tanto en (b) como en (c) se
usaronn,;q = 4* = 256 puntos de integradn (cuatro en cada coordenada) para cada inter-
accbn Z;;. Los valores mostrados en dicha tabla permiten afirmar que la concordancia puede
considerarse como aceptable. De todos modos, repitiendo el mismo experimeatcowon

un integrador que tiene en cuenta la autoinfluencia pero ignora las singularidades de arista y de
vértice, no se encoriirgrandes diferencias en la prestaci
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8. CONCLUSIONES

Los extremos de integram parcial en la variablg, en cada una de las integrales dadas
por las Ecs.%7,33, 40,47, 54,60), no son presentados ni discutidos en el trabajo de Taylor, pero
interesan en el caso de optar por una inte@raounerica en esa varible, como se ha hecho en
el presente trabajo. El caso test mostrado fuendide relativamente simple como para evaluar
las prestaciones de los integradores en las combinaciones de: (a) autoinfluencia y singularidad
de arista, (b) autoinfluencia, singularidad de arista y singularidaértiee’y (c): autoinfluencia
e ignorar las singularidades de arista y éetice.
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9. APENDICE

Se resumen algunas de las transformaciones no consideradas o no documentadas en el trabajo
de Taylor para el caso de paneles con una aristainofotar que en las Ec27-60) siguientes:

i) El mapeo final del intervale, < ¢, < 1 al intervalo normalizad6 < & < 1 produce el
mismo jacobiano adicional = 1 — w que se introdujo en la Ecl1?);

i) La variable auxiliars, que es introducida en el transcurso de las siguientes deducciones
luego se la identifica con la variable de integéei, es decirs, = w.

9.1. Integral F;

Empezando con

E, = / d,ul/ dug/ dé&, /£1+u1 " dé (...); (21)

introduciendo las variables auxiliares= —p; Y 20 = —puo,

1 21 1 &1+z2—21
E, :/ dzl/ dZQ/ d&/ dés (...) ; (22)
0 0 21 22

intercambiando el orden de integracien

/d& / T e () = / T e, /g;zl_@d& () (23)

e introduciendo la variable auxilias = & + 21 — 29,

14+2z0—21 1
/ d§2/ déy (. / d82/ déy (. (24)
22 Eat+21—22
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reemplazando

1 21 1 1
E = / le/ dZQ/ dSQ/ dfl () ) (25)
0 0 z1 82

las integrales eny, z,, s, representan el volumen de un tetraedro y, permutando en foaiiva ¢

ca,
1 52 zZ1 1
E1 :/ dSQ/ le/ dZQ/ dfl (), (26)
0 0 0 S2

usando la primera transformaai generalizada de Duffy queda

Elsz/Oldw/oldxl/oldmg/wldgl (). (27)

9.2. Integral E,

Empezando con

jo8 :/01 diy /Om dﬂg/ol_m dé, /0& gy () ; (28)

intercambiando el orden de integracien

/OIM1 d&; /051 d&y = /Olm dé&s /&1#1 dé (...); (29)

e introduciendo la variable auxilias = & + 11,

/0 s /,5: dé, (... / ds, / e (30)
1 1-p
B = / din / diis / ds» / o (31)

las integrales enu, 12, sy representan el volumen de un tetraedro y, permutando en forma

ciclica,
1 52 M1 1—p1
E2 :/ ng/ dﬂl/ d,ug/ dfl (), (32)
0 0 0 So— 41

y usando la segunda transform@tigeneralizada de Duffy queda

1 1 1 S2— 1
E2 = Jb/ dw/ d.Tl/ d.TQ/ dfl () . (33)
0 0 0 0

reemplazando
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9.3. Integral E;

Empezando con

0 1+p1 1 E1+p1—p2
Es :/ dm/ duz/ dfl/ dés (-..) (34)
-1 0 H2—p2 0

introduciendo la variable auxiliaf; = — 1,

By = / dz / /u . dé, /0 e gy () ; (35)

intercambiando el orden de integracien

/M;Zl d& /051Z1M2 dé (...) = /0121#2 dé, /f;zﬁm déy (1) ; (36)

e introduciendo la variable auxilias = & + 2z + s,

1—z1—p2 1
| e[ e / s, / dé () (37)
0 Eo+21+p2 21+ 2 82

reemplazando
1 1—21 1 1
EgZ/ le/ dug/ dSQ/ dgl (), (38)
0 0 z1+p2 52

las integrales eny, 0, s, representan el volumen de un tetraedro y, permutando en foalira ¢

ca,
E; = / dsz/ dz /82 Zl / déy (...) ; (39)

y usando la tercera transformanigeneralizada de Duffy queda

Egzjb/oldw/oldxl/oldxg/:d& (). (40)

9.4. Integral £,
Empezando con

1 0 1—p1 &1
B — / m / iz / dé, / ds () (a1)
0 p1—1 —H2 —p2

introduciendo la variable auxiliah, = — o,

1 1—p 1—p &1
E, Z/ d2’1/ de/ dfl/ d&s ()7 (42)
0 0 22 22

intercambiando el orden de integracien

/Z:_m d&; /:1 dé&y = /Z:_m dé&s /5:_1“ d&, (43)
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e introduciendo la variable auxilias = & + 1,

1—p 1—p1 1 1—p1
/ e, / dé, = / a6, / 6, (44)
z2 &2 11tz Sa—p1
1 1—p1 1 1-p1
E, :/ dul/ de/ dSz/ dé (...); (45)
0 0 H1+z2 S2—H1

las integrales epy, 22, s5 representan el volumen de un tetraedro y, permutando en faaliva ¢

ca,
1 52 Sa—p1 1—p1
E4:/ ng/ dul/ dZQ/ d€1 ()7 (46)
0 0 0 So— 41

y usando la cuarta transforméanigeneralizada de Duffy queda

1—m
E4— Jb/ dW/ dl‘l/ dﬁg/ dfl (47)
S2—p1

reemplazando

9.5. Integral E;

Empezando con

E5:/i diy /j duz/; dé, /i g, () ; (48)

introduciendo las variables auxiliares= —p Yy 2o = — s,

E5:/01 dz /le dZQ/Z:dgl /E gy () ; (49)

intercambiando el orden de integracien

/Z: dé&, /:1 déy = /Z: dés /g: dé, (50)

e introduciendo la variable auxilias = &,

/Z: d&s /5: & :/z: dsg /s: ¢, (51)
E5:/01dz1 /ledzg/Z:dSQ/S:dgl () (52)

las integrales en;, z», s, representan el volumen de un tetraedro y, permutando en fdafira ¢

ca,
1 1 z1 1
E5 :/ dSQ/ le/ dZQ/ dfl (), (53)
0 s2 0 $2

y usando la quinta transformaci generalizada de Duffy

E5:Jb/01dw/01 da; /01 dxg/s:dgl (..). (54)
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9.6. Integral Es

Empezando con

1 1 1—p1 &1 —pa+p
By / dyi / s / e, / 0 () (55)
0 M1 H2—p2 0

intercambiando el orden de integracien

1=p1 §1—potm 1—p2 1—w
[ e [T e[ T [ 7 g (56)
p2— 2 0 0 Eatpa—p

e introduciendo la variable auxilias = & + o,

1—p2 1-pm 1 1—pa
| e e [as [ ae (57)
0 Eatpa—p1 12 S2—p1
1 1 1 11—
Eb’:/ dm/ dm/ d82/ d&i (-..) ; (58)
0 M1 2%] S2—p1

las integrales em, us, so representan el volumen de un tetraedro y, permutando en forma

ciclica,
1 1 52 1—p
0 S92 0 So— 1

y usando la sexta transformanigeneralizada de Duffy
1 1 1 1—p1
E6 = Jb/ dW/ dl‘l/ dCL'Q/ dfl () (60)
0 0 0 S2—H1
REFERENCIAS

Burghignoli P., Pajewski L., Frezza F., and Galli A. Improved quadrature formulas for boundary
integral equations with conducting or dielectric edge singularitiEEE Trans. on Antennas
and Propagation52(2):373-379, 2004.

Eibert T.F. and Hansen V. On the calculation of potential integrals for linear source distributions
on triangular domaindEEE Trans. on Antennas and Propagatjd3(12):1499-1502, 1995.

Paquay S.Développement d’'une &thodologie de simulation nw@rique pour les proldmes
vibro-acoustiques coups inerieurs/exérieurs de grandes taillePh.D. thesis, Fac@tdes
Sciences Appliquees, Liege, 2002.

Schuhmacher A.Sound source reconstruction using inverse sound field calculati&sD.
thesis, Departamente of Acoustic Technology, Technical University of Denamark, 2000.

Sievers D., Eibert T.F., and Hansen V. Correction to “on the calculation of potential integrals
for linear source distributions on triangular domainEZEE Trans. on Antennas and Propa-
gation 53(9):3113-3113, 2005.

Taylor D.J. Accurate and efficient numerical integration of weakly singulars integrals in
Galerkin IFIE solutions. IEEE Trans. on Antennas and Propagatidil(7):1630-1637,
2003a.

reemplazando

Copyright © 2006 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



2864 J. D'ELIA, L. BATTAGLIA

Taylor D.J. Errata to “accurate and efficient numerical integration of weakly singulars integrals
in Galerkin IFIE solutions”.IEEE Trans. on Antennas and Propagati&i(9):2543-2543,

2003b.
Wang W. and Atalla N. A numerical algorithm for double surface integrals over quadrilaterals

with a 1/r singularity. CNME, 13:0-0, 1997.
Wang X. Fast Stokes: A Fast 3-D Fluid Simulation Program for Micro-Electro-Mechanical

SystemsPh.D. thesis, MIT, 2002.

Copyright © 2006 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



	Introducción
	Transformación a coordenadas simplices
	Descomposición del dominio
	Paneles coincidentes
	Arista común
	Vértice común
	Caso test
	Conclusiones
	Apéndice
	Integral E1
	Integral E2
	Integral E3
	Integral E4
	Integral E5
	Integral E6


