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Resumen. El estudio de los flujos en los cuales un gas eléctricamente conductor se mueve en un
campo magnético es denominado Magnetogasdinamica. Aqui se presenta una metodologia para
simular numéricamente flujos magnetogasdinamicos difusivos, viscosos, bidimensionales ¢
inestacionarios. Este trabajo corresponde a una fase intermedia de una investigacion que permitira
lograr una descripcion del flujo dentro de la camara de reaccion de propulsores de plasma. Las
ecuaciones de la magnetogasdinamica real conforman un sistema de ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales hiperbolico-parabdlico. Al ser planteado el sistema de ecuaciones en forma
conservativa las contribuciones parabdlicas son escritas en forma de flujos, lo que permite actualizar
las variables de estado considerando flujos hiperbdlicos y parabolicos. En este trabajo la técnica de
ocho ondas presentada por Powell ha sido implementada junto con la normalizacion de los vectores
propios descripta por Zarachay. La aproximacion numérica se basa en la utilizacion de volumenes
finitos sobre mallas estructuradas. Para el calculo de los flujos numéricos se ha implementado un
esquema TVD conjuntamente con un seguidor de Riemann aproximado. El adecuado comportamiento
del coédigo computacional es verificado por medio del caso de prueba denominado ‘“Problema de
Riemann Magnetogasdinamico Real”. Para este caso de prueba los resultados numéricos obtenidos son
comparados con datos publicados por otros miembros de la comunidad cientifica.
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1 INTRODUCTION

Mas alla de los avances logrados en la actualidad en sistemas de combustion, la maxima
velocidad de escape alcanzada por un sistema de propulsion quimica es del orden de 3600 a
4500 [m/s] (motor principal del Space Shuttle), inadecuada todavia para misiones de espacio
profundo.

Para misiones mas alld de la luna el incremento de velocidad requerido indica que la
propulsién quimica no es una solucion practica y otra alternativa debe ser usada.

La propulsion eléctrica en vehiculos espaciales es en nuestros dias una alternativa
competitiva frente a la propulsion convencional o quimica.

La propulsion eléctrica puede ser definida como “La aceleracion de gases para propulsion
lograda por calentamiento eléctrico (efecto Joule) y/o fuerzas electromagnéticas” ver Currant
(1999). A partir de esta definicion es posible decir que su primera parte involucra a
propulsores electrotérmicos, “arcjets” y “resistojets”, mientras que la segunda parte
comprende a los propulsores magnetoplasmadinamicos (MPD) y a los propulsores de plasma
pulsante (PPT).

Un moddulo propulsivo de plasma pulsante ablativo de Teflon (PPPA) se esta desarrollando
por investigadores del Instituto Universitario Aeronautico, de la Universidad Nacional de
Cordoba y de la Universidad Nacional de Rio Cuarto (UNRC), ver Brito et al. (2001), Elaskar
et al. (2000) y Elaskar et al. (2005). En la UNRC existe un programa de investigacion que
tiene como objetivo general definir soluciones tecnoldgicas para la propulsion
electromagnética del tipo MPD (estacionario) con propelente solido, para micro-nanosatélites.
Estas investigaciones tienen como uno de sus objetivos especificos describir en forma fisica y
numérica el desarrollo del flujo de plasma, para asi avanzar hacia una mayor comprension del
flujo de plasma dentro de la cdmara de reaccion de un propulsor de plasma de los tipos APPT
y AMPD.

La magnetogasdindmica es la parte de la mecanica del continuo que estudia el movimiento
de un medio gaseoso eléctricamente conductor en presencia de un campo magnético. Es
necesario recordar que cuando un fluido conductor o un gas ionizado (plasma) se mueve
dentro de un campo magnético se induce un campo eléctrico y una corriente eléctrica aparece,
a su vez la interaccion de la corriente con el campo magnético cambia el movimiento del
fluido y por lo tanto cambia el campo magnético. El sistema de ecuaciones que gobiernan la
MGD real es hiperbdlico-parabolico no convexo apareciendo un sistema de ondas mas
complejo que en aerodindmica. La MGD requiere conocimientos de gas dinamica,
electromagnetismo y fisicoquimica para poder describir el flujo de gases ionizados en
presencia de campos electromagnéticos. Una revision de algunos de los modelos fisicos y
matematicos usados actualmente en aplicaciones aeroespaciales para describir el flujo de
fluidos eléctricamente conductores en presencia de campos electromagnéticos, se encuentra
en D’ Ambrosio and Giordano (2004).

Recientes investigaciones en el campo de la MGD tedrica y computacional, y en
particular en magnetoaerodinamica apuntan al control de flujos hipersonicos a través de la
utilizacion del campo magnético, ver Shang (2001).

El objetivo de este trabajo es presentar los resultados logrados con un co6digo numérico
desarrollado para resolver las ecuaciones adimensionales de la magnetogasdindmica real
bidimensional e inestacionaria utilizando un solver de Riemann aproximado junto con un
esquema TVD.
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2 ECUACIONES DE LA MAGNETOGASDINAMICA REAL

Las ecuaciones adimensionales de la magnetogasdindmica real e inestacionaria para un
fluido simple escritas en su forma conservativa tensorial son:

_ o ;
Yo,
o | pu puu-BB+1(p+15°)
ot| B uB—-Bu
¢ (e+p+3B%)u—(B-u)B|
(1)
_ 0 ;
[
ReAl
v £
LuAZ
u-z [7] (VXB)}XB k-VT
: L= Lz
_ReAl uAl PeAZ
con
1
V-Erz—Vx{—q-(VxB)} (2)
) =

en las cuales p indica la densidad, p la presion, u el vector velocidad, B el vector campo
magnético, e la energia total, x, la permeabilidad magnética del vacio, k& el tensor de

conductividad térmica y 7 el tensor de resistividad eléctrica del plasma (todas en forma

adimensional) .
El tensor de tensiones viscoso esta dado por
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siendo ¢ la viscosidad adimensional del plasma e [ el tensor unitario.

Los nimeros adimensionales caracteristicos utilizados en (1) son:

Reynolds R, =prer v 4)
' /uref
c
Alfvén A == 5
=7 (5)
Lundquist L,= Hoa U (6)
77ref
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Peclet P, = at (7)

aref

en los cuales el sufijo “ref” indica valores de referencia, U es una velocidad de referencia
del flujo, a una longitud de referencia, o el coeficiente de difusividad térmica y c, la

velocidad de Alfvén. El numero de Lundquist (6) describe como el campo magnético es
influenciado por el flujo y reciprocamente como el flujo se ve modificado por el campo
magnético, a menudo en publicaciones cientificas es denominado también Reynolds
Magnético, paraL, < 1€l campo magnético no tiene una notable influencia en el movimiento

del flujo. Se destaca que algunos autores consideran el numero de Lundquist cuando se
reemplaza en la Ec. (6) la velocidad por la velocidad de Alfvén (Goldston and Rutherford,
1995).

Introduciendo un sistema de coordenadas cartesianas ortonormales la Ec. (1) puede ser
escrita en términos de flujos para el caso bidimensional como:

oy O0F, oG, 0L, 0G,
+ + +

(8)

ot ox oy ox oy

donde U es el vector de variables de estado, F), G, los vectores que especifican los flujos
hiperbdlicos y F, G, los vectores que especifican los flujos parabolicos.

Escribiendo el lado izquierdo del sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales (8) en su forma cuasi-lineal se obtiene

ouU oU agzaEp oG,

8—;+[AC]—;+[BC] 5 o + 5 9)

en la cual [4.] [B.] son las matrices Jacobianas de los flujos y la letra “c” indica que la
derivacion se ha llevado a cabo con respecto a las variables de estado conservativas. Sin
embargo, su expresion es mas simple si se escriben en funcién de las variables primitivas:

T
W=(p.u,.uy.u,.B..B,.B,.p) (10)
En términos de las variables primitivas la Ec. (8) queda expresada de la siguiente manera:

ow ow ow O0F, 0G
W_F[APJO_X_F[BPJ oy - 8; i 6yp

(11)

Debido a que las matrices [4,] [B,] poseen un valor propio nulo, no es posible utilizar
seguidores de Riemann basados en un sistema de ocho ondas. Es importante destacar que
ambas formulaciones, tanto en variables primitivas como en variables conservativas son
equivalentes, por consiguiente el valor propio nulo aparece en ambas. Para poder subsanar
este inconveniente se ha implementado la técnica de ocho ondas presentada en 1995 por
Powell. Claramente para flujos unidimensionales quedan bien definidos los siete valores
propios y no es necesario utilizar esta técnica que introduce una nueva matriz Jacobiana de
los flujos.

Los valores propios de la nueva matriz [A] son:
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Ae =y

A, =u,*c,

Ap=u,tcy (12)
Ag=u, tc

Ag =ty

La velocidad de Alfvén y las magnetosonicas lentas y rapidas se expresan respectivamente
como:

s

13
= Ip (13)

2
» _1)yp+B®, (7p+32] 1P

C
f,S 2 ,0 p p2

(14)

en las cuales el signo positivo corresponde a las ondas magnetosonicas rapidas.
Finalmente, los vectores propios asociados se han normalizado para evitar problemas de
degeneracion del sistema, ver Zarachay et al. (1994).

3 APROXIMACION NUMERICA

Discretizando el dominio en celdas e introduciendo una formulacion integral se obtiene la
formulacion en volumenes finitos. La derivada respecto al tiempo de las variables
conservativas se aproxima usando diferencias finitas de primer orden; obteniéndose asi un
método de avance en el tiempo explicito. Para la determinacion de los flujos numéricos las
variables conservativas son consideradas constantes dentro de las celdas.

Los flujos numéricos hiperbolicos son evaluados por medio de la técnica TVD de Yee et
al. (1985) obteniéndose con este método de alta resolucion al menos exactitud de segundo
orden en regiones donde la solucion es suave, determinacion de las discontinuidades sin
excesivas dificultades y ausencia de oscilaciones falsas.

Los flujos numéricos parabdlicos son evaluados manteniendo el orden de aproximacion
(2do orden) en las derivadas de las variables intervinientes utilizando diferencias finitas
centrales.

Considerando lo anterior la formula para la actualizacion temporal es:

Uit =Uj —[E(E,-’i;;j —1:"/1;;])+ Ay (”'?H _%_5)}
h

At At (15)
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p
La funcidn que determina el flujo numérico hiperbolico para el instante n es:
(n)
iy Z% Lig+ 5+ Z’Sff;@ﬁ; (16)
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siendo 7™ el m-esimo vector propio derecho de la matriz [4.] modificada, ® la funcion

limitadora y cuyos elementos para el esquema TVD de segundo orden se expresan como:

q’ﬁg =(gi"11 +gf")—0(/1ﬂ;+7ﬂg)aﬁg (17)
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siendo L’;’ el m-esimo vector propio izquierdo de la matriz [4,] modificada asociado a la

onda m.

4 RESULTADOS

A continuacién se muestran los resultados alcanzados al resolver un “clasico” problema de
Riemann, este consiste en una discontinuidad plana que separa dos estados constantes, uno
izquierdo y otro derecho donde dichos estados quedan determinados por respectivas
condiciones iniciales.

Con el objetivo de verificar el correcto funcionamiento del codigo computacional
bidimensional la malla es rotada un 4ngulo de 18,4° con respecto al eje longitudinal del flujo,
ubicandose la discontinuidad inicial perpendicular al mismo. Debido a que la malla utilizada
es regular la direccion del flujo no coincide con ninguna de las direcciones normales de las
celdas, obligando al codigo a resolver un problema de caracteristicas bidimensionales. La
geometria anteriormente descripta se encuentra esquematizada en la Fig. 1.
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Figura 1: Problema de Riemann bidimensional

En la discretizacion espacial se utilizaron 1000 nodos en la direccion horizontal y 350
nodos en la direccion vertical con

Ax=Ay=0.001 (22)

Al simular este problema de Riemann bidimensional los resultados se encuentran
expresados en una base ortonormal dextrogira donde uno de los versores coincide con la
direccion normal a la discontinuidad, otro es perpendicular al plano formado por la malla,
denotado en las figuras como transversal 2, y el tercero es ortonormal a los dos anteriores,
denotado como transversal 1.

A continuacidn se presentan los resultados de simulacion obtenidos al resolver el problema
de Riemann magnetogasdinamico propuesto por Brio y Wu (1988). Este es un importante
caso testigo, ampliamente usado por la comunidad cientifica, con el objetivo de evaluar el
comportamiento de técnicas numéricas y codigos computacionales dentro de la
magnetogasdinamica. Brio y Wu estudiaron la extension a la MGD del problema de Riemann
clasico considerado en dinamica de los gases (tubo de choque). En magnetogasdinamica este
benchmark se denomina problema de Riemann coplanar debido a que las Uinicamente existen
dos componentes de los vectores velocidad y campo magnético.

En este caso las condiciones iniciales utilizadas en la simulacion son:

W, =(1 .0,0.0,0.0,0.0,0.75,1.0,0.0,1 .O)T
(23)
W,=(0.125,0.0,0.0,0.0,0.75,—1.0,0.0,0. l)T
Cabe aclarar que las condiciones iniciales dadas al simular el caso bidimensional deben ser
expresadas en la base anteriormente mencionada.

So6lo con la finalidad de analizar el comportamiento del cdédigo los parametros de
simulacion utilizados fueron:

n=k=u=_L=1 (24)

Los resultados obtenidos se observan en las Fig. 2-4, estos se encuentran comparados con
los obtenidos mediante simulaciones del problema bidimensional ideal a través de un
software de eficiencia y robustez ya comprobadas, ver Maglione et al. (2003).
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Figura 2: Variacion de la componente de la velocidad en la direccion del flujo
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Figura 3: Variacion de la componente del campo magnético transversal a la direccion del flujo
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Figura 4: Variacion de la densidad en la direccion del flujo

En la Fig. 4 se distinguen de izquierda a derecha, primero la onda de expansion que viaja
hacia la izquierda, una onda compuesta, una discontinuidad de contacto, una onda de choque
lenta y una onda de expansion que viaja hacia la derecha. En lo referente a los incrementos
temporales fueron necesarios utilizar 1000 pasos de tiempo con un numero Courant de valor
igual a 0.4, lograndose asi tener una vision adecuada del efecto producido en las variables
primitivas por las ondas intervinientes.

El método utilizado logra captar satisfactoriamente todas las discontinuidades y es
importante también destacar que los resultados numéricos presentes estan de acuerdo
satisfactoriamente con aquellos publicados por Elaskar y Brito (2001), y Udrea (1999).

S CONCLUSIONES

El problema del tubo de choque magnetogasdindmico constituye un interesante caso de
estudio para evaluar el comportamiento de esquemas numéricos en flujos inestacionarios,
compresibles y difusivos.

Los resultados obtenidos en el tubo de choque magnetogasdindmico han sido
satisfactorios y concordantes a los alcanzados por otros miembros de la comunidad cientifica.
Se destaca que la incorporacion de los términos difusivos no modifica la naturaleza de la
solucidn, la cual esta dada por la parte hiperbolica, sino que producen pequefias y localizadas
modificaciones suavizando las discontinuidades.

El nuevo coédigo 2D desarrollado ha sido validado con un “benchmark” exigente,
demostrando ser robusto y preciso.

En un futuro cercano, se pretende que el codigo numérico posea la capacidad de simular
flujos de interés en propulsion por plasma, aplicandolo en geometrias mas complejas como
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son la de los propulsores y modelando adecuadamente las condiciones de borde mecéanicas y
electromagnéticas.
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