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Abstract. En este trabajo se propone un modelo de junta esférica tridimensional con huelgo y lubri-
cacion. El problema de contacto se resuelve por medio de una formulacién dual mixta basada en un
método del tipo Lagrangiano aumentado el cual garantiza el cumplimiento exacto de las restricciones
a nivel de posicion y velocidad sin la necesidad de aplicar ninglin pardmetro de penalizacién. Para el
modelo de lubricacidn, la presién del lubricante en la junta se calcula resolviendo las ecuaciones de
Reynolds, teniendo en cuenta el efecto de apriete de la pelicula de fluido considerado como Newtoniano.
Luego, las ecuaciones de la dindmica se resuelven con un integrador temporal a-generalizado no suave.
Finalmente, el comportamiento numérico de la junta propuesta es analizado por medio de ejemplos.

Keywords: Nonsmooth contact dynamics, augmented lagrangian, spherical joint, lubrication.

Abstract. In this work, a model for a three-dimensional spherical joint with clearance is proposed.
The associated contact problem is solved with a dual-mixed formulation based on an augmented La-
grangian technique, in which the constraints at velocity and position levels are satisfied exactly without
requiring the definition of any penalty parameter. For the lubrication model, the lubricant pressure is
obtained by solving the Reynolds’ equation, taking into account the squeeze-film action of the fluid,
considered as Newtonian. For this purpose, the equations of motion are integrated using a non-smooth
generalized-« time integration scheme. To conclude, the numerical performance of the proposed joint is
analysed through examples.
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1 INTRODUCCION

Un mecanismo o sistema multi-cuerpo es un ensamble compuesto de cuerpos o elementos or-
ganizados con una configuracion determinada cuyo propdsito es trasformar movimiento, fuerza
o energia en un conjunto deseado de salidas tales como fuerzas, desplazamientos, velocidades
o aceleraciones (Hartenberg y Denavit, 1964).

En estudios analiticos o numéricos, los componentes individuales de un mecanismo pueden
ser asumidos como cuerpos rigidos o flexibles y con posibilidad de alcanzar grandes desplaza-
mientos y rotaciones. Luego, éstos se conectan mediante diferentes tipos de elementos de fuerza
tales como: resortes, resortes-amortiguadores o bien, pares cinematicos como son las juntas (es-
féricas, de revolucion, bisagras, entre otras).

Las juntas son cominmente representadas por modelos ideales que limitan el movimiento
relativo de los componentes de un mecanismo por medio de un conjunto de restricciones cine-
maticas no lineales, y donde el huelgo es a menudo ignorado para simplificar la formulacion.
Sin embargo, en mecanismos reales, la inevitable presencia del huelgo entre las partes, el efecto
de la lubricacién en la junta, desalineamientos y errores de ensamblado, afectan significati-
vamente la respuesta dindmica y, consecuentemente, la estabilidad y confiabilidad de todo el
sistema. Por ejemplo: el contacto imperfecto entre el mufién y la carcasa de una junta de
revolucion o de una junta esférica, o bien el contacto con huelgo entre los dientes de ruedas
dentadas que forman un engranaje, generan cargas variables en el tiempo de alta frecuencia que
se propagan por todo el sistema, incrementando las posibilidad de rotura, fatiga, desgaste y un
comportamiento cadtico bajo condiciones de funcionamientos especificos (Olyaei y Ghazavi,
2012; Selcuk et al., 2016).

En este trabajo, se presenta un nuevo elemento de junta tipo esférica en el marco de la
dindmica no suave (Jean, 1999) teniendo en cuenta: i) el contacto mecanico entre la carcasa
y el muifién a causa de un huelgo y ii) condiciones de lubricacién por medio de la ecuacién
de Reynolds. Para la integracion de las ecuaciones de movimiento se utiliza un esquema de
integracion temporal @ generalizado no suave siguiendo la propuesta de Cosimo et al. (2020)
y donde el problema del contacto se regulariza utilizando un enfoque dual mixto basado en
un Lagrangiano aumentado presentado por Alart y Curnier (1991) para el caso cuasi-estatico y
aplicado por Galvez et al. (2020) en problemas dindmicos. El modelo de junta propuesto fue
programado en el cédigo de elementos finitos Oofelie (Cardona et al., 1994), en tanto que el
pre-procesamiento fue realizado en el cédigo Octave (Eaton et al., 2017). Finalmente, para la
verificacion de los resultados obtenidos se propone un ejemplo numérico de un mecanismo del
tipo biela-manivela formado por cuerpos rigidos y una junta esférica con huelgo donde en un
caso se tuvo en cuenta los efectos de la lubricacion y en el otro no.

2 ECUACIONES DE MOVIMIENTO

En dindmica de contacto no suave, los integradores temporales generalmente se clasifican en
dos grandes grupos, los esquemas event — driven y los del tipo time — stepping. Los primeros
se basan en la deteccion exacta del impacto. En cambio, los del segundo grupo, el impacto se
resuelve en el mismo paso de tiempo mediante el uso de una ley constitutiva de impacto, por
ejemplo, las leyes de impacto de Newton o de Poisson (Jean, 1999). Por otro lado, cuando
se estudia la dindmica de estructuras con discretizacién espacial, los esquemas de integracion
temporal mayormente utilizados son los que derivan de los métodos de la familia Newmark,
por ejemplo, el Hilbert-Hughes-Taylor, el Chung-Hulbert o el a-generalizado (Chung y Hul-
bert, 1993). Estos integradores son implicitos y poseen una precision de segundo orden. Sin
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embargo, cuando ocurren cambios bruscos de velocidad como consecuencia de los impactos
entre componentes, las soluciones numéricas muestran un comportamiento fisico inaceptable.

Una alternativa a estos integradores fue presentada por Briils et al. (2014) y una versién
mads reciente y utilizada en este trabajo fue desarrollada por Cosimo et al. (2020). En ambos
casos, los términos de las ecuaciones de movimiento se dividen en una contribucién suave y
una contribucién no suave a nivel de posicion y de velocidad. Esta division hace posible in-
tegrar los términos de las ecuaciones de movimiento usando un método de paso de tiempo
fijo con precision de primer orden para las contribuciones no suaves, mientras que las contribu-
ciones suaves se integran con un esquema de segundo orden a través del método a-generalizado
(Chung y Hulbert, 1993).

3 PROBLEMA DE IMPACTO

En esta seccion se presentan las ecuaciones que permiten estudiar el impacto en el marco de
la dindmica contacto no suave siguiendo los lineamientos generales presentados en el trabajo
de Galvez et al. (2020).

La solucién general al problema de contacto a nivel de posicién viene dada por

(U,vy) = arginf(IT™Y(U) + I1°(U, vy)) (la)
sujeto a (1b)
gy 2 0,vn 2 0,9yvn =0 (lc)

donde IT™¢**(U) son los términos de energia potencial debido a las fuerzas externas e inter-
nas, I1°(U) es la energia potencial de contacto, U es el vector global de posicién y vy es un
multiplicador de Lagrange. Por otro lado, g, representa el huelgo de las superficies de contacto
entre dos cuerpos contactores. Entonces, si gy = 0 implica que los cuerpos estan en contacto,
por el contrario, si gy > 0 significa que existe un huelgo entre ellos.

En forma similar a la Ec.(1), la solucién general al problema del contacto a nivel de velocidad
estd dada por:

(W, Ay) = arginf [II™(W) + [I9(W, Ay)] (2a)

sujeto a (2b)
gy 20, Ay >0, Aygny=0; (2¢)

(2d)

donde W es el vector de velocidad global y Ay es el multiplicador de Lagrange a nivel de
velocidad que representa los impulsos. Luego, gy corresponde a la ley de impacto de Newton
formulada de la siguiente manera:

.E]N = gNqgn+1Un+1 + ENGNqnUn (3)

donde ey € [0, 1] es el coeficiente de restitucion, v, y gn,q.» €s la velocidad y el gradiente de
la restriccién de contacto previo al impacto, respectivamente, mientras que, U,41 Y gngn+1 €S
la velocidad y el gradiente de la restriccion de contacto luego del impacto, respectivamente.

El problema de minimizacién no lineal con restricciones de la Ec. (1) se regulariza por medio
de un Lagrangiano aumentado como el que presenta Alart y Curnier (1991),

r 1 .
LA (a,vn) = —kyvngn + ?pg?\] - ;dlStZ [kpyun — 1pgn, RT] 4)
p
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donde q es el vector de coordenadas generalizadas, r, es un pardmetro de penalizacién y k, es
un factor de escala para los multiplicadores de Lagrange. Los coeficientes 7, y k, contribuyen
a mejorar la tasa global de convergencia sin afectar el resultado final. Por otro lado, la funcién
dist(a, R™) se define como,

—a sia<0
dist(a, R*) = 5
0 sia >0

De manera similar al problema a nivel de posicidn, el Lagrangiano aumentado que regulariza
el problema de contacto a nivel de velocidad, ver Ec. (1), estd dado por:

o T’U o 1 . o
L (v, Ay) = —k,Angn + Egjzv — ydlstQ[kv/lN — rogn, RY] (6)
donde v es el vector de velocidad generalizada y r, y k, son coeficientes andlogos a ), y k,,
respectivamente.

4 ELEMENTO DE CONTACTO

En esta seccidn, se presentan las ecuaciones referidas al elemento de junta esférica tridimen-
sional con huelgo siguiendo la metodologia que se presenta en el libro de Géradin y Cardona
(2001). En la Fig.la se muestra una representacion real de la junta en tanto que, la Fig.1b
muestra su representacion matematica. La junta se compone de una esfera exterior o carcasa B!
de radio R y una esfera interior o mufién B? de radio » < R, ver Fig.1a. Para este elemento,

Y
z X
(a) Representacion esquematica
de una junta esférica. (b) Modelo de junta de revolucién.

Figure 1: Junta esférica de revolucion con huelgo.

se define como clearance a la diferencia entre los radios de la carcasa y del mufién, esto es:
¢ = R — r. También se define excentricidad ¢ al vector que representa la diferencia entre la
posicién de los centros de las esferas y calculado como ¢t = g — x4, donde 4 y p son
vectores que indican la posicién del centro de la carcasa B! y del mufién % en la configu-
racion actual, respectivamente y referidos a un sistema de ejes cartesianos inercial: [ X Y Z].
Entonces, el huelgo se puede calcular como

gy =c— |t (7)
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Finalmente, los vectores de coordenadas generalizadas a nivel de posicion y velocidad para
este elemento vienen dados por:

q=lehzp]’ o=@ ap]" (8)

donde (") es la derivada con respecto al tiempo una vez.
Considerando que @ = [¢7 vy]T y & = [vT Ay]?, la primera variacién virtual de los La-
grangianos presentados en las Ecs. (4,6) generan los vectores de fuerzas internas Fy y F}, (para

los estados de huelgo: “ ;" o de contacto: “.”) a nivel de posicion y de velocidad, respectiva-
mente. Esto es,

F? 0 Huel
6d5TFﬁ(sl5)—>Fﬁ(d5):{ L, v <0 Huelgo

Fy. &v >0 Contacto

)
on <0 Huelgo

DT F}(B) — Fy(P) =
V(@) V() { Fy . oy > 0 Contacto

donde {n = kyvn — ppgn Y On = kAN — Py gn» son los multiplicadores de Lagrange aumen-
tados a nivel de posicion y velocidad, respectivamente. Luego, la linealizacion de los vectores
de fuerza generan las matrices tangentes a nivel de posicién y velocidad. Para mayores detalles

de la topologia general de los vectores y matrices, ver el trabajo de Galvez et al. (2020).

5 MODELO CON LUBRICACION

Para reducir el contacto directo entre la carcasa y el mufién y de esta manera extender la vida
util de la junta, es practica comun agregar un fluido lubricante en el huelgo de dicha uni6n. Por
este motivo, en esta seccion, se incluyen al modelo matematico presentado en la Sec. 4, los
efectos de la lubricacion. Para ello, se parte de la ecuaciéon de Reynolds, de la cual se deduce
que, el caudal de fluido que pasa por un elemento cénico entre esferas se puede calcular de la
siguiente manera,

(27rsin0) (1 — ecos 0)° dp

= 10

@ 12pur do (10)

donde 6 es la coordenada angular, dp/df representa el gradiente de presion, 7 es el radio del
muifidn, x4 es la viscosidad dindmica del lubricante y € = ||t||/c con 0 < € < 1, ver Pinkus y

Sternlitch (1961). Por otro lado, el desplazamiento del fluido en cualquier punto del mufién se
puede escribir de la siguiente manera,

Q= r*|t|| sin?6 (11)
donde ||t|| = ||&5 — 4. Luego, igualando la Ec.(10) con la Ec.(11) se tiene
6 p ||t]| sind

(¢/r)’r(1 — ecos )’

El campo de presiones se integra slo sobre el lado de positivo, asumiendo el lado restante como
nulo (p(£7/2) = 0). Esto se corresponde con las condiciones de borde de Giimbel (Pinkus y
Sternlitch, 1961), las cuales no tienen en cuenta los efectos de cavitaciéon. De esta manera, la
distribucién de presiones se expresa como:

(f/;:“‘)lgHre |:(176 01059)2 - 1] si e % 0
p= . (13)
T €OS 0 sie=0
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Finalmente, la fuerza de lubricacion que ejerce el fluido contra el mufidn se obtiene integrando
la distribucién de presiones en un hemisferio:

w/2
o = 27rr2/ psin 6 cos 6 db (14)
0

y donde su expresion vectorial es,

F ot [F -9+ o - 4] sie#0 15
ub = dmur ¢ ie=20 ( )
(C/T)S S1 € =

Como se observa de la Ec.(15), 1a direccién de la fuerza es colineal con la excentricidad. Esto se
debe a que solo se tiene en cuenta la componente normal (squeeze) de la fuerza de lubricacion.
Cuando el espesor de la pelicula lubricante es muy delgada, esto es, el mufidn estd muy cerca de
la superficie de la carcasa, la fuerza de lubricacién evaluada a partir de la Ec.(15), alcanza val-
ores muy elevados ya que € se acerca a la unidad. Consecuentemente, la fuerza de lubricacion
tiende al infinito y por lo tanto la solucién numérica diverge. Desde un punto de vista fisico, la
junta se encontrarfa en el caso de una rotura de la pelicula lubricante lo que genera un contacto
seco y por consiguiente la resolucién del problema de impacto presentado en la Sec.(4). En-
tonces, para representar este fendmeno fisico de rotura de pelicula lubricante y evitar problemas
de origen numérico, el huelgo gy de la Ec.(7) se reformula como gy = ¢ — ey — ||t||, donde e
corresponde a la altura media de las asperezas y entonces € nunca se encontraria préximo a la
unidad.

La fuerza de lubricacién se calcula en la parte suave del integrador temporal o generalizado
no suave, pues no intervienen condiciones de contacto. Entonces, para el cdlculo de los vec-
tores de fuerza y matrices tangentes requeriadas por el integrador, se comienza a partir de la
variacion virtual del Lagrangiano asociado a la lubricacién en funcién de los grados de libertad
del elemento introducidos en la Ec.(8) y la fuerza de lubricacion de la Ec.(15), esto es,

§L°(q) = F™ - 5q (16)

Entonces, el vector de fuerzas de lubricacion para el caso en que € # 0 resulta,

6mur |:€i3 111(]. — 6) + 62(1176) - i] t

s gy — | @n?
w(@) = | . (17)
__(i/g)g [6% In(l —¢)+ —62(11—5) - QLJ t
y para el caso en que € = 0

Ampr ¢

3
(@) = | e ¢ (18)

(c/r)?

La linealizacién de este vector da como resultado la matriz tangente que estara formada por una
matriz de rigidez y una matriz de amortiguamiento.

6 EJEMPLO NUMERICO

El ejemplo numérico que se propone para analizar la influencia del huelgo y la lubricacién
en el comportamiento dindmico de un sistema, es el de un mecanismo plano del tipo biela-
manivela como el que se muestra en la Fig. 2. Este ejemplo, originalmente propuesto por Flores

Copyright © 2022 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecénica Computacional Vol XXXIX, pags. 757-766 (2022) 763

et al. (2006), estd compuesto por cuatro cuerpos rigidos: la biela, la manivela, la corredera
y el suelo. La manivela y la corredera se encuentran unidas por medio de una junta esférica
con huelgo, mientras que la biela y la manivela se encuentran unidas por medio de una junta
esféricas perfecta (sin huelgo).

Manivela
Huelgo

K

Corredera

V.

Figure 2: Configuracion del mecanismo biela-manivela.

En este ejemplo se analizan dos casos. El primero de ellos no incluye lubricacion, mientras
que el segundo considera dicho efecto. Luego, la solucién se compara con la correspondiente
para un mecanismo compuesto por juntas perfectas. En la biela se impone el movimiento al
sistema por medio de una velocidad de rotacion contaste de 5000 rpm en direccién antihoraria
alrededor del eje Z.

Al comienzo de la simulacién, los centros de la carcasa y el mufidn coinciden, y la biela y la
manivela se encuentran alineadas.

’ Cuerpo \ Longitud [m] \ Masa [kg] \ Inercia rotacional [kg m?] ‘

Biela 0,05 0,3 0,00001
Manivela 0,12 0,21 0,00025
Corredera - 0,14 -

Table 1: Dimensiones, masas y propiedades de inercia de los cuerpos que componen al mecan-
ismo.

El comportamiento dindmico del sistema se estudia analizando la evolucién de la corredera
y el movimiento relativo entre la carcasa y el muiién de la junta con huelgo cuando se alcanza
el estado estacionario. El coeficiente de restitucion utilizado para el contacto entre la carcasa y
el mufién es ey = 0,9. Luego, las dimensiones, masas y propiedades de inercia de los compo-
nentes del mecanismo se muestran en la Tabla 1. El paso de tiempo utilizado es de 1 x 107" s
y el tiempo total de simulacion es de 0,3 s. En la Fig. 3 se presenta la velocidad de la corredera
en funcién del tiempo donde observa claramente la influencia del huelgo en el comportamiento
dindmico del sistema. Para el modelo sin lubricacién, existen cambios abruptos en la velocidad,
mientras que para el modelo con lubricacion es notable como la misma amortigua estos efectos
y se obtiene una respuesta mds cercana a la de la junta ideal. Un comportamiento andlogo a las
gréificas de velocidad, se observa para la aceleracion de la corredera en funcién del tiempo, ver
Fig. 4.

La Fig. 5 muestra el desplazamiento relativo del mufin respecto a la carcasa. Para el caso del
modelo sin lubricacion, ver Fig. 5a, se observan tres tipos de movimiento: libre o sin contacto,
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Junta perfecta

— — Junta con huelgo
— — Junta con huelgo y lubricacion |

Velocidad de la corredera [m/s]

29 . . . . L L L . L
0.178 0.17820.1784 0.1786 0.1788 0.179 0.1792 0.1794 0.1796 0.1798 0.18

Junta perfecta
[ |— — Junta con huelgo
— — Junta con huelgo

y lubricacion

0.18 0.185 0.19 0.195
Tiempo [s] Tiempo [s]
(a) Intervalo 0,175s-0,198s. (b) Detalle.
Figure 3: Velocidad de la corredera.
- 10 ; 104
Junta perfecta Junta perfecta
— — Junla con huelgo — — Junta con huelgo
T Y [y Mo | — — Junta con huelgo y lubricacion [ \\ — — Junta con huelgo y lubricacion
I f 05| S 1

| %
/ ot

or f /

05

Aceleracion de la corredera [m.’szj
&
tn

a5 . L . L L L L . L
0178 0.17820.1784 0.1786 0.17688 0.179 0.1792 0.1794 0.1796 0.1798 0.18

4
T

0.18 0.185 0.18 0.185
Tiempo [s] Tiempo [s]
(a) Intervalo 0,175s-0,198s. (b) Detalle.

Figure 4: Aceleracion de la corredera.

contacto continuo e impacto. Asi mismo se aprecia el cumplimiento exacto de las restricciones
a nivel de posicion, esto es, no existe penetracion entre los cuerpos. Para el modelo con lu-
bricacion, ver Fig. 5b, se observa que el centro del mufién se mantiene cercano al centro de
la carcasa, lo cual significa que no existe contacto entre ambas partes y que la pelicula lubri-
cante no se rompe en ningin momento. En la Fig. 6 se expone la relacion entre la velocidad
de la corredera y su aceleracion. Este tipo de mapa se utiliza para evaluar de manera global el
comportamiento del sistema. Como se puede ver para el modelo con huelgo y sin lubricacion,
el movimiento no es periddico y presenta oscilaciones. En cambio, para el modelo con lubri-
cacion, el movimiento es regular y periddico, con un comportamiento idéntico al del modelo de
junta perfecta.

7 CONCLUSIONES

En este trabajo se presenta el estudio de una junta esférica tridimensional con huelgo, sin
y con lubricacién, para sistemas dindmico multicuerpos. La integracion de las ecuaciones

Copyright © 2022 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecéanica Computacional Vol XXXIX, pags. 757-766 (2022) 765

%10°%
:

= Trayectoria del muAdn s 177 Trayectoria del mufion
4r — — Huelgo 4 e — — Huelgo 1
ar \\ 3 // \\
W ! A
2t \ 2t ’ \
\ / \
1k \ 1 i \
= I —_ i |
E E
= | = I |
z? | 5" ! '
sk I s | 1
: i ! \\ /
2t / 20 5 /
/ \\ /
i y “3 3 N //
3 ~ . P -~
4 ok -4 -
7_';//4/ ~._ ’},’
5 -4 2 0 2 4 6 5 -4 2 0 2 4 6
ux [m] 1078 ux [m] %10°%
(a) Junta esférica con huelgo. (b) Junta esférica con huelgo y lubricacién.

Figure 5: Trayectoria del centro del mufion relativa a la carcasa. Intervalo 0s-0,1s
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Figure 6: Relacion entre la velocidad y la aceleracion de la corredera. Intervalo 0,1s-0,3s.

de movimiento se realiza aplicando un esquema de integracién a-generalizado no suave. El
método de tipo Lagrangiano aumentado utilizado para resolver el problema de contacto garan-
tiza el cumplimiento exacto de las restricciones, tanto a nivel de posicién como a nivel de veloci-
dad. Esto significa que no existe penetracion entre la carcasa y el mufion. Con la metodologia
propuesta, se analiz6 un mecanismo con el objetivo de estudiar los efectos del huelgo y la lu-
bricacién en la dindmica del sistema. Para el modelo con huelgo y sin lubricacion pudieron
identificarse claramente tres tipos distintos de movimiento relativo del mufién con respecto a
la carcasa: libre o sin contacto, contacto continuo e impacto. La presencia del huelgo no sélo
incrementa las fuerzas de contacto entre las partes, sino que también puede producir la rotura
de las piezas luego de un cierto nimero de ciclos de funcionamiento. Para el caso del mod-
elo con lubricacidn, se pudo observar que la inclusién de la misma afecta significativamente el
comportamiento dindmico del sistema y que la respuesta cinematica tiende a asimilarse al caso
de una junta perfecta. Esto significa que los efectos de vibracién y, por ende, la posibilidad
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de desgaste de las piezas, se reducen cuando se tiene en cuenta la lubricacion. El modelo de
lubricacién propuesto permite el estudio de diversas configuraciones variando la viscosidad del
fluido y el huelgo entre la carcasa y el muiién, de manera de hallar aquélla que mads se ajusta a
los requerimientos de la junta.
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