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Resumen. Se mostrard que una ecuacion bidimensional de Volterra no lineal puede resolverse
numéricamente utilizando las técnicas de problema generalizado de momentos en dos pasos escribiendo
la ecuacion de Volterra como una ecuacion de Klein-Gordon de la forma wy — w,, = H(x, t), donde
H(x,t) es desconocida. En un primer paso H (x, t) se encuentra de manera aproximada, y en un segundo
paso se aproxima numéricamente la solucion de la ecuacion de Klein-Gordon usando la aproximacion
para H(x, t) previamente calculada. El método se ilustra con ejemplos.

Keywords: Klein-Gordon, nonlinear Volterra equation integral, generalized moments problem,
inverse problem.

Abstract.

It will be shown that solve an equation two-dimensional Volterra nonlinear can be solved numerically
applying the techniques of inverse generalized moments problem in two steps writing the Volterra's
equation as a Klein-Gordon equation of the form w;, — w,,, = H(x,t), which H(x,t) itis unknown. Ina
first step, H(x,t) is numerically approximate, and in a second step we numerically approximate the
solution of Klein-Gordon equation using the H(x, t) previously approximated.

The method is illustrated with examples.
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1 INTRODUCCION

Se quiere hallar w(x,t) tal que

w(x,t) — fot fOxK(x, t,y,z,w(y,z))dydz = f(x,t) (x,y)eD

Donde w(x, t) es funcion desconociday f(x,t) conocida continuaen D con D =
{(x,t);x>0,t>0}yK(x,t,y, z w)conocida continua en E con E = {(x,t,y,2); 0 <y <
x, 0<z<t,x>0,t>0,—00<w< oo},

Ademas f'y K son r veces continuamente diferenciables sobre D y E respectivamente con r =
2. En este caso la solucion w sera r = 2 veces continuamente diferenciable sobre D.
El espacio subyacente es L2(D)
Notar que
w(0,t) = f(0,t) , w(x,0)=f(x,0) t=0, x>0

we(0,t) , wi(x,0) t=0, x=0 sonconocidas

Ecuaciones integrales es un tema especial en Matematica Aplicada, y constituye una
herramienta importante para modelizar problemas en campos como ingenieria, astrofisica,
quimica, mecanica cuantica y muchos otros campos.

El objetivo de este trabajo es mostrar que se puede resolver el problema usando las técnicas de
problema generalizado de momentos. Se enfoca el estudio sobre la aproximacién numérica.

El interés no esta en comparar con otros métodos existentes, sino presentar un método diferente,
novedoso segun mi criterio.

El problema generalizado de momentos (D.D. Ang, R. Gorenflo, V.K. Le and D.D. Trong, 2002;
J.A. Shohat and J.D. Tamarkin,1943; G. Talenti,1987) consiste en encontrar f(x) sobre un
dominio Q © R% que satisface la secuencia de ecuaciones

wi= [y 9i()f(x)dx ieN (1)

donde N es ¢l conjunto de los nimeros naturales, (g;(x)) es una secuencia de funciones en
L?(Q) linealmente independientes conocidas y la sucesiéon de niimeros reales {;};cy son datos
conocidos.

El problema de momentos es un problema mal condicionado en el sentido que podria no haber
solucidn y si la hay no depende continuamente de los datos (D.D. Ang, R. Gorenflo, V.K. Le and
D.D. Trong, 2002; J.A. Shohat and J.D. Tamarkin,1943; G. Talenti,1987). Hay varios métodos para
construir soluciones regularizadas. Uno de ellos es el método de expansion truncada (D.D. Ang,
R. Gorenflo, V.K. Le and D.D. Trong, 2002).

Este método aproxima la Ec. (1) con un problema de momentos finito

= J, g Of(x)dx i=12,..,n )
Donde se considera una solucion aproximada p ,(x) = Xty 4 ¢i(x) , y las funciones

{¢i(x)}i=1,n resultan de ortonormalizar {(g;, g, ..., gn) siendo 4; coeficientes escritos en
funcion de los datos y;. En el subespacio generado por (g1, g2, ---, gn) la solucion es estable.

Copyright © 2022 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecanica Computacional Vol XXXIX, pags. 1037-1046 (2022) 1039

Sin e N es elegido en forma apropiada entonces la solucion de Ec. (2) aproxima la solucion del
problema considerado en Ec.(1).

En el caso donde los datos p;son inexactos serdn aplicados teoremas de convergencia y se dara
una cota para el error de la solucion regularizada (paginas 19 - 30 de (D.D. Ang, R. Gorenflo,
V.K. Le and D.D. Trong, 2002).

2 ORGANIZACION DEL ARTICULO

El problema de hallar w(x, t) tal que

w(x, t) — fotfoxK(x, t,v,z,w(y,z))dydz = f(x,t) (x,y)eD

se resolvera en dos pasos.

La préxima seccion describe el primer paso.

La seccion siguiente explica el segundo paso.

Entonces se explica como el problema de momentos generalizados se resuelve con el método
de expansion truncada.

Finalmente se presenta un ejemplo numeérico y las conclusiones.

3 PRIMER PASO

Consideramos

w(x, t) — fot fOxK(x, t,y,z,w(y,z))dydz = f(x,t) (3)

Diferenciamos Ec. (3) con respecto a ¢ dos veces:

wee(x,t) = (ftj;xK(x, t,y,z,w(y, Z))dde> + fre(x,t) = R(x,t)
0

tt
th(xr t) - Wxx(x' t) = R(X, t) - Wxx(x' t) = H(x' t)
Las condiciones son:

w(0,t) = f(0,t) , w(x,0)=f(x,0) t=>0 x>0
Notar que

t X X
we(x, t) =J f K:(x, t,y,z,w(y,z))dydz+J K(x, t,y, t,w(y, t))dy + f; (x,t)
0 Jo 0
De aqui

we(x,0) = [ K(x,0,y,0,w(y,0))dy + f(x, 0)
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Anélogamente
we(0,0) = [ K(0,t,0,2w(0,t))dz + £,(0,t)

Estoes w,(0,t) t=0 , w.(x,0) x =0 son conocidas

Tomamos la funcidn auxiliar
-1t

u(m,r,x, t) = e ™e
Notar que Uy, = m?u y Uy = r?u
Consideramos
Wix (X, ) = Wee(x,t) = —H(x,1)
Se define el campo vectorial

F*= (Fl(W):Fz(W)) = (Wy, —W¢)

Como div(F*) = —H(x,t) se tiene que:

ffudiv(F*)dA = ffu(—H(x,t))dA

Ademas, como udiv(F*) = div(uF*) — F*.Vu, entonces

Uudiv(F*)dA = .U div(uF*)dA—.U F*.VudA
D D D

donde Vu = (u,, uz).

Y
ff F*.VudA = ff (Fiu, + Fu;)dA
D D

Integrando por partes con respecto a x:

ffFludizf fFluxdxdtz
D o Jo

= fom(—W(al, u,(m, 1, aq,t))dt — ﬂDwuxx dA =
[ w0.00m..0.0)1 - [[ wonruaa
0 D

Analogamente
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ff F,u,dA =f f F, utdxdtzf (—w(x, 0Ou,(m,r,x, 0))dt—f f w(r)?udxdt
D o Jo 0 o Jo

entonces

ff F*.VudA = foo(—w(O, t)u,(m,r,0, t))dt -

D 0

- foo(—w(x, Ou,(m,r,x, 0))dt - ff wu(m? —r?)dA = A(m,7)
0 D

Por otro lado,

f(uF*).nds =
¢ [e)

=f u(m,r, x, 0)w,(x, O)dx—f u(m,r,0,t)w,(0,t)dt = G(m,r)
0 0

ff u(—H(x,t))dA = G(m,r) — A(m,7) + ff wu(m? —r?)dA

Si r

I
3

ff u (—H(x, t))dA =G(m,m) — A(m, m)

Esto es

J u (H(x, t))dA = —G(m,m) + A(m,m) = ¢p(m)

Para resolver esta ecuacion integral se asignan valores enterosam, m = 0,1,2,..n
Entonces

Jo HGx O R (x, dx = $(m) = iy )

Interpretamos Ec. (4) como un problema de momentos generalizados.

pP1n(x,t) es la aproximacion numérica encontrada con el método de expansion truncada
para H(x,t), con R, (x,t) =u(mmx,t)=e ™e ™ m=0,1,2,..n donden es
convenientemente elegido.

En la seccidn 5 el método de expansion truncada serd explicado en detalle y se dard un teorema
que explica la exactitud de la solucioén encontrada con este método.

4 APROXIMACION PARA w(x,t) - SEGUNDO PASO

Para encontrar una aproximacion de w(x, t) se hace un planteo similar al hecho en el primer
paso donde H(x,t) es reemplazada por p;,,(x) y no consideramos r = m.
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Se toma la funcion auxiliar u(m,r, x,t) = e~ (M+Dx =+t

Notar que Uy, = M+ D*u y uy = (r+ 1)%u.
Se define el campo vectorial F* = (F1 (w), F, (w)) = (W, —W¢)
Como div(F*) = —H(x, t) entonces

Uudiv(F*)dA = Uu(—H(x, t))dA
D D

Ademas, como udiv(F*) = div(uF*) — F*.Vu, entonces:

Uudiv(F*)dA = .U div(uF*)dA—.U F*.VudA
D D D

De esta forma
ﬂ u(=H(x, £)dA = G(m,r) — A(m, ) + ﬂDwu((m 17— (r 4 1)?)dA
Entonces
HDW u((m+1)?% = (r + D¥dA = —G(m, 1) + A(m,7) + ﬂDuH(x’ 0dA

donde G(m,r) y A(m,r) fueron definidas anteriormente.
Se reemplaza H(x,t) por p;,(x) y entonces

—G(m,v) + A(m,7r) + ffDupln(x) dA
fLw(x, t)H,,(x,t)dA = (Mt D2 -G+ D9 = ¢(m,r)
= Umr (5)

donde
Hm,r(x) = u(m, rX, t)

Se considera la Ec. (5) como un problema de momentos generalizado bidimensional y se dan
valores enteros no negativosa myr,m=0,1,2,..n, ; r =0,1,2, ...,n,, donde n; y n, son
convenientemente elegidos.

Una aproximacion p,,(x,t) se encuentra por el método de expansion truncada para w(x, t)
donde n = ny X n,.

5 SOLUCION DEL PROBLEMA DE MOMENTOS GENERALIZADO

Podemos aplicar el método de expansion truncada detallado en (G. Talenti, 1987) y generalizado
en (M. B. Pintarelli and F. Vericat, 2008) y (M.B. Pintarelli and F. Vericat, 2011) para encontrar una
aproximacion p,, (x, t) para el correspondiente problema finito con i = 0,1,2, ...,n donde 7 es
el nimero de momentos ;. Se considera la base ¢;(x,t) i=0,1,2,..,n obtenida por
aplicar el método de ortonormalizacion de Gram-Schmidt sobre H;(x,t) i=0,12,...,n.

Se aproxima la solucion w(x,t) con (G. Talenti, 1987) y generalizada en (M. B. Pintarelli and
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F. Vericat, 2008) y (M.B. Pintarelli and F. Vericat, 2011):

n
paCr ) = ) Lii(x,0)
i=0
donde

i
;{i :ZCUH] i=0,1,2,...,n
j=0

Y los coeficientes C;; verifican

i-1

Hi ’ ’ , , .

Cij = Z(_l)( ﬁ;:z::b:)(lﬁ t))ij Mg, D™ 1<i<sn;1<j<i.
£

Los términos de la diagonal son ||¢;(x, t)||”* i = 0,1, ...,n.

La prueba del siguiente teorema esta en (M.B. Pintarelli and F. Vericat, 2011) y (M.B.Pintarelli,
2015).

En (M.B.Pintarelli, 2015) la demostracion esta hecha para b, finito. Sib, = oo enlugar de tomar
polinomios de Legendre se toman polinomios de Laguerre. En (M.B.Pintarelli, 2016) la
demostracion estd hecha para el caso unidimensional.

Este teorema da una medida de la exactitud de la aproximacion.

Teorema
Se considera b; = b, = .

Sea {u;}-, un conjunto de ntimeros reales y supongamos que f(x,t) € L>((aq, by) X (az, b))
para dos nlimeros positivos € y M verifica:

n
i=0

I, (e f2 + e f;2) Explx + tldtdx < M? (6)

2

ﬂ H; (x,t)f(x, t)dtdx — p;| < €2
E

Y ademas debe cumplirse que
t'f(x,t) >0 si t—o paratodo i€N

Entonces

b1 b2 1
fa fa If(x,t)lzdtdxSmini{IICTC||£2+mM2;i =O,1,...,n}
1 Ya

donde C es una matriz triangular con elementos ;; (1 <i<n; 1<) <1i)
y
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[ L2 (o 6) = puCe D)I? dtdx < ICTCle? + M?.

8(n +1)2

Si b, no es infinito entonces Ec. (6) cambia por

by by
[ - ai + 0r - a2 raxar <
az

a

6 EJEMPLO NUMERICO

Se considera la ecuacion
t X
w(x, t) — J .[ e~ Jw(y, z)dydz =
20+
=)

— o050 — 261075%(1 + e5)VI0T (Erf (VIO) + Er f5

2
X
La solucién es: w(x,t) = e "2

tomamos #=5 momentos y se obtiene la aproximacion p,,(x,t) =~ H(x,t) donde la exactitud es

[ ] e @un0) ~ Hex e)2dedx = 0.070473
0 0

Consideramos esta norma pues la base es e ™ e™™ m = 1,2,...5.
En la Figura 1 las graficas de: p;5(x,t) (magenta )y H(x,t) (azul claro) son superpuestas.
Se toman n = 6 momentos y se aproxima w(x,t) con exactitud

f f =23 (p,e (x, 1) — w(x, 1))’ dtdx = 0.00899724
0

Consideramos esta norma pues la base es
{e—3t—2x, e—4»t—2x’ e—4t—3x’ e—5t—3x’ e—5t—4x’ e

En la Figura 2 las graficas de. p,¢(x)(magenta) y w(x, t) (azul claro) son superpuestas.

—6t—4x}'

AT ] 4
- ,mlsllllf

Figura 1: pys(x,t) y H(x,t)
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Figura 2:w(x,t) y pog(x, t)

7 CONCLUSIONES

Hallar aproximadamente w(x,t) tal que

w(x, t) — fot f(jCK(x, t,v,z,w(y,z))dydz = f(x,t) (x,y)eD

donde w(x,t)es deconociday f(x,t)y K(x,t,y,2z,w) son conocidas continuas en Dy E
respectivamente con D = {(x,t);x >0,t >0}y E={(xty,2z;0<y<x, 0<z<t,
x>0,t>0,—00 <w < oo} se puede realizar en dos pasos.

Diferenciamos con respecto a ¢ dos veces y consideramos la ecuacion en derivadas parciales
de segundo orden w,,(x,t) — wi(x,t) = —H(x,t) con H(x,t) desconocida.
1. En un primer paso aproximamos H (x,t) con p;,(x) resolviendo la ecuacion integral

co

|| 1 ORm GOz = ) =
a
la cual es interpretada como un problema de momentos generalizados al discretizar m y

Rp(x,t) =u(mm,x,t) =e ™ e™™ m=0,1,2,..n donde n es convenientemente
elegido.

2. Para hallar una aproximacion de w(x, t) consideramos:

—G(m,r) + A(m,7) + ffDupln(x)dA B B
fwa(x, t)H, - (x, t)dA = (1 D2—G + D9 =M, 1) = pnyr

donde Hp,,(x) = u(m,r,x,t). Podemos considerar que tenemos un problema de momentos
bidimensional si discretizamos dando a m y r valores enteros no negativos. Una
aproximacion p,, (x, t) es encontrada por el método de expansion truncada para w(x, t) donde
n=n; Xn,.
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