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Resumen. En este trabajo se propone la aplicacion de un nuevo método para la estimacion del error
inducido por perturbaciones en las condiciones iniciales, basado en la teoria de sistemas adjuntos. A
partir de dicha técnica se obtiene una aproximacion del error independientemente de las perturbaciones
iniciales, lo cual facilita la estimacion del error para sistemas de ecuaciones con gran cantidad de
pardmetros. Ademas se propone una extension al método de estimacion basada en la utilizacion de
funciones estimadoras, que permiten transformar el sistema adjunto original en un sistema puramente
algebraico, para el cual es posible aplicar una gran variedad de métodos numéricos eficientes.
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1 INTRODUCCION

La cuantificacion del error es una de las preocupaciones principales en analisis numérico.
Hay diversas fuentes de errores, incluyendo error de redondeo, error en los datos, y en la
incertidumbre propia del modelo. La mayoria de estos errores no se pueden determinar a
priori, pero es posible calcular cotas en base a métodos perturbativos. Un aspecto importante
del analisis numérico es construir algoritmos confiables y eficientes, que permitan estimar o
controlar el error en la solucion final dentro de una tolerancia adecuada cuando se soluciona
un problema.

Desde los primeros analisis numéricos de ODEs se dedicaron muchos esfuerzos al estudio
de los errores, ya que una estimacién del error puede ayudar a determinar si es posible confiar
0 no en la solucién o aun en el modelo mismo (Dahlquist 1981, Hairer 1987, Henrici 1962 y
Shampine 1976). La mayoria de los métodos propuestos para estimar errores globales se
basan en métodos a priori y el andlisis asintotico para pequefios paso de tiempo (Shampine
1976, Skeel 1986 y Stetter 1978). Un método simple es estimar el error global calculando la
solucion con diversas formulas o pasos de tiempo. La diferencia sirve como estimacion del
error global. Sin embargo este tipo de estimacion no es confiable desde el punto de vista
numerico.

Un aspecto importante en problemas de ingenieria es el impacto de una respuesta del
modelo funcional a cambios inducidos en los pardmetros; lo que usualmente se conoce como
sensibilidad. Por ejemplo, en los pronosticos climatologicos se desea encontrar queé
perturbaciones en las condiciones iniciales pueden producir el cambio mas grande de la
exactitud del prondstico, lo cual ayuda a identificar las localizaciones en donde la adquisicion
de datos adicionales puede ser necesaria (Faucher 2002 y Koruda 2004). Para este tipo de
problemas s6lo puede obtenerse una aproximacién de la medida de cambio, y a partir del
estudio de perturbaciones se ha creado toda una teoria que encierra dicha problematica.

El aporte de este trabajo es presentar la aplicacion de un nuevo método para la estimacion
del error inducido por perturbaciones en las condiciones iniciales basado en sistemas
adjuntos, cuya teoria fue recientemente propuesta para ecuaciones algebraicos diferenciales
(Cao 2004). Apoyéandose en dicha técnica se obtiene que la estimacion del error es
independiente de las perturbaciones iniciales, con lo cual es posible estimar el error inducido
para cualquier perturbacion. En este trabajo se propone una extension de la técnica a
esquemas de resolucion por medio de funciones estimadoras, que permiten transformar el
sistema adjunto original en un sistema puramente algebraico, para el cual es posible aplicar
una gran variedad de métodos numéricos eficientes.

2 EVALUACION DE ERRORES INDUCIDOS POR PERTURBACION

En esta seccion se presenta un método para la estimacién del error inducido por
perturbaciones en las condiciones iniciales de un sistema dindmico gobernado por
combinaciones de ecuaciones diferenciales y algebraicas (DAE). Esta aproximacion se basa
en el andlisis de la sensibilidad por el método adjunto y en la estimacion condicional
estadistica (SCE) (Kenney 1994).

Sin perder generalidad se puede expresar un sistema DAE como:

F(x,x, p,t)=0
X(to) = Xo( p)
Se desea encontrar un estimador del error e(t) = X (t) —x(t) para un tiempo t>t,, donde
X (t) es la solucion del sistema perturbado:

(1)
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F(X,X,p+3,,t)=0

(2)
X(to) = XO(p+5p)

A partir de (1) y (2) se genera la siguiente ecuacion para el error e(t) :
F.(te(t) + F (e®) +F (1), + O(||e(t)||2) =0 3
Donde F, :i, F, :ﬁ, y F, :ﬁ son las derivadas parciales de F respecto de X, X

OX OX op
y p, evaluados en (x(t), x(t), p,t).
Si la matriz F, no es singular, a primer orden e(t) satisface:

F.(te)+ F (te®) +F, ()5, =0 @

e(to) = Xo,p ( p)ép

De esta manera, queda en evidencia que el problema estimacion del error para
perturbaciones en las condiciones iniciales es el caso particular de sensibilidad, donde el
parametro es la condicion inicial x,. Para una perturbacion &,, el sistema (4) puede

resolverse a través de un estudio de sensibilidad hacia adelante, obteniendo la evolucién
temporal de e(t) para cualquier tiempo t >t,. Sin embargo, este calculo puede ser demasiado

caro si se desea estimar el error para diferentes perturbaciones, ya que deberia resolverse el
problema para cada perturbacion.

3 METODO ESTADISTICO PARA LA ESTIMACION CONDICIONAL

Antes de proceder a describir el método se estableceran algunas notaciones respeto de las
normas. La primera de ellas es que:

ol = vl = (X% )

Donde el vector velJ". Para la norma de una funcién feC([O,T]), las normas

(5)

L, —norm, L, —norm,y co—norm son:

T (6)
], =[If ©fdt

] =(J||f<t>||2 dt)

to

|t

||, =max
© 0<t<T

El método estadistico para la estimacién condicional (SCE) ofrece una alternativa
interesante y eficiente para la estimacion condicional de funciones no lineales, con un costo
moderado en cuanto al error en la estimacion.

Una medida del error puede construirse por medio del producto escalar del vector de error
e(t) y un vector u constante unitario. Seleccionado vectores u de manera aleatoria y
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uniforme de la esfera unitaria S, ,, se verifica que la media de u e(t) es proporcional a la
norma de e(t) (Gudmundsson 1995 y Kenney 1994), es decir:

(Ju el =w, e @)

Donde <X> representa el valor medio de la variable estocastica X , y W, es un coeficiente
Ilamado factor de Wallis (Abramowitz 1972) definido por:

1 si n=1
W, = —1.3...(n—2)’ si n=impar (8)
2.4..(n-1)
224.(n-2) .
2ot 2 sion=par
7.13..(n-1)

Las Ecs. (7) y (8) se pueden usar para estimar la norma [e(t)|. Seleccionando q vectores

ortogonales u,,u,,...,.u, de manera aleatoria y uniforme de la esfera unitaria S, , la

q
estimacion de |e(t)] viene entonces dada por la proyeccion de e(t) en el espacio generado

por u,,U,,...,U, , es decir (Gudmundsson 1995 y Kenney 1994):

le)] ~ Vwﬁ,fi‘ui e‘z (9)

Omitiendo la variable tiempo para facilitar la legibilidad de la expresiones, la Ec. (4) puede
escribirse como:

t
e(t) = cp(t)[xpr - j CD‘l(r)FX‘leerép (10)
t
Donde @ €] ™ es la matriz fundamental correspondiente a:
FO+F®=0
X + X (11)
O(t,) =1
Se puede verificar que la solucién A del sistema adjunto:
(FA)-F,A=0 (12)
con la condicion final A(t) =z, satisface:
A(r) =z®t)D(r)FH(r), Vrelty,t] (13)
ﬂ*(to) Fx (to) = Z(D(t)
Por consiguiente:
t
ze(t) = [,mo)FX (ty) %o, = j ﬂ(r)derJép (14)
)
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El caso de perturbaciones en la condiciones iniciales se obtienen definiendo F (t) =0, Vt
y X,, =1 . Sise consideran g vectores ortogonales z;, con 1< j<q, seleccionados de forma
uniforme y aleatoria de una esfera unitaria S_ ,, se obtiene el estimador SCE:

Wq q ) 1/2
el Szt
2\V2 (15)

_ VWTQ qu; (i(to)Fx. ()%, —joxl(r) derJap

Donde A es la solucion del sistema adjunto (12) con condiciones finales A(t) =z;.

Una propiedad importante en esta estimacion del error es que el sistema adjunto (12) es
independiente de la perturbacion &,. Asi las mismas soluciones adjuntas A pueden ser

usadas para estimar el error producido por cualquier otra perturbacion (evitando recalcular).
Por otra parte, puede verificarse que con solo 4 vectores z; se puede aplicar la técnica SCE

obteniendo resultados aceptables (Cao 2004).

4 OTRAS TECNICAS DE ESTIMACION DEL ERROR

Una técnica ampliamente usada en el andlisis de sensibilidad es la aproximacion por
diferencias finitas. Se resuelve numéricamente el sistema DAE con las condiciones iniciales
X(t) =%,(p) ¥ X(t,)=x%,(p+05,), con lo cual se calcula e(t) ~ X(t)—x(t) . La ventaja de

este método es la simpleza y la rapidez de implementaciéon, mientras que la principal
desventaja es que el error en la estimacién es significativo.

Otra técnica que se puede aplicar para la estimacion de [e(t)| proviene del calculo de la

sensibilidad por el método adjunto. Actualmente los modelos matematicos que se estan
utilizando para investigar fendmenos fisicos, utilizan a menudo parametros cuyos valores no
pueden ser conocidos exactamente. A raiz de esto hay una necesidad de realizar analisis de
sensibilidad paramétrica de los modelos algebraicos diferenciados. Recientemente en Cao
(2003) se propuso una nueva técnica denominada metodo de sensibilidad adjunta, en el cual
es posible calcular la sensibilidad de parametros utilizando sistemas lineales adjuntos
asociados sin necesidad de extender el sistema original, lo cual permite mejorar
sustancialmente la eficiencia en el célculo.

En este sentido el interés es calcular la sensibilidad z—ﬁ de una funcion objetivo G(x, p)

definida como:
.
G(x, p) = [g(x.t, p)e (16)
0

O en su defecto la sensibilidad g—g de una funcién g(x,T, p) definida solamente en el

tiempo T .
Para la estimacion del error es posible utilizar esta técnica considerando el estudio de la
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sensibilidad g—g sobre la funcién escalar g(x,T, p) (Cao 2003), el cual esta dado por:
9 _ (g —AtT)F (LT E)dts 4 (LT F 17
Fraa IR CLD p)L_T—g(M, ) Fy)dt+ A (LT) x| (17)
Donde la variable adjunta A(t,T) depende de los parametros t y T,y donde A, (t,T) es
%. A partir de (17) se obtiene que el sistema adjunto es:
() -4 (tT)F =0
at)-4.(tT) F =0
Por ejemplo para &, escalar puede verse que si g(x,t, p) = X(t, p) entonces:
t, o) —X(t,
dg _dx Xt p+6,)-x({tp) e (19)
dp dp 3, o,

No obstante en el estudio de sensibilidad por el método adjunto, se necesitan los valores de
las perturbaciones de los parametros &, en el calculo de las condiciones iniciales de la
variable adjunta A, (t,T) (Cao 2003), con lo cual la estimacion de la norma del error no puede
independizarse de dichas perturbaciones.

5 RESULTADOS NUMERICOS

Para la solucion numérica del sistema (12) (problemas de condiciones iniciales)
actualmente se dispone de una variedad de métodos numéricos que pueden clasificarse en tres
categorias: métodos de un paso, multipaso y de extrapolacion. La eficiencia de cada tipo de
aproximacion depende del problema particular.

En este trabajo se resuelve el sistema (12) transformandolo en un sistema puramente
algebraico mediante aproximaciones numericas. Para ello se define una transformacion

reemplazando 4 y A por funciones A(A,A A ,...) Y DA(A,A ;A ,..), que

n! mn-11

representan estimadores multipaso de las variables adjuntas y sus derivadas, es decir:

Alt) > Zk:ai Alt—iAt)
‘j’ (20)
Alt) > Zbi A(t—iAt)

Especificamente en este trabajo se empled un estimador implicito para las variables
adjuntas y un estimador multipaso lineal clasico (Jackson 1980) en las derivadas, es decir:

A=A, A= ial(t iAt) 21)

Para analizar la aplicacion del método SCE en la estimacion de [e(t)| se propusieron 3

casos de prueba:
e Un sistema lineal: el objetivo en este caso fue estudiar el error entre la solucion
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numérica y la solucion explicita;
e Péndulo eléstico: en este ejemplo se analiz6 la aproximacién de la norma del error
variando la cantidad q de vectores ortogonales (ver (15));

e Sistema atractor de Rossler: para estudiar un caso con inestabilidad intrinseca.

5.1 Sistema lineal

Una ecuacion diferencial muy simple que puede servir de base para el analisis de
sensibilidad es el sistema de primer orden dado por:

F(x, X, p,t)=Xx+px=0

(22)
x(0)=p
El cual posee un Unico pardmetro p,y donde la solucién explicita es:
X(t, p) = pe” (23)

El objetivo de trabajar con este sistema lineal es obtener una medida del error entre la

:
solucion explicita y la solucién estimada de los términos ﬂ|t:t =—J';t (nFdr y
t()

A (t,)F(t)%, ., siendo B una variable de cuadratura utilizada para calcular el término

integral de la ecuacion (15).
Para estimar ||e(T)| utilizando (12) hallamos la solucion del siguiente sistema adjunto (Cao

2003 y Cao 2004):
a(t)-A(t)F, =0
at)-A(t)F, =0 (24)
p-(A(1)F,)=0
donde F =p, F, =1 F,=x son las derivadas parciales de F. Dado que A(T)=z; y
t, =0, se obtiene que la variable adjunta esta dada por:

At) =z;,eP* D (25)
Mientras que el término integral esta dado por:
T T
Bl_, = —J'/I (s)x(s)ds :—jzj pe "Tds=—2z,pTe ™ (26)
0 0
A partir de (15), (25) y (26) se obtiene que:
W ] T 2 1/2
e~ 2 [m) F,(0)%,, —jz(r)derJép
n| j=t 0

(27)

W q ) 1/2
“wBleaem -y | <fofera-om)
n \_j=l

La evolucion temporal de la estimacion de la norma del error |[e(T)| puede verse en la
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figura 1.

08 T T T T T
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0.4+

[le(THI

0.2

0.0

. L . L L
0 1 2 3 4
TIEMPO

Figura 1. Evolucion temporal de la estimacion de ||e(T)|| para p=3.

120107

9.0x10° b

6.0x10°

3.0x10° |

0oL

TIEMPO

Figura 2. Calculo del error absoluto para los términos ,HL:O, A(0) y ||e(|')||

En la figura 2 se observa el error absoluto & para los términos S| _,, A(0) y [le(T)| con
respecto a la solucion explicita (por ejemplo ¢, es la diferencia absoluta entre la solucion

explicita y la solucion numérica para A(0)). En la misma se puede ver que dicha medida tiene

forma de campana sesgada a izquierda, producto de que en la estimacion del error para T
entre 0 y 1 existen cambios abruptos en la derivadas, con lo cual se genera una pequefia
imprecision numeérica. El error absoluto asociado al término integral es el de mayor orden, no
obstante es relativamente pequefio comparado con el paso de tiempo dt =1.0x10° utilizado
para el calculo numeérico.

5.2 Péndulo eléastico

El péndulo eléstico es un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales de cuarto orden,
cuyas variables de estado natural son la longitud del brazo elastico, el angulo de inclinacion
respecto a la vertical, y sus respectivas derivadas temporales:
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7—rw’ =—%(r —L)+g cos(6) (28)

rw+2zw=-—g sen(6)

En este caso no existe solucion explicita analitica. En la figura 3 se muestra la evolucion
numeérica de la posicion de la masa para los siguientes parametros y condiciones iniciales:

k=7,L=1, m=0.1, g=9.8, r(0)=1, 9(0)=%, F(0)=0y 6(0)=0.

0.0+

104

rcos(o)

12 -06 0.0 0.6 1.2
rsin(e)

Figura 3. Posicién de la masa.

Donde y=-rcos(d) y x=rsin(¢). En la figura 4 se grafica la estimacion de |e(T)| en
funcién de g (cantidad de vectores ortogonales) segun (15), en la cual se puede ver que a
medida que g se acerca a 4 la diferencia entre las aproximaciones de [e(T)| va
disminuyendo, obteniendo los mejores casos para =3, 4. Por otro lado en la figura 5 se
representa la estimacion de |le(T)|| para distintos ordenes del estimador multipaso (21). En

dicha figura se puede observar que para ordenes k > 2 los resultados se aproximan entre si,
obteniendo una diferencia para k =1 de aproximadamente el 50%.

YVcY N —
lle(m|
0.02 -

0.01

0.00

TIEMFPO

Figura 4. Estimacion de ||e(T)|| en funcion de g.
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0.025

= = =

0020 |-----
0.015 +
lle(T)l

0.010 |

0.005

0.000

TIEMFPO

Figura 5. Estimacion de ||e(T)|| en funcion de k (multipaso).

5.3 Sistema de Rossler

El dltimo caso de prueba es un sistema no lineal cadtico conocido como sistema de Rossler
(Thompson 1987). El sistema de ecuaciones es:

X=-y—-12
y =X+ay (29)
Z=b+z(x-c)

Donde X, Y,z son las variables de estado y a,b,c son los parametros.

Este sistema tiene propiedades oscilatorias (autovalores complejos) y presenta caos para
algunos valores de los parametros (por ejemplo a=0.398, b=2 y c=4, figura 6). Este
comportamiento cadtico es interesante porque naturalmente se presentan inestabilidades que
amplifican cualquier perturbacion.

Usando los pardmetros de la figura 6, se compararon los errores estimados con los métodos
SCE, adjunto y diferencias finitas. Los resultados se muestran en la figura 7. En la misma se
puede observar que el logaritmo de la estimacion del error crece de manera lineal, lo cual es
caracteristico de los sistemas cadticos (sensibilidad a las condiciones iniciales (Thompson
1987)). Puede observarse que para los 3 métodos aplicados los resultados son similares,
aunque levemente mejores para los métodos SCE y adjunto.

Figura 6. Espacio de las fases (X e V).
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—T T
——5CE
- - - -SISTEMA ADJUNTO
DIFERENCIA FINITA

01k

log]le{tll
0014+

1E-4f L . L . .
0 20 40 60 80 100
TIEMPO

Figura 7. Estimacion del error los métodos SCE, sistema adjunto y diferencias finitas.

6 CONCLUSIONES

De los ejemplos anteriores, se puede ver que la estimacion de [e(t)| como medida del

error, es obtenida casi siempre con errores de precision bastante pequefios. Para el sistema
lineal (5.1), el método SCE permite obtener una solucién mucho més aproximada. Cuando el
sistema es no lineal (5.2 y 5.3), la estimacion del error por el método SCE produce una
solucidn bastante aceptable. Se puede discutir incluso, que se presentan casos con imprecision
en los resultados, pero para los métodos comparados, claramente el método propuesto permite
mejorar el resultado final.

No obstante, la propiedad mas importante en la estimacion del error usando el método
SCE, es que el célculo del sistema adjunto asociado es independiente del pardmetro
perturbado, por lo tanto las soluciones adjuntas, obtenidas para un parametro particular,
pueden ser usadas para estimar el error producido por cualquier otra perturbacion, evitando de
esta manera tener que recalcular.
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