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Resumen. En el presente trabajo se obtienen coeficientes de frecuencias de vibracion natural
de placas anisotropas rectangulares con distintas combinaciones de las condiciones de borde
clasicas (empotrado, simplemente apoyado o libre). Asimismo se determinan las
correspondientes formas modales, evidenciandose los efectos de la anisotropia sobre el
comportamiento estructural de la placa.

Se utiliza en su resolucion un método variacional (Rayleigh-Ritz) aproximando la funcion
desplazamiento con conjuntos coordenados de funciones vigas que satisfacen las condiciones
geomeétricas o esenciales de bordes opuestos de la placa.

Los resultados obtenidos comparan en forma excelente con situaciones particulares
disponibles en la literatura (isotropia). Se brinda una sintesis de tablas de frecuencias y
grdficos de formas modales para una configuracion determinada del material anisotropo.

La cantidad y variabilidad de los parametros mecanicos involucrados en la descripcion del
comportamiento anisotropo de materiales que abarca desde metales que han sido sometidos a
procesos metalurgicos diversos a plasticos, polimeros y materiales compuestos, quitan
practicidad a la construccion de tablas de magnitudes dinamicas adimensionales, usual para
elementos estructurales constituidos por materiales isotropos. Por ende, se considera que uno
de los méritos esenciales del presente trabajo, es proveer informacion al potencial usuario,
sobre un procedimiento eficaz y relativamente sencillo para obtener resultados confiables en
un campo relativamente poco desarrollado de la Teoria de Vibraciones.
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1 INTRODUCCION

La utilizacion de materiales anisotropos ha evidenciado un notable incremento en los
ultimos afios en diversos campos tecnoldgicos. En efecto, son de uso creciente los paneles de
material anisétropo en ingenieria civil, mecanica, aerondutica y hasta electronica (plaquetas
de circuitos impresos).

En determinadas circunstancias dichos paneles pueden encontrarse en condiciones
operativas severas lo que hace necesario conocer pardmetros que caractericen su
comportamiento dinamico.

El sistema diferencial gobernante del problema de la placa vibrante de material anisotropo,
es de enorme complejidad analitica, aunque se trate de un dominio geométricamente simple,
como una placa rectangular.

Es por ello, que para su tratamiento se recurre a la utilizacion de métodos aproximados.

En la literatura técnico—cientifica, no son numerosos los trabajos sobre vibraciones
transversales de placas rectangulares anisotropas, siendo la mayoria de ellos referidos a placas
simplemente apoyadas'.

Sin embargo, cabe sefialar que atn el “problema de Navier” no posee solucion exacta,
mientras que si la posee en el caso de placas isotropas y ortotropas.

Entre los estudios realizados con otras condiciones de borde y geometrias debe destacarse
el realizado por Nallim y Grossi’, utilizando el método variacional de Rayleigh-Ritz,
aproximando la deflexion de la placa mediante polinomios ortogonales.

La utilizacion del método de Rayleigh-Ritz resulta particularmente justificada en el caso en
que la placa tenga un borde libre, donde las condiciones naturales de borde son dificiles de
satisfacer.

Como es sabido, el método requiere el cumplimiento Unicamente de las condiciones
esenciales o geométricas.

En el presente trabajo, se analizaran placas rectangulares anisotropas con distintas
combinaciones de las condiciones de borde clasicas: empotrado, simplemente apoyado y libre.

Se determinaran sus primeros seis coeficientes de frecuencias naturales y se estudiaran las
formas modales asociadas.

2 PLANTEO DEL PROBLEMA

Cuando la placa delgada de espesor uniforme h, efectia uno de sus modos normales de
vibracion a una frecuencia natural circular w:

W(x,y,t)ZW(x,y)elax (1
La funcional de energia que gobierna el problema es:
J[W] = Umax - mef (2)

Donde Ujax es la energia de deformacion méxima la placa y Tpay; la energia cinética
maxima de la placa.
Siguiendo la clasica notacion de Lekhnitskii’, para dominios anisétropos:

814



P. M. Ciancio* y C. A. Rossitt

2 2 2 D (3)
+4. 16.61/;/+D26.a > aW@ixdy
0x dy” 0oxdy
— l 2 2
T, = 2.p.h.a) .ILW dxdy 4)

donde A4 es el area de la placa, Djj son los coeficientes de rigidez de la placay p es la

densidad de su material.
Como aproximacion de la deflexion se han tomado series de funciones viga:

M N
W y)OW,(x2)=5 S b,, X, ()Y, () (5)
m=1 n=1
Donde X, (x) y Yn(y) son, respectivamente, las formas modales de vibracion natural de

una viga Bernoulli-Euler que tiene como condiciones de borde las de la placa en estudio en
bordes opuestos segun cada direccion coordenada.

De esta manera, se garantiza el cumplimiento de las condiciones esenciales de borde de la
placa, y en el caso de bordes empotrados o simplemente apoyados, también de las naturales.

Reemplazando la expresion (5) que corresponde segin el caso de andlisis en las
expresiones (3) y (4), componentes de la funcional (2) y utilizando para evaluar las integrales
de las funciones caracteristicas y sus derivadas las formulas dadas por Felgar™’; y requiriendo
su minimizacion:

0w _,

, m=12,.M , n=12..N 6
ob, ©

se obtiene un determinante ecuaciéon cuyas raices son los coeficientes de frecuencias
naturales de la placa anisétropa:

Q= p_hwaz (7)

Dll

donde a es el valor del lado de la placa rectangular segun la direccion coordenada x.
Obtenidos los coeficientes Q,, es posible determinar la relacion entre las constantes b,

que permite conocer las formas modales de vibracion correspondientes a cada Q..

2.1 Aproximacion de la deflexion.

Se analizaran los siguientes casos de vinculacion:
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T_y) Caso1l Caso 2 Caso 3
X Libre Libre Libre v
- ; 5
/ :
3 = Y7 = 3 3
S S 57 S £ 3
g S 27 ° g \
S £ g 5
= =7 a <
7 5
7 7 7 , s

Empotrado Simplemente Apoyado Libre

Caso 1: E-E-L-L
En ambas direcciones se adoptan las expresiones de las formas modales de una viga
empotradalibre:

X, (x)=Cosh(k,x)—Cos(k,x)—a, Senh(k, x)+a, Sen(k, x)

V()= Cosh(k,y) - Cos(k,y) -, Senh(k,y) +01, Sen(k, ) ®
Donde
= Cosh(k,, )+ Cos(k,, ) a = Cosh(k, )+ Cos(k, ) )
Senh(k, )+ Sen(k,, ) Senh(k, )+ Sen(k, )
Los autovalores k,, y k, son las raices de siguiente ecuacion caracteristica:
Cos(k) Cosh(k)=-1 (10)

En la Tabla 1 se presentan los primeros diez autovalores correspondientes a una viga
empotrada-libre cuya seccion es constante en toda su longitud.

Tabla 1. Autovalores de una viga con bordes empotrado-libre

Ky 1.875104 Ke 17.278759
Ko 4.694091 ky 20.420352
Ks 7.854757 ke 23.561944
K 10.995540 ke 26.703537
Ks 14.137168 Kso 29.845130

Caso 2: E-SA-L-L

En la direccion X, la expresion X, (x) serd similar a la del caso anterior.
En direccion y corresponde a Simplemente apoyada-libre:

Y (v)=Senh(k,y)+Sen(k,y)—a Senh(k,y)+a, Sen(k,y) (11)

Siendo:
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_Senh(k,)—Sen(k,)
" Senh(k,)+ Sen(k,)

(12)

Los autovalores en la funciéon (11) son las raices de la ecuacion caracteristica (13), cuyos
primeros diez valores aparecen en Tabla 2:

Tanh(k ) =Tan(k) (13)
Tabla 2. Autovalores de una viga con bordes simplemente apoyado-libre
ky 3.926602 Ks 19.634954
k> 7.068582 k7 22.776546
ks 10.210176 kg 25.918139
K4 13.351768 kg 29.059732
ks 16.493361 Kio 32.201324

En este caso, por tratarse de una viga inestable, a las funciones coordenadas representadas
por (11) para cada autovalor k, de la Tabla 2, debera adicionarse un desplazamiento de cuerpo
rigido (rotacidn respecto del borde apoyado):

Y, (/V) =Yy
Tomando nulo (cero) el autovalor correspondiente.
Caso 3: E-L-SA-L

En la direccion X, se tiene como condicion de borde empotrada-simplemente apoyada y
con extremos libre-libre en direccion y:

X, (x)=Cos(k,x)—Cosh(k,x)—a,6Sen(k, x)+a, Senh(k, x) (14a)
Y,(y)=Cosh(k,y)+Cos(k,y)—a,Senh(k,y)-a,Sen(k,y) (14b)

_ Cos(k, ) —Cosh(k,, ) q = Cosh(k,)—Cos(k, )
" Sen(k,)-Senh(k,) " Senh(k,)-Sen(k,)

(15a,b)

Los autovalores de las funciones X,(x) y de Y,(y) son las raices de las siguientes
ecuaciones caracteristicas, respectivamente:

Tanh(k ) = Tan(k) (16a)

(jOSh(k)= COS(k) (16b)

Los valores que aparecen en Tabla 2 representan nuevamente los primeros diez autovalores

correspondientes a una viga empotrada-simplemente apoyada cuya seccion es constante en
toda su longitud.

En Tabla 3 se muestran los primeros diez autovalores correspondientes a una viga libre-
libre con seccion constante.
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Tabla 3. Autovalores de una viga con bordes libres

Ky 4.730040 ke 20.420352
Ko 7.853204 ky 23.561944
ks 10.995607 ke 26.703537
Ky 14.137165 ko 29.845130
ks 17.278759 Kso 32.986722

En direccion y se tiene nuevamente una viga inestable.
En este caso, se tienen dos desplazamientos de cuerpo rigido: una traslacion y una rotacion.

Y,(v)=1
Yoo(/V)zzy_l

Ambas expresiones, cuyo autovalor correspondiente es cero en ambos casos, s€ suman a
los términos que se adoptan de la expresion genérica (14b).

3 RESULTADOSOBTENIDOS

Como se ha expresado, la extensa cantidad de variables involucradas en la descripcion del
comportamiento de los materiales anisotropos, hace que no resulte de interés practico la
confeccion de tablas de magnitudes dindmica adimensionales como es usual para materiales

1s6tropos.
En consecuencia, se considera una unica configuracion del material anisétropo:
D, =D12 :D66 :l . Dy =D26 =l
Dll Dll Dll 2 Dll Dll 3

En las Tablas 4, 5 y 6 se muestran los valores las de los primeros seis (6) coeficientes de

frecuencias naturales de vibracion para distintas relaciones de aspecto A = 4 de las placas

anisotropas, para las condiciones de vinculacion indicadas en 2.1.

En dichas tablas, se incorporan en cursiva, algunos valores de los coeficientes de
frecuencia para el caso de material isétropo. Estos valores evidencian la influencia de la
anisotropia del material; fueron obtenidos como caso particular de las expresiones (3) y (4) y
muestran una concordancia practicamente exacta con los resultados obtenidos por Leissa’.

En los célculos se ha tomado M=N=10, por lo que la aproximacién (5) consta de 100
términos, a los que deben agregarse, cuando corresponde, los términos representativos de
movimientos de cuerpo rigido.
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|ph
Tabla 4: Coeficientes de frecuencia natural Q = P_ wa’ para una placa anisétropa con condiciones de
11

borde:E-E-L-L. En cursiva valores para la placa isotropa

A Q, Q, Qs Q, Qs Qs
4.14177 6.91428 11.1374 16.6145 22.472 24.1004
25 3.98573 7.15512 13.1006 21.844 22.8964 26.5014
12 4.46174 8.5044 14.5836 21.7363 24.8074 29.3873
5.13959 11.5778 21.1346 24.5871 35.1442 37.2093
23 4.98479 13.2894 23.3844 30.2622 34.2403 52.3981
6.95844 18.6182 27.9385 38.5709 51.6138 65.4807
! 6.94209 24.0344 26.6808 47.7848 63.0388 65.8326
10.5699 27.1528 43.0878 59.075 73.3162 98.3735
32 11.2158 29.9012 52.6149 68.090 77.0407 117.896
2 15.1572 34.0854 64.6825 73.0842 100.775 120.326
20.8379 41.5501 75.7669 103.295 129.865 138.942
52 24.9108 44.7195 81.879 136.525 143.102 165.634

Tabla 5: Coeficientes de frecuencia natural Q = p—h w a’ para una placa anisétropa con condiciones de

11
borde:E-SA-L-L. En cursiva valores para la placa isétropa

A Q; Q, Q; Q, Qs Qs
0.716715 5.65937 9.33295 14.0523 20.3664 23.0668
25 3.85423 6.41981 11.5757 19.7666 22.521 26.0241
12 6.17995 11.7879 18.1951 23.338 27.2935 31.5623
6.74934 16.6431 22.3984 29.958 32.8173 46.6994
23 4.42469 109116 22.9585 25.6982 32,4248 48.467
7.19819 25.3947 32.9778 36.9281 58.427 64.2866
! 5.36394 19.1711 24.7679 43.1914 53.0007 64.0497
7.66188 33.7261 44.0013 64.3369 82.5221 86.956
32 6.93091 27.2888 38.5863 64.2545 67.4674 108.026
2 8.16911 37.2274 58.7253 85.6972 96.9774 127.68
8.67199 38.9948 74.8273 98.6746 118.271 159.563
52 10.1002 35.1574 74.9897 99.9281 127.687 135.45
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[ph
Tabla 6: Coeficientes de frecuencia natural Q = p— w a’ para una placa anisotropa con condiciones de
11

borde:E-L-SA-L. En cursiva valores para la placa isotropa

A Q; Q, Q; Q, Qs Qs
15.2952 16.5956 20.6372 26.6322 34.4869 44.668
25 15.3831 16.3721 19.6446 25.5583 34.4991 46.4409
1/2 15.2445 17.205 23.1291 31.652 42.6073 49.6807
15.1544 18.401 27.892 41.2201 49.571 52.7429
23 15.3521 17.9493 26.7098 43.2029 49.8435 53.0131
14.9686 21.1457 39.0471 49.203 57.2868 64.5176
! 15.3228 20.6734 39.7444 49.7531 56.6192 77.3787
14.7004 25.3565 48.2322 58.2692 67.0085 100.894
32 15.2943 25.7108 49.6398 64.0136 68.0971 103.755
2 14.4517 29.1941 47.8413 68.8822 91.2027 101.582
14.2176 32.4506 47.5528 75.8811 101.433 125.829
52 15.2644 37.2955 49.5022 83.3279 103.432 143.684

Se observa que en el caso 3 — Tabla 6, para la placa isotropa el coeficiente de frecuencia
fundamental se mantiene practicamente constante, aunque varia la relacion de aspecto

A= A desde 2/5 hasta 5/2, corresponde al comportamiento de viga de la placa.

En cambio, en el caso anisotropo dicho coeficiente varia en forma mas significativa.

3.1 Formas Modales

La amplitud del desplazamiento es representada por la ecuacién (5), en la que X, (x) indica
la forma modal propia de una viga con iguales condiciones de borde que los de la placa en
direccion X y Y,(y) es la forma modal propia de una viga de iguales condiciones en sus
extremos que los de la placa en direccion y. El factor b,,, de la expresion (5) representa las
constantes de ponderacion de cada término X, (x). Y,(y), en la amplitud del desplazamiento
Wa(x,y).

Para obtener las formas modales del sistema vibrante se determinan los coeficientes b,
para todos los desplazamientos en términos de uno de ellos que se supone de valor unitario. El
coeficiente b,,, que tenga el valor predominante sobre los restantes serd el que defina el modo
mn de vibracidn para cada autovalor previamente hallado.

Cada valor de coeficiente de frecuencia Q;, hallado, se reemplaza en la ecuacion :

E=U-TQ’ 17)

en la cual U y T son las matrices de coeficientes relacionados con la energia de
deformacion y cinética de la placa utilizados para determinar los coeficientes de frecuencias
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naturales del sistema.
Se puede expresar a la ecuacion del movimiento como:

EB=0 (18)

donde logicamente £ sera una matriz diferente para cada modo. La ecuacion (17), se
satisface dado que los coeficientes de frecuencia fueron determinados a partir de esta
condicion.

La matriz E se particiona, suponiendo que el primer elemento del vector desplazamiento
tiene una amplitud unitaria

b, O O O
% : % ;
2n E 2n H
3n EI: 3n D (19)
o oo o
00 0O 0
@Nna @Nﬂa
En forma expandida la ecuacion (18) puede escribirse:
[, | e, €y e O O MO
. _ 0o o oo
W g o o oaod
Lo, |ey, ey S B gzn %: % %
@ | ey ey SN 30 [ 0 (20)
e, 0g.o g.o
[l U O O E) E
Byl ev € e B8 BPwmB
esta expresion también puede escribirse en forma simbolica de la siguiente forma:
@ E,00 O_000 on
D —
%01 Eo 0 %On[j %D
de la cual
EOl +E00 bOn :0 (22)
Por lo que:
by, = _(EOJ_I Eg (23)

Las amplitudes del desplazamiento obtenidas de la ecuacion (23) junto con la amplitud
unitaria de la primer componente, constituye el vector desplazamiento asociado con el
enésimo modo de vibracion.
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Habré un elemento del vector by, cuya magnitud en valor absoluto sea la mayor de todas:
Dmnmaxima €n cada modo normal de vibracion natural de la placa correspondiente a cada
coeficiente de frecuencia. Dicho elemento es el que determinara la forma modal
correspondiente a esa frecuencia, dado que sera el término de la sumatoria que prevalecera
sobre las restantes.

Cuando la placa presenta en alguna de las direcciones una condicion de sustentacion que se
corresponde con las condiciones de viga inestable, esto es simplemente apoyada-libre o libre-
libre, estas funciones se incluirdn en los factores X,,(x), o Y,(y) segun corresponda.

M N
W,.(x.y)= Z b, X, (x)Y,(y) (24)

Para los casos tratados en este trabajo X;,(x) se reemplazara por las ecuaciones (8), o (14a),
segun corresponda y de igual forma se haréd para Y,(y), cuidando de efectuar la inclusion de
los modos rigidos rotacional, o traslacional y rotacional segun sea el caso de borde
simplemente apoyado-libre o libre-libre respectivamente, de acuerdo a las funciones que se
mencionaron oportunamente.

A modo de ejemplo, en las Figuras 1-a) hasta f) se grafican las formas modales en una
vista tridimensional y sus correspondientes curvas de igual desplazamiento representadas en

planta, para las primeras seis frecuencias naturales en el caso de una placa anisotropa
cuadrada (4 =1) con condiciones de borde E-E-L-L

1

0.75

a)
Primer modo : Q= 6.958844

Figura 1: Modos normales de vibracion de una placa anisotropa cuadrada
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Segundo modo Q,=18.6182

Tercer modo: Q;=27.9385

Figura 1(Continuacion): Modos normales de vibracion de una placa anisotropa cuadrada
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Cuarto modo: Q4 = 38.5709

Quinto modo: Qs =51.6138

Figura 1 (Continuacion). Modos normales de vibracion de una placa anisétropa cuadrada
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0.8

0.6

0.4

0.2

f)
Sexto modo: Q¢ = 65.4807

Figura 1 (Continuacion). Modos normales de vibracion de una placa anisotropa cuadrada

4 CONCLUSIONES

El presente trabajo permite comprobar que el método de Rayleigh- Ritz, aproximando la
deflexion mediante funciones viga, constituye una herramienta rapida y eficaz para atacar un
problema complejo como el de la vibracion transversal de placas de material anisétropo con
distintas condiciones de borde.

La posibilidad creciente de evaluar considerables cantidades de términos en la
aproximacion (5), contribuye a confiar en que su utilizacion proveera resultados precisos en
situaciones escasamente tratadas en la literatura como la determinacion de esfuerzos y
corrimientos tanto para carga estatica como para vibracion forzada de placas anisotropas. Esto
constituird la préxima etapa de este proyecto de investigacion.
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