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Resumen. En el presente trabajo se modela el fenómeno termo-elastodinámico en solidos porosos

micro-estructurados con micro-temperaturas, para lo cual utilizamos, la formulación de Green Nagh-

di tipo II, y de micro-temperaturas (D. Ieşan, Discrete and Continuous Dynamical Systems - B, Volume

19, Number 7, 2169–2187, 2014), en relación con el acoplamiento al campo escalar de temperaturas, y

la teoría de segundo gradiente para el cálculo de deformaciones. Las micro-estructuras consideradas son:

inclusiones y dislocaciones genéricas. Se formula rigurosamente el problema de condiciones iniciales y

de borde, luego se definen las funciones de Green asociadas a cada campo, para finalmente, utilizando el

segundo y tercer teoremas de Green Lagrange, construir las representaciones integrales de las soluciones.

Posteriormente utilizando el teorema de Picard, se muestra un método iterativo para calcular aproxima-

ciones a todo orden

Keywords: Thermoelasticity, poro-thermoelasticity, microtemperatures, second gradient theory, Green-

Naghdi type II theories.

Abstract. The present work models the thermo-elastodynamic phenomenon in micro-structured porous

solids with micro-temperatures. For this purpose, we use the Green Naghdi type II formulation and

micro-temperatures (D. Ieşan, Discrete and Continuous Dynamical Systems - B, Volume 19, Number

7, 2169–2187, 2014), in connection with the coupling to the scalar field of temperatures and the second

gradient theory for strain calculation. The considered micro-structures are generic inclusions and disloca-

tions. The problem of initial and boundary conditions is rigorously formulated, then the Green functions

associated with each field are defined, and finally, using the second and third theorems of Green Lagran-

ge, the integral representations of the solutions are constructed. Subsequently, by employing the Picard

theorem, an iterative method is presented for calculating approximations to any order.
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1. INTRODUCCIÓN

Se escriben las ecuaciones de gobierno de la poro-termo-visco-elastodinámica, con micro

temperaturas en la formulación de segundo gradiente, sus variables descriptoras son

ℜ = {uj, ∇̂
2uj, u̇, ∇̂

2uj, wj, pa, pb, wj, T} (1)

Las ecuaciones de movimiento son las siguientes (Ieşan, 2007, 2014)

Distribución de campos de desplazamiento viscoelástico (cuerpo de Voigt) en la formu-
lación de segundo gradiente

ρ∂2t uj(x⃗, t)− l21(∂
2
t uj(x⃗, t)),kk − µ(1− l21∇̂

2)uj(x⃗, t)− (µ+ λ)∇̂(∇̂uk(x⃗, t))−

− µ̄(1− l21∇̂
2)u̇j(x⃗, t)− (µ̄+ λ̄)∇̂(∇̂u̇k(x⃗, t)) + α1M

a
jk(1− l21∇̂

2)pa,k(x⃗, t)+

+ α2M
b
jk(1− l21∇̂

2)pb,k(x⃗, t) + βME
jk(1− l21∇̂

2)(1 + τ∂t)T,k(x⃗, t) =

= −S
Es
jklmε

∗

lm,k(x⃗, t) en Rk (2)

uj(x⃗, 0) = u0j / u
0
j ∈ (H1

0 (Dk))
3 ; ∂tuj(x⃗, 0) = h0j / h

0
j ∈ (L2(Dk))

3 (3)

l1, ρ, µ, λ, µ̄, λ̄, α1,2, β, τ ∈ R+
0 (4)

Distribución de campos de micro-temperaturas (operador de Stokes)

b∂twj(x⃗, t)− k1∇̂
2wj(x⃗, t)− k2∇̂(∇̂wk(x⃗, t)) + βME

jk(1− l21∇̂
2)(1 + τ∂t)T,k(x⃗, t)+

+ k3wj(x⃗, t) = 0 en Rk (5)

wj(x⃗, 0) = w0
j / w

0
j ∈ (H1

0 (Dk))
3 ; b, k1,2,3, β, τ ∈ R+

0 (6)

Distribución de presiones de poro

θa∂tpa(x⃗, t)− (Ka
jkpa,j(x⃗, t)),k − (K̃a

jkṗa,j(x⃗, t)),k + ᾱ1M
a
jk(1− l21∇̂

2)u̇j,k(x⃗, t)+

+ θ̄a∂tH(t, T, pb) = 0 en Rk (7)

pa(x⃗, 0) = p0a / p
0
a ∈ H1

0 (Dk) (8)

θb∂tpb(x⃗, t)− (Kb
jkpb,j(x⃗, t)),k − (K̃b

jkṗb,j(x⃗, t)),k + ᾱ2M
b
jk(1− l21∇̂

2)u̇j,k(x⃗, t)+

+ θ̄b∂tH(t, T, pa) = 0 en Rk (9)

pb(x⃗, 0) = p0b / p
0
b ∈ H1

0 (Dk) (10)

Distribución de temperaturas según Green-Naghdi tipo II

ρcvτ∂
2
t T (x⃗, t)− (KE

jkT,j(x⃗, t)),k − (K̃E
jkṪb,j(x⃗, t)),k + ρcv∂tT (x⃗, t)−

− k0wj,j(x⃗, t) + T0βM
E
jk(1− l21∇̂

2)(1 + τ∂t)u̇j,k(x, t) + ξ1∂tH(t, pb, pa) = 0 (11)

T (x⃗, 0) = T0 / T0 ∈ H1
0 (Dk) ; ∂tT (x⃗, 0) = q0 / q0 ∈ L2(Dk) (12)
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Condiciones de borde mixtas

(−µn̂kuj,k(x⃗, t) + l21n̂k∇̂
2uj,k(x⃗, t))

∣

∣

∣

∂Γ1

−

− (−µ̄n̂ku̇j,k(x⃗, t)− µ̄l21n̂k∇̂
2u̇j,k(x⃗, t))

∣

∣

∣

∂Γ1

− (µ+ λ)n̂j((1− l21∇̂
2)uk,k(x⃗, t))

∣

∣

∣

∂Γ1

−

− (µ̄+ λ̄)n̂j((1− l21∇̂
2)u̇k,k(x⃗, t))

∣

∣

∣

∂Γ1

+

+ (α1M
a
jk(1− l21∇̂

2)pa(x⃗, t) + α2M
b
jk(1− l21∇̂

2)pb(x⃗, t))n̂k

∣

∣

∣

∂Γ1

+

+ βME
jk(1− l21∇̂

2)(1 + ∂t)T (x⃗, t)n̂k

∣

∣

∣

∂Γ1

= qaj

∣

∣

∣

∂Γ1

/ qaj ∈ (L2(∂Γ1)) (13)

(−k1wj,k(x⃗, t)− k2(∇̂wl(x⃗, t)) + βME
jk(1− l21∇̂

2)(1 + τ∂t)T (x⃗, t))n̂k

∣

∣

∣

∂Γ1

= 0 (14)

(−K
a
jkpa,k(x⃗, t)− K̃

a
jkṗb,k(x⃗, t) + ᾱ1M

a
jk(1− l21∇̂

2)u̇k(x⃗, t))n̂j

∣

∣

∣

∂Γ1

= 0 (15)

(−K
b
jkpb,k(x⃗, t)− K̃

b
jkṗb,k(x⃗, t) + ᾱ2M

b
jk(1− l21∇̂

2)u̇k(x⃗, t))n̂j

∣

∣

∣

∂Γ1

= 0 (16)

(−K
E
jkT,j(x⃗, t) + T0β̄M

E
jk(1− l21∇̂

2)(1 + τ∂t)u̇j(x⃗, t))n̂k

∣

∣

∣

∂Γ1

− k0wk(x⃗, t)n̂k

∣

∣

∣

∂Γ1

= 0 (17)

uj(x⃗, t)
∣

∣

∣

∂Γ2

= wj(x⃗, t)
∣

∣

∣

∂Γ2

= 0 ; pa(x⃗, t)
∣

∣

∣

∂Γ2

= pb(x⃗, t)
∣

∣

∣

∂Γ2

= 0 ; T (x⃗, t)
∣

∣

∣

∂Γ2

= 0 (18)

Las constantes que intervienen en el modelo son todas reales positivas, las matrices asociadas

a los tensores de segundo orden son simétricas y sus formas cuadráticas propias son definidas

positivas. Las funciones H se definen como funciones de tipo histeretico esencialmente de tipo

Preisach (Cacciola et al., 2009) (Mörée y Leijon, 2023)

S
Es
jklm es el tensor de Eshelby-Mura, que satisface

S
Es
jklm = S

Es
kjlm = S

Es
jkml

εlm,k ∈ (L2(Rk))
3×3: Deformaciones residuales.

1.1. Definición de las funciones de Green

− ∂tga(∆x⃗,∆t)− (Ka
jkga,k(∆x⃗,∆t)),j − (K̃a

jkġa,k(∆x⃗,∆t)),j = δ(∆x⃗,∆t) (19)

− ∂tgb(∆x⃗,∆t)− (Kb
jkgb,k(∆x⃗,∆t)),j − (K̃b

jkġb,k(∆x⃗,∆t)),j = δ(∆x⃗,∆t) (20)

ρcvτ∂
2
t gT (∆x⃗,∆t)− (KE

jkgT (∆x⃗,∆t),j),k + ρcvτ∂tgT (∆x⃗,∆t) = δ(∆x⃗,∆t) (21)

gT (∆x⃗, 0) = ∂tgT (∆x⃗, 0) (22)

ρ∂2t gjk(∆x⃗,∆t)− µ(1− l21∇̂
2)∇̂2gjk(∆x⃗,∆t)−

− (µ+ λ)((1− l21∇̂
2)gjn,n(∆x⃗,∆t)),k − µ̄(1− l21∇̂

2)∇̂2ġjk(∆x⃗,∆t)−

− (µ̄+ λ̄)((1− l21∇̂
2)ġjn,n(∆x⃗,∆t)),k = δjkδ(∆x⃗,∆t) (23)

b∂tGjk(∆x⃗,∆t)− k1∇̂
2Gjk(∆x⃗,∆t)− k2(Gkn,n(∆x⃗,∆t)),j + k3Gjk(∆x⃗,∆t) = 0 (24)

ga(∆x⃗,−tf ) = gb(∆x⃗,−tf ) = 0 ; Gjk(∆x⃗,−tf ) = gjk(∆x⃗, 0) = ∂tgjk(∆x⃗, 0) = 0 (25)
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Condiciones de borde

(−µn̂lgjk,l(∆x⃗,∆t) + l21n̂l∇̂
2gjk,l(∆x⃗,∆t))

∣

∣

∣

∂Γ1

−

− (µ+ λ)n̂j((1− l21∇̂
2)gkl,l(∆x⃗,∆t))

∣

∣

∣

∂Γ1

+

+ (−µ̄n̂lġjk,l(∆x⃗,∆t) + µ̄l21n̂l∇̂
2ġjk,l(∆x⃗,∆t))

∣

∣

∣

∂Γ1

−

− (µ̄+ λ̄)n̂j((1− l21∇̂
2)ġkl,l(∆x⃗,∆t))

∣

∣

∣

∂Γ1

= 0 (26)

(−K
a
jkga,k(∆x⃗,∆t)− K̃

a
jkġa,k(∆x⃗,∆t))n̂k

∣

∣

∣

∂Γ1

=

= (−K
b
jkgb,k(∆x⃗,∆t)− K̃

b
jkġb,k(∆x⃗,∆t))n̂k

∣

∣

∣

∂Γ1

= 0 (27)

k1Gjk,k(∆x⃗,∆t)n̂k − k2(Gkn,n(∆x⃗,∆t))n̂j

∣

∣

∣

∂Γ1

= −K
E
jkgT (∆x⃗,∆t),kn̂k

∣

∣

∣

∂Γ1

= 0 (28)

ga(∆x⃗,∆t)
∣

∣

∣

∂Γ2

= gb(∆x⃗,∆t)
∣

∣

∣

∂Γ2

= 0 (29)

Gjk(∆x⃗,∆t)
∣

∣

∣

∂Γ2

= gjk(∆x⃗,∆t)
∣

∣

∣

∂Γ2

= gT (∆x⃗,∆t)
∣

∣

∣

∂Γ2

= 0 (30)

1.2. Construcción de las soluciones semi-analíticas

Utilizando el segundo y el tercer teorema de representación de Green-Lagrange podemos

construir las representaciones integrales de las soluciones en la forma siguiente:

uj(x⃗, t) =

�
Vk

d3x′{gjk(x⃗− x⃗′, t)∂tuk(x⃗
′, 0)− uk(x⃗

′, 0)∂tgjk(x⃗− x⃗′, t)}+

+

� t

0

dt′
{�

Vk

d3x′gjk(x⃗− x⃗′, t− t′)Ξk(x⃗
′, t′, ℘(uj, pa, pb, T ))

}

+

+

� t

0

dt′
{�

∂Γ1

dS gjk(x⃗− x⃗′, t− t′)

{

qaj (x⃗
′, t′)

∣

∣

∣

∂Γ1

+ ℘s
j(uj, pa, pb, T )

∣

∣

∣

∂Γ1

}}

(31)

pa(x⃗, t) =

�
Vk

d3x′{ga(x⃗− x⃗′, t)pa(x⃗
′, 0)}+

+

� t

0

dt′
{�

Vk

d3x′ga(x⃗− x⃗′, t− t′)Ξa(x⃗
′, t′, ℘(uj, pa, pb, T ))

}

+

+

� t

0

dt′
{�

∂Γ1

dS

{

ga(x⃗− x⃗′, t− t′)℘s
a(uj, pa, pb, T )

∣

∣

∣

∂Γ1

}}

(32)

pb(x⃗, t) =

�
Vk

d3x′{gb(x⃗− x⃗′, t)pb(x⃗
′, 0)}+

+

� t

0

dt′
{�

Vk

d3x′gb(x⃗− x⃗′, t− t′)Ξb(x⃗
′, t′, ℘(uj, pa, pb, T ))

}

+

+

� t

0

dt′
{�

∂Γ1

dS

{

gb(x⃗− x⃗′, t− t′)℘s
b(uj, pa, pb, T )

∣

∣

∣

∂Γ1

}}

(33)
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T (x⃗, t) =

�
Vk

d3x′{gT (x⃗− x⃗′, t)∂tT (x⃗
′, 0)− T (x⃗′, 0)∂tgT (x⃗− x⃗′, t)}+

+

� t

0

dt′
{�

Vk

d3x′gT (x⃗− x⃗′, t− t′)ΞT (x⃗
′, t′, ℘T (uj, pa, pb, T ))

}

+

+

� t

0

dt′
{�

∂Γ1

dS

{

gT (x⃗− x⃗′, t− t′)℘s
T (uj, pa, pb, T )

∣

∣

∣

∂Γ1

}}

(34)

wj(x⃗, t) =

�
Vk

d3x′Gjk(x⃗− x⃗′, t)w0
k(x⃗

′, 0)+

+

� t

0

dt′
{�

Vk

d3x′Gjk(x⃗− x⃗′, t− t′)Ξ̄k(x⃗
′, t′, ℘T (wj, T ))

}

+

+

� t

0

dt′
{�

∂Γ1

dS Gjk(x⃗− x⃗′, t− t′)℘s
j(wj, T )

∣

∣

∣

∂Γ1

}

(35)

1.3. Construcción de los aproximantes de Picard

Los aproximantes de Picard serán:

u
(n+1)
j (x⃗, t) ∼= K0

j (u
0
j , w

0
j )+

+

� t

0

dt′
{�

Vk

d3x′gjk(x⃗− x⃗′, t− t′)Ξ
(n)
k (x⃗′, t′, ℘(u

(n)
j , p

(n)
b , p(n)a , T

(n)
j ))

}

+

+

� t

0

dt′
{�

∂Γ1

dSgjk(x⃗− x⃗′, t− t′)

{

qaj (x⃗
′, t′)

∣

∣

∣

∂Γ1

+ ℘s
j(uj, pa, pb, T )

∣

∣

∣

∂Γ1

}}

(36)

p(n+1)
a (x⃗, t) ∼= K0

a(t, p
0
a)+

+

� t

0

dt′
{�

Vk

d3x′ga(x⃗− x⃗′, t− t′)Ξa(x⃗
′, t′, ℘(u

(n)
j , p(n)a , p

(n)
b , T (n)))

}

+

+

� t

0

dt′
{�

∂Γ1

dS

{

ga(x⃗− x⃗′, t− t′)℘s
a(u

(n)
j , p(n)a , p

(n)
b , T (n))

∣

∣

∣

∂Γ1

}}

(37)

p
(n+1)
b (x⃗, t) ∼= K0

b (t, p
0
b)+

+

� t

0

dt′
{�

Vk

d3x′gb(x⃗− x⃗′, t− t′)Ξb(x⃗
′, t′, ℘(u

(n)
j , p(n)a , p

(n)
b , T (n)))

}

+

+

� t

0

dt′
{�

∂Γ1

dS

{

gb(x⃗− x⃗′, t− t′)℘s
b(u

(n)
j , p(n)a , p

(n)
b , T (n))

∣

∣

∣

∂Γ1

}}

(38)

T (n+1)(x⃗, t) ∼= K0
j (T0, q0)+

+

� t

0

dt′
{�

Vk

d3x′gT (x⃗− x⃗′, t− t′)Ξ
(n)
T (x⃗′, t′, ℘(u

(n)
j , p(n)a , p

(n)
b , T (n), w

(n)
j ))

}

+

+

� t

0

dt′
{�

∂Γ1

dS

{

gT (x⃗− x⃗′, t− t′)℘s
T (u

(n)
j , p(n)a , p

(n)
b , T (n), w

(n)
j )

∣

∣

∣

∂Γ1

}}

(39)

w
(n+1)
j (x⃗, t) ∼= K0

j (w
0
j )+� t

0

dt′
{�

Vk

d3x′Gjk(x⃗− x⃗′, t− t′)Ξ̄
(n)
k (x⃗′, t′, ℘(w

(n)
j , T

(n)
j ))

}

+

+

� t

0

dt′
{�

∂Γ1

dS Gjk(x⃗− x⃗′, t− t′)℘s
j(w

(n)
j , T (n))

∣

∣

∣

∂Γ1

}

(40)
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Los operadores definidos genéricamente como ℘(u
(n)
j , T (n)), ℘s

j(u
(n)
j , T (n)) . . . etc.deben inter-

pretarse en el sentido que son los términos acoplados que han sido trasladados al miembro de

la derecha de cada ecuación y que actúan como forzados externos, todos ellos son acotados,

compactos y están definidos en la clausura de los espacios utilizados habitualmente.

En general puede probarse que, para todas las variables descriptoras utilizadas en ambos

modelos, dado que {uj}
∞

n=1 es de Cauchy; entonces

ĺım
n→∞

{

sup
u∈Rk

∥

∥

∥

∥

∞
∑

n

qj{uj}
∞

n=1 − uj

∥

∥

∥

∥

}

= 0 =⇒ u
(n)
j → u uniformemente ; qj ∈ R+

0

La estrategia computacional utilizada será la de wavelets, descriptos según la siguiente es-

tructura

Base de Haar y formula de cuadratura asociada

{t→ ψn,k(t) = ψ(2nt− k) ; n ∈ N, 0 ≤ k < 2n} (41)�
∞

−∞

dt 2mψ(2mt− n)ψ(2m1t− n1) = δm,m1
δn,n1

(42)

SN(f) =
(b− a)(d− c)(h− e)

8N3

2N
∑

k=1

2N
∑

j=1

2N
∑

i=1

f{a+ (δx/2)(2i− 1),

c+ (δy/2)(2j + 1), e+ (δz/2)(2k + 1)} (43)

Finalmente puede probarse que el error cometido tiene la estructura siguiente

d{∥u∗j − u
(m)
j ∥} ≤

σm+1

1− σ
M0 ; M0 = sup

x⃗,t∈Rk

{∥F (x⃗, t, u∗j)∥} (44)

Las representaciones integrales se expresarían en la forma siguiente

ū
(m)
j (x⃗, t) = ˆ̄u0j(x⃗, t)+

+ δxδyδz

2N
∑

k=1

2N
∑

j=1

2N
∑

i=1

{� t

0

dt′Hjk{x, y, z, t− t′, a+ (δx/2)(2i− 1), c+ (δy/2)(2j + 1),

e+ (δz/2)(2k + 1)}ψk {u
(m+1)
j {a+ (δx/2)(2i− 1), c+ (δy/2)(2j + 1),

e+ (δz/2)(2k + 1)}}

}

+

+ δxδyδz

2N
∑

k=1

2N
∑

j=1

2N
∑

i=1

{� t

0

dt′H̄jk{x, y, 0, t− t′, a+ (δx/2)(2i− 1), c+ (δy/2)(2j + 1),

e+ (δz/2)(2k + 1)} ψ̄k {u
(m+1)
j {a+ (δx/2)(2i− 1), c+ (δy/2)(2j + 1),

e+ (δz/2)(2k + 1)}}

}

(45)

2. CONCLUSIONES

En el presente trabajo se analizó y resolvió semi-analíticamente, un modelo de tipo poro-

termo-visco-elastodinámico con micro-temperaturas desde la perspectiva de D. Iesan, y R.

J.C. BARRETO, M.A. MEZA36
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Quintanilla, se construyeron las soluciones semi-analíticas y los aproximantes de Picard, se

definieron funciones de Green asociadas a cada operador, y luego utilizando los teoremas de

Green Lagrange, se construyeron las ya mencionadas representaciones integrales de las solu-

ciones, el sistema de ecuaciones integrales puede resolverse por múltiples, vías siendo una de

las exploradas por este grupo la de los wavelets.
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Říha P. On the microcontinuum model of heat conduction in materials with inner structure.

International Journal of Engineering Science, 14(6):529–535, 1976.

J.C. BARRETO, M.A. MEZA38

Copyright © 2023 Asociación Argentina de Mecánica Computacional http://www.amcaonline.org.ar


	Introducción
	Definición de las funciones de Green
	Construcción de las soluciones semi-analíticas
	Construcción de los aproximantes de Picard

	Conclusiones

