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Resumen. En el presente trabajo se desarrollan férmulas analiticas para predecir bandas de
atenuacion, a partir de un enfoque de homogeneizacién de vigas Timoshenko con resonadores basados
en “inerters” distribuidos longitudinalmente de forma regular. Se analiza la estructura de estos
bandgaps y se compara su eficiencia en la atenuacién de vibraciones con respecto a los clasicos
resonadores masa-resorte.
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Abstract. In the present work, analytical formulas are developed to predict attenuation bands, from a
homogenization approach of Timoshenko beams with resonators based on "inerters" distributed longitudinally in

a regular manner. The structure of these bandgaps is analyzed and its efficiency in vibration attenuation is
compared with respect to the classic mass-spring resonators.
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1 INTRODUCCION

Una estrategia para el control de vibraciones en estructuras tipo viga que ha suscitado
interés en los ultimos afios consiste en el acoplamiento de resonadores (sistemas masa-resorte)
distribuidos peridédicamente en su longitud. En efecto, se ha demostrado que estos sistemas
vigas-resonadores presentan bandgaps (BG), que corresponden a rangos de frecuencias con
amplitudes atenuadas de vibracién de las vigas (Sun et al., 2010; Cortinez et al., 2022;
Dominguez et al., 2022). Desde el punto de vista practico, tiene interés ampliar el ancho de
tales BG, lo que es posible a partir de aumentar la masa de los resonadores. Sin embargo, tal
estrategia tiene aspectos negativos ya que implicaria un aumento en el peso de la estructura.
Por tal motivo, es de interés el desarrollo de nuevos tipos de resonadores que puedan resolver
este inconveniente (Han et. al, 2023). En tal sentido, recientemente se ha propuesto la
utilizacién de resonadores basados en inerters (Zhou et al., 2022). Estos son mecanismos que
ofrecen una inercia independiente de la frecuencia, mucho mds grande que su propia masa
fisica. En un trabajo reciente, los autores presentaron un enfoque homogeneizado para analizar
el problema de vibraciones transversales de vigas localmente resonantes (LR) tipo Bernoulli-
Euler considerando resonadores tipo “inerters”. Continuando con el estudio, en este trabajo se
propone analizar la dindmica de una viga tipo Timoshenko acoplada a una gran cantidad de
resonadores tipo inerters periédicamente distribuidos a lo largo de la longitud.

Se realiza una formulacién homogeneizada del sistema que conduce a una ecuacién
gobernante similar a la de una viga Timoshenko homogénea, aunque presentando una
densidad efectiva dependiente de la frecuencia. Se analiza la estructura de BG de tal sistema a
partir de una metodologia analitica de simple resolucién que permite determinar las
frecuencias iniciales y finales de tales bandas. Se realizan estudios paramétricos para el disefio
de los BG y se muestra un ejemplo donde se verifica la adecuada prediccién de tales
resonadores mediante un estudio analitico de vibraciones forzadas. Finalmente se compara la
eficiencia en la atenuacion de vibraciones con respecto a los clasicos resonadores masa-
resorte.

2 MODELO HOMOGENEIZADO DE UNA VIGA TIMOSHENKO LR

Se considera una viga tipo Timoshenko con resonadores basados en “inerters” distribuidos
de manera periodica sobre la longitud (véase la Figura la). Asumiendo que la estructura
soporta una carga transversal armonica y distribuida, las ecuaciones gobernantes tienen la
siguiente forma:

2 2
GkA 8_\2/_% —pAa—‘;+ F, +q,(x)cosar =0,
ox~  Ox ot
) , (1a,b)
120G 2-0) s 122 -0,
ox ox ot
mientras que para cada resonador i-ésimo se plantea el siguiente sistema:
o’u o’'u, 0Ou
M—t=—k, (u,—v)-b L2
or (=) (&2 or ]
(2a,b)

siendo v(x,t) el desplazamiento transversal de la viga, 8 el dngulo rotacional, G el médulo de
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elasticidad transversal, k el coeficiente de corte, pA la masa por unidad de longitud de la viga
huésped (sin resonadores), k, y k; las constantes de rigidez de los resortes del resonador, u; y
uy los desplazamientos de los puntos del resonador (véase la Figura 1b), gg(x) la amplitud de
la carga transversal, @ la frecuencia de excitacion, EI la rigidez flexional, M la masa del
resonador, b la inertancia (Zhou et al., 2022) y F; la fuerza de interaccién del conjunto de
resonadores que actian en cada celda, definido Ccomo

NR
F, =Yk, (u,—v)+k, (u, —v)}c?(x—xj), donde NR es el nimero de resonadores y & la
=1

funcién Delta de Dirac en los puntos j-ésimos.
Al sumar (2a) y (2b), y asumiendo que los resonadores se encuentran aproximadamente
distribuidos de manera continua en la viga, esto es

I I ' L _
5(x—xj)z; para |x—x,|< 5 ¥ Opara e —x;|> > el término F; puede rescribirse como:

2
Ou,

or?’

F, =—pAa (3)

donde a = % corresponde a la relacion entre la masa del resonador y la viga huésped por
yo,

unidad de longitud /. El sistema (1-3) se completa junto con las correspondientes condiciones

de borde e iniciales.

a)
o (X)

EEEER
L

VY E RO

Figura 1: Viga con resonadores periédicamente distribuidos.

Asumiendo que la viga se encuentra sometida a vibraciones armonicas, la solucion del
estado estacionario del problema de vibraciones forzadas se obtiene mediante las siguientes
expresiones:

v=V(x)cosawr, O=W¥(x)cosar,

(4a,b,c,d)
u,=U, (x)cosat, u,=U,(x)cosar.

Reemplazando tales soluciones en las ecuaciones (1-3), se llega al siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias cuyas incognitas son V(x), y(x)y U;(x):

Gkchi—V[CCll—V —~ ‘Pj + pA@’V + apAw’U, + g, =0,
e (5a,b)
Er? \f +GkA(d—V—‘Pj +plo’¥ =0,
dx dx
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mientras que para cada resonador i-ésimo:
~-Mo’U, =k, (U, -V )+beo’ (U, -U,),

(6a,b)
k,(U,-V)=-ba’ (U, -U,).

Una vez resuelto (6a,b) se pueden obtener las amplitudes de los desplazamientos de los
puntos 1y 2 de cada resonador como U,;=F;V'y U,=F,V, donde:

S %G
o] |- )

el
ool ol ) )

siendo w,, = H/I s A, = f% y ,B:%. Reemplazando U; en (5a), se llega al siguiente sistema

(7a,b)

) =

homogeneizado:
Gkchl—V(‘jl—V —‘Pj + pAD*V +q, =0,
o (8a,b)
Er \f +GkA(d—V—‘Pj+pIa)2‘P =0,
dx dx

donde p_A es la masa por unidad de longitud equivalente de la viga LR homogeneizada,
definida como:

pA=pA(l+aF,(B,o,.4,)). 9)

El sistema se completa con las correspondientes condiciones de borde.

3 DETERMINACION DE LOS “BANDGAPS”: VIBRACIONES LIBRES DE VIGAS
LR

Al sustituir /74 por pA en la ecuacién (8a), con gyp=0, se obtiene la siguiente ecuacion de
vibraciones libres de la viga huésped.

GkAZ—V(i—V—‘P)erAa)ZV =0,
T (10a,b)
Ere E’+GkA(d—V—\P)=o,
dx dx

En (10b) se ha despreciado el término de inercia rotatoria, que en general tiene un efecto
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menor, excepto para frecuencias muy altas.

Por otra parte, si se propone como solucién del problema de vibraciones libres de la viga
LR a las funciones V,, ¥, y w,, sustituyéndolas luego en las ecuaciones (8a,b) y considerando
las correspondientes ecuaciones para la viga huésped (10a,b), es posible obtener el Cociente

de Rayleigh:
l o (dv,Y dv, ’
| EI( j +GkA("—\Pnj dx
, 0 dx dx
W, = — . (11)
pA_[O V dx

Para que la expresion (11) admita una solucidn real, es decir existan frecuencias naturales
w,, pA debe ser positiva. Por lo tanto, en un rango de frecuencias donde pA sea negativo

(dado por (9)), no pueden existir frecuencias naturales ni resonancias. Esto define una banda
de atenuacion (bandgap):

BG={w: pA<0}. (12)

Debe observarse que los (BG) son independientes de las condiciones de borde y de la carga
de la viga. Por otra parte, la cantidad de bandas de atenuaciéon dependerd del tipo de
resonadores considerados. De acuerdo con el sistema desarrollado en (1-3) que contiene un
sistema conformado por resorte-masa e inerter, se obtendrdn dos BG.

3.1 Estructura de los BG: Enfoque analitico.

Es posible demostrar, al observar el comportamiento de (9), que el valor de las frecuencias
de inicio de los (BG) comienzan cuando F; tiende a -oo. Por lo tanto, desarrollando y
reordenando la expresion (7a) se llega a:

w‘{%}w{—[”%ﬁz)}l:a (13)
@, A, w,” 4

cuya solucién analitica permite determinar ambas frecuencias iniciales @micior Y Omicio2:

{1+€+ﬂzj$\/(£1+€+’32n2 42ﬂ 2
oy A, w,” 4 W, A,

Inicio |5~ Zﬂ
2192
Oy~ A,

(14)

Procediendo de forma similar, es posible determinar a su vez el valor de las frecuencias
finales de los (BG), dado que éstas se producen cuando el término (1+0¢F1 ( 5, a)M,/Ib)), de

(9), es nulo. Desarrollando y reordenado dicho término se llega a:

w{ s 2}_'_60{_(1""28)_ﬁ_aﬂ[%+%ﬂ+[l+a]:& (15)

WDy M b

cuya solucion permite conocer las dos frecuencias de finalizacion @gin; y @Fin2 de los BG.
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4 SOLUCION ANALITICA DE VIBRACIONES PARA UNA VIGA (LR)
SIMPLEMENTE APOYADA

Se considera la solucién analitica del problema de vibraciones forzadas del de la viga LR
simplemente apoyada (8a,b) V(0)=0, V(L)=0, dy/dx(0)=0, dy/dx(L)=0, donde la carga
externa se expresa en series de senos ¢, (x) = Zn Q, sen (””%) . La respuesta forzada
resultante puede escribirse de la siguiente manera:

N
V(x)= ZZH sen %,
i (16a,b)

N
P(x)=>"B, cos ﬂLx
n=1

Reemplazando (16a,b) en (8) se obtiene el siguiente sistema:

A {—GkA(%j + ﬁa)z} +B, { GkA (%)} =-Q,,
A {GkA(%j}+ B, {—GkA _EI (%) + pla)z} =0.

Una vez calculadas A, y B, se obtienen las respuestas definidas en (16a,b).

(17a,b)

5 EJEMPLOS NUMERICOS

Para disefiar la estructura de los BG es importante conocer sus frecuencias de inicio y
anchos de banda. Una vez conocidas las propiedades del material de la viga, es posible disefiar
la estructura de los BG a partir de la ecuacion (12). De esta forma, con los pardmetros
adecuados de o, B, wum, Yy A», €s posible lograr bandas de atenuacién que contengan a la
frecuencia w, de la viga.

Para estudiar la influencia de tales pardmetros en la estructura de los BG, como ejemplo
inicial se fijaron los valores de los resonadores en k,=2.85E4 N/m, ky=2.85E4 N'm, M=221 kg,
$=0.02 y se consideraron diferentes relaciones entre la masa del resonador y el de la viga
huésped.

Los comportamientos de los BG para cada « se muestran en la Figura 2 donde se observa
que se generan dos bandas de atenuacién (BG1) y (BG2), como era de esperar por el tipo de
resonador considerado. Los valores de las frecuencias iniciales y finales de ambos BG se
calculan a partir de las soluciones analiticas dadas por las expresiones (13) y (15). Se ve
ademds que las frecuencias finales de ambos disminuyen a medida que se reduce la relacién
entre las masas, es decir, se acortan los anchos de banda sin alterar las frecuencias de inicio.
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Figura 2: Estructura de BG para diferentes relaciones de masas.

Para estudiar el efecto de la relacién de inertancia, se mantienen los pardmetros anteriores,
adoptando en este caso un a=0.5 y diferentes valores de £.

Se observa (ver Figura 3) que las frecuencias iniciales de BG1 y BG2 disminuyen a medida
que £ aumenta y que el ancho de banda de BG2 aumenta gradualmente con f, mientras que el
ancho de BG1 adopta un comportamiento opuesto, se vuelve cada vez mds estrecho.
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Figura 3: Estructura de BG para diferentes relaciones de inertacia /.

En la Figura 4 se grafica el comportamiento de los bandgap al variar la relacion entre los
resortes de los resonadores. En este caso se mantuvieron constantes los parametros a=0.5,
p=1y M=221 kg. Se observa que cuanto mayor es la relacién entre k;, y k,, los anchos de
banda para ambos BG aumentan, asi como también sus frecuencias iniciales.

a)

BG1

5,5 6 6,5

7 7.5
ofrad/s)

8

8,5

8,5

10

b)

BG2

0 12 14

16

18

Figura 4: Estructura de BG para diferentes ky/k,.
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Finalmente se variaron los valores de wj;, manteniendo el valor de los otros pardmetros en
los valores fijos indicados anteriormente. Se observa en la Figura 5, que al igual que el caso
anterior las frecuencias de inicio aumentan conforme crece wj;, como también el ancho de
banda del BG2. Sin embargo, los anchos de BG1 se reducen.

a) b)
BG1 BG2

50 50
15 45 :
40 40

5 30 5 30 I
s = ® s I

20 L 20

15 - 15

10 - 10 +—

5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 15 75 35 45 55 65
afrad/s) ofrad/s)

Figura 5: Estructura de BG para diferentes w,,.

Se han realizado otros ejemplos de disefio con el enfoque analitico propuesto para el
célculo de la estructura de los BG, combinando en cada caso distintos valores de pardmetros
de resonadores. En todos los casos los resultados obtenidos indicaron el mimo
comportamiento.

En el ejemplo que se da a continuacién, se pretende disminuir la amplitud que puede
generarse cuando la viga huésped es sometida a una excitacidn externa, cuya respuesta pueda
darse préxima a alguna de sus frecuencias naturales. En tal sentido, se contempla el disefio de
resonadores distribuidos de forma regular a lo largo de la viga para atenuar las vibraciones
forzadas. Para ejemplificar el modelo presentado, se considera una viga huésped simplemente
apoyada con las siguientes caracteristicas: E=2.1E11 MPa, G=8E10 MPa, 1=0.3576 m4,
£=7500 kg/m’, k=0.8, A=0.3628 m’ y L=50 m. Las primeras frecuencias naturales w, de la
viga huésped, resultaron ser de 20.17 rad/s y 78.81 rad/s. La viga es sometida a una carga
ficticia cuya amplitud es ggsen(2mx/L).

A partir del estudio paramétrico realizado en los ejemplos anteriores, se adoptan los valores
de los resonadores en a=0.35, =5, wy = 35 rad/s y A= 60.62 rad/s (estos dos udltimos
implican una relacion de rigidez de resorte ky/k,=3) a los efectos de generar bandas de
atenuacion que anulen, por ejemplo, la resonancia asociada a la segunda frecuencia natural ;.
Se calculan los BG con la expresion (12), obteniéndose dos bandas de atenuacién (ver Figura
6a). Como se muestran en la Figura 6b, las frecuencias de inicio y fin de ambos BG, obtenidas
con (13) y (15), son @icior=12.82, wrin;=13.01, @iicie2=73.96 y @Finy=84.74 rad/s. Se observa
que la segunda banda presenta un ancho de 11 rad/s, aproximadamente, y contiene a la
frecuencia deseada.

Se ha verificado la atenuacion de las vibraciones forzadas en dicha banda, comparando las
amplitudes forzadas para la viga huésped y la viga LR a partir de la expresion (16). Las
respuestas correspondientes se muestran en escala logaritmica calculadas en L/4. Se aprecia
claramente la atenuacion de la respuesta de la viga LR en comparacion con la estructura
huésped.
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Figura 6: Zona de atenuacién con resonadores: a) BG, b) Respuesta dindmica de las vigas huésped y LR para el
BG2.

A continuacién, se muestra una comparacion entre la eficiencia del resonador basado en
inerter y el cldsico masa-resorte. Para ello se calculan los cocientes entre anchos de banda de
los resonadores basados en inerters y el correspondiente a un resonador cldsico como:

RBG1 = (wFinl ~ Wpiciol ) / Dpicio RBG2 = (wFinZ — a)lm'cioZ) / DOpicion (18 a b)
Jl+a-1 ’ Jl+a-1 ' ’

siendo el denominador un término que describe el ancho de banda del resonador cldsico. Tales
razones se muestran en las Figuras 7a,b,c,d. Se observa que con los distintos valores de
pardmetros de disefio utilizados no se ha detectado mejora sustancial respecto al resonador
clasico.
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Figura 7: Comparacién de la eficiencia entre el resonador basado en inerter y el clasico.
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6 CONCLUSIONES

Se ha propuesto un enfoque homogeneizado para analizar el problema de vibraciones
transversales de una viga LR tipo Timoshenko, acoplada a resonadores tipo inerters
distribuidos periddicamente en su longitud. Tal enfoque es mucho mdas simpe que el
presentado por Zhou et al. (2022). Mediante la presente metodologia analitica se pudo
determinar la estructura de las bandas de atenuacién, las cuales son independientes de las
condiciones de borde y de la carga de la viga. Mediante un estudio de vibraciones forzadas se
verificé la atenuacién de la respuesta forzada en los BG. Debe mencionarse que los calculos
numéricos realizados no han detectado mejoras sustanciales respecto al uso de resonadores
cléasicos, a diferencia de lo que se indica en el trabajo de Zhou et al. (2022). Para dilucidar
completamente esta cuestion se estd estudiando actualmente el efecto del amortiguamiento
interno de los resonadores tipo inertes sobre la respuesta dindmica.
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