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Resumen. A partir del aumento a nivel global de la preocupacion por el fenémeno del cambio clima-
tico, la industria de la construccién se encuentra ante desafios que no habia tenido en toda su historia.
Esta industria es responsable por el 39 % de las emisiones de gases de efecto invernadero, donde solo
la manufactura, transporte y uso de acero, cemento y vidrio representan el 11 % de las emisiones a ni-
vel global. A raiz de esto, el desarrollo de nuevos materiales o procedimientos que reduzcan el impacto
ambiental ha recibido un gran interés. El Hormigén Reforzado con Fibras (HRF), en el cual se sustitu-
yen las barras de refuerzo de acero por fibras (de diversos materiales), puede contribuir en la bisqueda
de soluciones a este problema. Para el uso seguro de este nuevo material, es necesario desarrollar tanto
herramientas de modelado computacional en la caracterizacién, como también técnicas précticas para el
disefio estructural de vigas y/o losas. En este trabajo se aplican estrategias numéricas para la simulacién
del comportamiento de vigas considerando leyes no lineales tension-deformacién basadas en HRF. Se
realiz6 una implementacién de cddigo abierto, en el lenguaje Julia, utilizando elementos finitos de viga,
integracion numérica por puntos de Gauss y los métodos de Newton-Raphson y Longitud de Arco para
las iteraciones con carga y desplazamientos controlados. Se resuelven ejemplos de verificacidon y se con-
firma la correcta implementacién y la capacidad de la metodologia para resolver casos post-colapso de
forma eficiente. Se logra reproducir resultados experimentales de la literatura y se identifican y presentan
lineas de trabajo a continuar.

Keywords: Finite Element Method, Displacement control, Fiber Reinforced Concrete, Numerical inte-
gration

Abstract. Due to the Climate Change phenomenon, the construction industry is facing huge challen-
ges. This industry is responsible for 39 % of the global greenhouse gas emissions. The development of
new materials to reduce this impact has received increasing interest. The adoption of Fiber Reinforced
Concrete (FRC) might represent a solution for this problem. The safe use of this material requires the de-
velopment of efficient computational tools for both modeling and design of structural elements, such as
beams or slabs. In this work non-linear analysis numerical techniques are applied to the modeling of FRC
beams submitted to bending tests. An open source implementation in Julia was developed, using Beam
Finite Elements, numerical integration and Newton-Raphson arc-length methods. Verification examples
are solved and it is confirmed that the methodology presented can reproduce post-collapse behaviors
presented in the literature.
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1. INTRODUCCION

Como consecuencia del fendmeno del cambio climatico, la industria de la construccion se
encuentra ante un gran desafio, el cual requiere el desarrollo de nuevos materiales y métodos
constructivos. Esta industria es responsable por el 39 % de las emisiones de gases de efecto
invernadero, donde solo la manufactura, transporte y uso de acero, cemento y vidrio representan
el 11 % de las emisiones a nivel global (UN-Environment-Programme, 2022).

A raiz de esto, el desarrollo de nuevos materiales y/o procedimientos que reduzcan el im-
pacto ambiental ha recibido gran interés (Jayasinghe et al., 2022; Cabrera Serrenho et al., 2019;
Gauch et al., 2022). El Hormigén Reforzado con Fibras (HRF), en el cual se sustituyen las
barras de refuerzo de acero por fibras (de diversos materiales), puede contribuir en la biisque-
da de soluciones a este problema (Hawkins et al., 2019). El uso de este nuevo material en la
construccion, exige el desarrollo de herramientas eficaces de modelado y caracterizacion de su
comportamiento, para luego poder ser aplicado de forma segura en el disefio de vigas y/o losas.

El proceso de falla del HRF es altamente no lineal ya que luego de que el hormigén (la
matriz en la cual estdn las fibras) se fisura, se comienza a producir el deslizamiento de las fibras
y la propagacion de la fisura. La caracterizacién en materiales con comportamiento altamente
no lineal suele estar basada o bien principalmente en procedimientos experimentales (Segura-
Castillo et al., 2018) o en procedimientos numéricos con algin modelo que brinde la historia
de desplazamientos o deformaciones para cada conjunto de pardmetros materiales durante el
proceso de optimizacién (Pérez Zerpa et al., 2017).

En este trabajo se aplican estrategias numéricas para la simulacién del comportamiento de
vigas, considerando leyes constitutivas no lineales orientadas al modelado de HRF. Se realiz6
una implementacién en cédigo abierto en el lenguaje Julia! de rutinas de elementos finitos de
viga, integraciéon numérica y métodos de Newton-Raphson y Longitud de Arco con carga y
desplazamientos controlados. Se presentan los resultados obtenidos al resolver dos ejemplos
con solucién conocida.

2. METODOLOGIA

En esta seccidn se presenta esquematicamente la metodologia tedrica usada. Se comienza
presentando las ecuaciones del modelo y luego las técnicas empleadas para su resolucion.

2.1. Formulacion de Elementos Finitos

Para el ensamblado del modelo y las ecuaciones que gobieran el problema se considera una
estrategia inspirada en la formulacion de elementos de viga con interpolacion cubica del despla-
zamiento transversal y lineal para el desplazamiento axial (Onate, 2013). A través del principio
de trabajos virtuales se obtienen fuerzas nodales considerando nolinealidad de la relacién cons-
titutiva (Wriggers, 2008) y también se aplica integracion numérica para integrar en cada seccion
transversal (Bonet et al., 2006). A continuacion se presentan las ecuaciones fundamentales de
este procedimiento.

Se considera un elemento de viga de dos nodos, de largo /¢ y seccién transversal uniforme
de drea A. Se asume que la tension axial estd dada por una funcién o = o(c) donde ¢ es la

"Ver: https://julialang.org/
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deformacion axial en la fibra. El principio de trabajos virtuales puede ser escrito como:

SuTEy(0) = SuTEa(t) WoueV  fo(u) = A, / / o (e(2, y,0)) - 5z, y) dzd A
A JrLe
(1)

Se estd asumiendo que este modelo es vélido unicamente para andlisis de falla, donde no
se desea modelar el comportamiento al retirar la carga, por lo que solo se requiere una ley
tension-deformacion sin discriminar cuanta de esa deformacion es eldstica, o lo que es equi-
valente, cuanta de la energia interna es almacenada eldsticamente. El diagrama de tensiones es
considerado dado por una funcién no lineal como se muestra en la Figura 1.

€ o(e)

N e

+

Figura 1: Diagrama de deformaciones y tensiones en una seccion para un flector positivo.

Tanto la deformacién axial real como la virtual pueden ser escritas en funcién de los despla-
zamientos nodales generalizados del elemento u® (axiales y transversales) y combinaciones de
las derivadas de las funciones de interpolacién B¢ (z) y B (x):

e(z,y,u’) = —Bj(z)uy + B (z)u®, de(x,y,0u’) = —Bg(z)du‘y + BSou®.  (2)

Sustituyendo la variacion de deformacion en la expresion de trabajos virtuales, se obtiene:

e ( //BeT “(e(z,y,u dAd:c—l—// “(e(z,y,u’))dAdz.  (3)
e e

Finalmente, en los métodos iterativos de resolucion, es necesario calcular la matriz tangente

para cada desplazamiento
of?
K¢ ey — int
(uf) = S ),

donde usando la regla de la cadena se puede ver que

/g/ (Bg)" —(e(x, y,u))(B) dAdx—i—/ / ( (z,y,u))(Bj) dAdx
4)

2.2. Técnicas numéricas

El sistema de ecuaciones no lineales dado por la Ecuacién (1) es resuelto numéricamen-
te empleando métodos iterativos. En el caso de control de cargas se utiliza Newton-Raphson
(Bazzano y Pérez Zerpa, 2017) mientras que para andlisis con control de desplazamientos se
utiliza Longitud de Arco ya sea su version cilindrica (de Souza Neto et al., 2008) como versio-
nes basadas en un unico grado de libertad (Jirasek y Bazant, 2001). En este trabajo se utiliza
control de desplazamientos en un unico grado de libertad.
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Las integrales dadas por las Ecuaciones (3) y (4) pueden ser calculadas numéricamente uti-
lizando Cuadratura de Gauss de forma similar a como es realizado en (Bonet et al., 2006). Se
debe elegir una cantidad de puntos de Gauss para la integracion en el largo de cada elemento, y
una cantidad de puntos para la integracion en la altura de la seccién en cada una de esas posicio-
nes x en las que se integra en el largo. Por ejemplo uno de los términos de las fuerzas internas
es calculado como:

nGP, /nGP,
fnt,b(ue)zz Z(tz(yj)(—(Bi(xi))T>yjoe(ee(:ci,ue))wj) w; 5)

donde (x;,y;) y wy con k = i, j, denotan los puntos de Gauss y los pesos respectivamente y ¢,
es el ancho en cada altura (y). La matriz tangente es calculada de forma anéloga.

3. RESULTADOS NUMERICOS

En esta seccidn se presentan los resultados numéricos obtenidos para dos problemas tomados
de la literatura. Los cddigos, escritos en el lenguaje de programacién Julia, utilizados para
generar los resultados estdn piiblicamente disponibles®. Los ejemplos fueron resueltos usando
un computador portatil sin técnicas especificas de paralelismo.

3.1. Ejemplo 1 - Ménsula con endurecimiento lineal

En este ejemplo se busca mostrar que el método numérico propuesto es capaz de resolver
la integracion numérica y que la implementacion es correcta, a través de la comparacién de la
solucién numérica obtenida con una solucién analitica del problema. El problema a resolver
consiste en una ménsula de largo / = 1 m, cargada en el extremo libre con una fuerza P, como
se muestra en la Figura 2. La seccion transversal es cuadrada y maciza de lado 10 cm.

lP

— \AN\N
~

Figura 2: Esquema estructural.

La ley constitutiva estd dada por un modelo elastopldstico con endurecimiento isétropo y
lineal, representado por la funcién:

{ E £ € [—¢ey,ey]
signo(e) (oy + K(le| —ey) e ¢ [—ey,ey]

o(e) = (6)
con F = 210 GPa, oy = 250 MPa, ¢y = oy/E y K = E/100. El grifico de la funcién
tension-deformacion utilizada en el cédigo es mostrado en la Figura 3a.

Para escribir la solucidn analitica se define el pardmetro « tal que ah representa la altura
de seccién en la cual la tensién no ha alcanzado (en médulo) el valor oy, como se muestra en
la Figura 3b. Siguiendo un procedimiento similar al presentado en (Ochsner, 2014), se puede

Zhttps://github.com/JoaquinViera/materialNonLinearity.jl
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(a) Gréfico de ley constitutiva ¢ — ¢ utilizada en
modelo.

(b) Diagrama de tensiones normales en la seccién.

Figura 3: Ejempo 1: diagramas de ley constitutiva.

obtener la expresion analitica del momento en funcién de « para una viga de seccion rectangular
de ancho by altura h:

beh2 9 Etan 3
53— +a—E(2—3a+a)

EK

M= e
E+K

con Ky = (7
Para resolver numéricamente el problema se considera una malla de 20 elementos finitos
de viga. Se resuelve el problema utilizando el método Newton-Raphson con 60 incrementos
de carga y tolerancia de convergencia en incremento de desplazamientos de 10~* y en fuerzas
residuales de 10°. En la Figura 4 se muestra el diagrama momento-curvatura obtenido para la
seccion en el empotramiento, con la solucion analitica y los resultados numéricos obtenidos.

60 e ]

"

0 | /g

30 g

Moment (kN.m)

Analytic

/’ —— Numeric
C L

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
Curvature (1/m)

Figura 4: Ejemplo 1 - Diagramas Momento curvatura analitico y numérico.

A partir de los resultados obtenidos se concluye que la implementacion brinda resultados
correctos. La singularidad en la tension de limite eldstico no representé un problema para la
metodologia propuesta por lo que es una estrategia adecuada.

3.2. Ejemplo 2

El objetivo de este ejemplo es la verificacion de la capacidad de la técnica numérica de
simulacién, para reproducir el comportamiento de una viga de HRF.
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El problema, presentado en (Kusel y Kearssley, 2019), consiste en una viga de seccion cua-
drada de lado 0.10 m y longitud 0.45 m correspondiente al ensayo de cuatro puntos (es decir
una viga simplemente apoyada con cargas verticales iguales aplicadas a los cuartos de la longi-
tud). La viga considerada estd formada por un hormigén reforzado con una cuantia de 1% de
fibras de acero y sin refuerzo de barras de acero. En la referencia se pueden ver los graficos y
comportamientos obtenidos para otras cuantias, sin embargo en este trabajo se elige una tnica
cuantia grafica por representar un resultado preliminar.

La ley constitutiva considerada a compresion es lineal, mientras que a traccién estd dada por
la unién de rectas conectando los puntos (o [MPa], £[%o]): (0, 0), (6.44, 0.174), (2.8, 0.174),
(3.4,9), (1.35, 25) y (0, 100). En la Figura 5 se muestra el grafico de la ley constitutiva

Constitutive Model o-¢

EEEES

-5}

] 25 50 7 100

Figura 5: Relacidn constitutiva o — ¢.

Se puede considerar (segin este modelo simplificado) que para la deformacién 0.174 se
produce la fisuracién y una pérdida instantdnea de rigidez. Para intentar resolver los proble-
mas de esta inestabilidad, se propone aplicar el método de longitud de arco con control del
desplazamiento de los nodos de aplicacion de la carga. En la Figura 6 se muestra el diagrama
Momento-curvatura para una de las secciones en las que se aplica la carga y se superpone el gra-
fico de los valores experimentales presentados en (Kusel y Kearssley, 2019). Se puede observar
cualitativamente que existe correlacidn entre los resultados numéricos y experimentales.

M-k

15
1.0 F

0.5

FEM
Kusel-Kearlzey
0.0

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
K

Figura 6: Ejemplo 2 - Diagramas momento-curvatura.
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4. CONCLUSIONES

En este trabajo se presentaron resultados numéricos obtenidos al aplicar una estrategia de
analisis computacional, basado en el MEF y técnicas de control de desplazamientos, a la si-
mulacién del comportamiento de vigas de HRF. En el ejemplo 1 se logré verificar los resul-
tados usando una solucién analitica. Esto confirma que la implementacion es correcta y que
la metodologia considerada permite resolver problemas de vigas con leyes constitutivas con
endurecimiento lineal.

En el ejemplo 2 se logré validar cualitativamente la implementacion y el modelo al contrastar
los resultados numéricos con datos experimentales de la literatura. Se concluye que la estrategia
de longitud de arco con control de desplazamiento puede ser ttil al simular procesos de fallas
en vigas.

El método propuesto cuenta con ventajas en término de eficiencia ya que utiliza elementos
finitos de viga, permitiendo resultados aceptables sin una cantidad elevada de grados de libertad
de modelos de elementos planos. Por otra parte, la implementacion es abierta, por lo que se
brinda una librerfa para modificar y con pocas modificaciones poder realizar otras simulacio-
nes, pudiendo por ejemplo cambiar la funcién de tensiéon deformacién de manera relativamente
sencilla.

Se considera necesario continuar realizando otros estudios, por ejemplo en estrategias numé-
ricas mas robustas que permitan reproducir las no linealidades del material, asi como también
la geométrica (en estructuras). Por otra parte, se considera necesario continuar explorando el
efecto que produce el uso de distintas leyes constitutivas o-¢ en los resultados de la simulacion,
asi como también el desarrollo de métodos para identificar los pardmetros de estas leyes a partir
de mediciones experimentales en laboratorio.
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