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Resumen. En este trabajo se presenta la formulacion matemadtica y los aspectos mds importantes de la
implementacién numérica de una extensiéon del método de red de vortices inestacionario (UVLM) utili-
zando un método de particulas vorticosas (VPM). En la técnica propuesta, los paneles vorticosos clasicos
del UVLM que componen la representacion de la estela son “transformados”, en cada instante de tiempo,
en paneles vorticosos hibridos formados por un segmento vorticoso y un par de particulas vorticosas. La
evolucion temporal del sistema de particulas resulta de resolver las ecuaciones de Navier-Stokes en su
forma de velocidad-vorticidad. Este método hibrido (UVLM-VPM) permite estudiar convenientemente
los fendmenos de interaccion aerodindmica mutua entre cuerpos sumergidos y sus estelas.

Keywords: Vortex Lattice Method, Vortex Particle Method, Unsteady Aerodynamics.

Abstract. This work presents the mathematical formulation and the most important aspects of the nu-
merical implementation of an extension of the Unsteady Vortex Lattice Method (UVLM) using a Vortex
Particle Method (VPM). In the proposed technique, the classical vortex panels of the UVLM that repre-
sent the wake representation are “transformed"”, at each time step, into hybrid vortex panels formed by a
vortex segment and a pair of vortex particles. The temporal evolution of the particle system results from
solving the Navier-Stokes equations in their velocity-vorticity form. This hybrid method (UVLM-VPM)
conveniently allows for the study of mutual aerodynamic interaction phenomena between immersed bo-
dies and their wakes.
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1. INTRODUCCION

El modelado y la simulacién del campo de movimiento de un fluido representa un verdadero
desafio a la hora de describir la fisica subyacente en aplicaciones denominadas de interaccion
aerodindmica compleja (IAC). Los problemas de IAC abarcan desde la perturbacién global del
campo de movimiento por el efecto de las estelas provenientes de otros cuerpos inmersos en
la corriente libre hasta fendmenos de interaccion local entre las estelas sobre el propio cuerpo
o entre las estelas, el cuerpo y alguna superficie cercana. Como ejemplos, se pueden citar el
impacto de las estelas entre molinos en una granja edlica, la alteracion del campo de movimiento
alrededor de una formacién en tdndem de vehiculos aéreos o el flujo alrededor de un helicéptero
y la aerodindmica del rotor por efecto del suelo al momento del despegue (Alvarez y Ning,
2022), entre otros. La Fig. 1 muestra, de modo esquematico, un resumen parcial de los ejemplos
citados de TAC.

Figura 1: Casos de aplicacién de interaccidon aerodindmica compleja

Los modelos de estelas libres en aerodindmica subsénica, por lo general, son resueltos me-
diante el método de red de vortices inestacionario (UVLM, por sus siglas es inglés). El UVLM
es un método basado en una red de filamentos vorticosos, permite determinar las cargas ae-
rodindmicas actuantes sobre las superficies sustentadoras y modelar las estelas libres que se
convectan desde los bordes de fuga de estas superficies con buena precision y a un bajo costo
computacional. Desde el punto de vista de la formulacion, el UVLM presenta algunas limita-
ciones en el modelado de las estelas libres cuando dichas estelas impactan entre ellas o sobre
otras superficies inmersas en la corriente fluida, como ocurre en los problemas de IAC. Una
alternativa que encontraron los investigadores a estas limitaciones fue el desarrollo de una téc-
nica hibrida para el estudio de IAC. Esta técnica se basa en la transformacion de los filamentos
vorticosos en particulas vorticosas.

En el método de particulas vorticosas (VPM, por sus siglas es inglés), las estelas libres son
modeladas por regiones compactas de vorticidad. El VPM permite extender al UVLM, ya que
las particulas que se convectan, conservan su estructura vorticosa como puntos materiales (com-
portamiento Lagrangiano). Ademads de su capacidad de representar sistemas fisicamente com-
plejos, se asegura la convergencia numérica de la solucién, precision, eficiencia y buen rendi-
miento computacional (Mimeau y Mortazavi, 2021).

En este trabajo, el primero de una serie de dos trabajos, se presentan las ecuaciones de
Navier-Stokes en su forma de velocidad-vorticidad, seguidas de una breve discusion acerca
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de las ventajas y desventajas de los métodos vorticosos basados en filamentos y particulas.
Posteriormente, se presenta una propuesta para la generacién de un panel vorticoso hibrido,
partiendo de un panel vorticoso cldsico, que es extendido a multiples paneles. Se incluyen las
ecuaciones temporales que describen el cambio de posicidn y vorticidad de cada particula. Fi-
nalmente, se introduce una técnica de relajacion del campo de vorticidad, que permite llevar a
cabo simulaciones de largos periodos de tiempo.

2. ECUACIONES DE NAVIER-STOKES

En un flujo newtoniano, incompresible y de viscosidad constante, la cantidad de movimiento
de un elemento fluido diferencial estd gobernado por la Ecuacion de Navier-Stokes,

%u—i—(u Viu= —%VpﬂWVQu, (1)

donde u = u(r,t) es el campo de velocidad y p = p(r,t) es el campo de presion, ambos en
la posicién r y en el tiempo ¢, p y v son la densidad y la viscosidad cinematica del fluido,
respectivamente. Tomando el rotor sobre la Ec. (1) se elimina la dependencia del campo de

presion. Esto es,

%w = (w-V)u+vViw, (2)

donde 2 (-) representa el operador derivada material, 2 (-) = % (-) + (u- V) (-), y, w =
w (r,t) = V x ues el campo de vorticidad. La Ec. (2) es la forma vorticosa de la ecuacion de
cantidad de movimiento de Navier-Stokes y es conocida como la ecuacion de vorticidad. Esta

ecuacion depende solo de w, ya que u puede ser calculada a través de la ley de Biot-Savart,

como sigue:
(r—rp)
—————=dry.
= ] e ¥

Tipicamente, los modelos de aerodindmica subsénica permiten, con un buen nivel de aproxima-
cién, modelar el campo de vorticidad, contenido en las capas limites de los cuerpos sumergidos
y en las estelas que de ellos se desprenden, como sdbanas vorticosas. Una sdbana vorticosa re-
presenta una discontinuidad en el campo de velocidad tangencial a ella, es decir, la dimension
de la integral de la Ec. (3) es reducida de un volumen a una superficie. Por extension, la di-
mension de la integral puede ser reducida nuevamente de una superficie a una curva (filamento
vorticoso) e, incluso, de una curva a un punto (particula vorticosa), dando origen a diversos
métodos basados en singularidades del campo de vorticidad.

2.1. Breve discusion sobre los métodos de filamentos y de particulas

La necesidad de discutir los métodos basados en filamentos y los métodos basados en parti-
culas yace en la naturaleza de la ecuacion de vorticidad, Ec. (2), y el rol que ella desempefia en
cada método.

En flyjos tridimensionales, la ecuacién de vorticidad esta definida por la difusion viscosa y
por el término de stretching o estiramiento. La existencia de este término modifica la dindmica
del fluido y es, en efecto, el responsable de gobernar los mecanismos de intensificacion y de
reorientacion del campo de vorticidad. A instancia de este trabajo, la viscosidad es despreciable
o nula (vV?w = 0), idealmente.

La conservacion espacial de la circulacién dada por el teorema de Kelvin explica la robus-
tez de las técnicas basadas en filamentos vorticosos. El campo de vorticidad, modelado por la
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sédbana vorticosa, se discretiza espacialmente mediante un conjunto de curvas que se unen en
determinados puntos para dar origen a una red o malla de anillos. La solucién temporal de la
ecuacion de vorticidad no es necesaria, ya que el término de strefching queda implicitamente de-
finido por la configuracién de la red en cada instante de tiempo. En una implementacién efectiva
de un método de filamentos es necesario rastrear un nimero finito de puntos materiales, llama-
dos nodos. Los nodos deben vincularse entre si, de modo que, mediante algiin procedimiento
de interpolacion, se logren reconstruir las lineas vorticosas del campo de vorticidad.

Los métodos basados en particulas se muestran mas flexibles en aplicaciones en las que el
campo de movimiento se vuelve complejo. El campo de vorticidad, nuevamente representado
por una sdbana vorticosa o por una coleccién de ellas, se discretiza espacialmente mediante
un conjunto de particulas vorticosas, cuya vorticidad es modelada por una funcién de soporte
compacto. La solucién de la ecuacion de vorticidad es explicita y, por lo tanto, la vorticidad
de cada particula es resultado del efecto del stretching. El grado de libertad de cada particula
permite que los obstaculos sean sorteados con mayor facilidad, lo cual constituye su principal
ventaja sobre los métodos de filamentos. No obstante, es necesario cuidar de algunos aspectos
formales, ya que estas técnicas requieren de ajustes para simulaciones de largos periodos de
tiempo.

3. PANEL VORTICOSO HIBRIDO

El UVLM es un método que se basa en la discretizacion de las sabanas vorticosas utilizando
segmentos vorticosos rectos de longitud finita. Este enfoque crea una estructura compuesta por
una serie de elementos cuadrildteros conocidos como "paneles vorticosos". En la implementa-
cion del UVLM (Pérez Segura, 2018), se resuelve un sistema de ecuaciones lineales dado por la
condicion de no penetracion aplicada en cada panel en cada paso de tiempo. Las incognitas de
este sistema son los valores de circulacion en cada uno de los paneles de la malla que representa
la superficie sustentadora. Posteriormente, los segmentos ubicados en las lineas de desprendi-
miento son convectados al seno del campo de fluido, siguiendo la velocidad local de cada nodo,
y se incorporan a la formacion de la estela.

El panel vorticoso hibrido propuesto surge de una transformacion sencilla en la que un par de
particulas se generan a partir de tres de los cuatro segmentos que componen al panel vorticoso
clésico, ubicdndolas en los nodos correspondientes, como se muestra en la Fig. 2. Esta eleccion
de los nodos como puntos para colocar las particulas resulta ser una idea natural, basada en
el hecho de que son puntos geométricos conocidos desde los cuales se reconstruyen las lineas
de vorticidad en el UVLM. La transformacion del panel no implica que todos los segmentos
desaparezcan. Esto tiene su razon y es que el segmento que no es transformado en particulas
sigue formando parte de la red de vértices. De esta forma, se logra mantener una red de vortices
para modelar superficies sustentadoras y un conjunto de particulas para modelar estelas libres.

Un panel vorticoso hibrido es, por lo tanto, el resultado de una combinacién de un segmento
vorticoso y de dos particulas vorticosas, en donde cada particula p; tendrd una identidad dnica
dada por su posicién r,, () y por su vector intensidad de vorticidad «,, (¢). La magnitud, direc-
cién y sentido de este vector, serd funcion de la intensidad de los segmentos concurrentes a la
posicion de cada particula. Esto es,

I'; .

rp, = iy, a; =L + T+1Li+1a =1, (4a)
I'; .

Tp, = Tit1, o = 3Li + Ty Ly, =2, (4b)
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en donde, r; ;1 (t) es la posicion del nodo i+1, T'; es la circulacién del segmento i, L; = r; 1 —r;,
es el vector que define al segmento 7. En la Fig. 2 se muestra un esquema de generacion de un
panel vorticoso hibrido a partir de un panel vorticoso clasico. En primer lugar, se muestra un
panel vorticoso con circulacion, I'. En segundo lugar, se muestran los cuatro segmentos y los
cuatro nodos que conforman el panel. En tercer lugar, se muestra la direccion de la condensa-
cién de los segmentos sobre las particulas. Y por ultimo, en cuarto lugar, se muestra el panel
vorticoso hibrido.

Figura 2: Panel vorticoso hibrido: secuencia de transformacion

3.1. Extension a una red de paneles

La extensién a mds de un panel es trivial. En la Fig. 3 se muestra un esquema de una red de
paneles hibridos. Matematicamente, se puede generalizar la transformacion de los segmentos a
n particulas como:

1
r, =11, ap=1I} (Ln + §L1> ) (5a)
Fi— Fz .
Ip, =T, o= Tle‘—l + (T —Tis1) Loy + §Lz’7 1 =2,n—1, (5b)
1
rp, =Tp, 0, =15 <L2n—1 + §Ln—1> . (5¢)

4. ECUACIONES DE VELOCIDAD Y VORTICIDAD DE LOS SEGMENTOS Y DE
LAS PARTICULAS

El campo de velocidad, u(r, t), es aproximado por un campo de velocidad discreto, u(r, t),
que deriva del modelo de vorticidad discreta, w (r,t).

i: g + Z ﬁg] , (6a)

wrt) =V xuro,t) = lzsa;wzuvg], (6b)

donde, u., es la velocidad de la corriente libre, 0j(r, ) es la velocidad asociada al segmento
s, wi(r,t) es la vorticidad del segmento s, n, es el nimero de segmentos, G2 (r, ) es la velo-
cidad asociada a la particula p, w?(r,t) es la vorticidad de la particula p, y n, es el nimero de
particulas.
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Figura 3: Red de paneles cldsicos e hibridos

4.1. Segmento vorticoso recto de longitud finita

Un segmento vorticoso recto, de longitud finita y circulacion constante, es la forma de fi-
lamento vorticoso que se utiliza en el método de red de vortices inestacionario (UVLM). La
ley de Biot-Savart especializada para un segmento vorticoso de longitud finita estd dada por
(Preidikman, 1998)

) s L°xrs o
u’(r,t) = EMLS (6] — &), (7)
donde, I'* es la circulacién del segmento s, || - ||2 es la norma 2 de un vector, €;(r,t) es el

versor del vector posicion rj, &5(r,t) es el versor del vector posicion r5, rj = r — r} es el
vector posicion entre el punto de evaluacién r, y el vector posicion del origen del segmento
r;, y r; = r —rj es el vector posicion entre el punto de evaluacion, r, y el vector posicion
del final del segmento, r}, y L® = ri — rj es el segmento de recta vectorial que define al
segmento vorticoso. En la Fig. 4 se muestra un esquema con todas las definiciones geométricas
enumeradas. La Ec. 7 es singular cuando el vector L y r; son paralelos. Por ello, se recurre a
utilizar una version no singular de la ley de Biot-Savart para los segmentos,
e L® x rf
~ A s (12 2
A |[Le x5 + oI5

donde ¢ es el parametro de suavizado.

L* - (&] — &), 8)

4.2. Particula vorticosa con nicleo regularizado

Una particula vorticosa con nucleo regularizado es un tipo de particula en el que la singu-
laridad ha sido removida por alguna funcién de regularizado o suavizado. En este trabajo se
utiliza un regularizado de alto orden (Winckelmans y Leonard, 1993). La ley de Biot-Savart
especializada para una particula de este tipo, estd dada por

1 r —|—
W) = - | 1H22 5/2% x 1P, (9)
AT (1713 + o2)
donde, ri(t) = r — r,, es el vector posicién entre el punto de evaluacién r, y la posicién de
la particula r, (), o, () es el vector intensidad de la particula, y o, es el radio de la burbuja
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de suavizado. A fin de asegurar la convergencia del método, o, debe contener al menos a una
particula vecina, es decir, si d es la distancia minima entre dos particulas vecinas, se debe
cumplir la relacion o,/d > 1. En la Fig. 4 se muestra un esquema con todas las definiciones
geométricas enumeradas.

El campo de vorticidad, @?, modelado por una particula vorticosa, estd dado por

- 15 ot
W (r,t) = VP = a, (%, E(r,0p) = — L : (10)
’ T (2 + 02) 7

donde, ng, es el potencial vectorial de la particula, (?(r, 0,), es la funcién de suavizado alge-
braico de alto orden. El campo de vorticidad que se reconstruye a partir del campo de velocidad
muestra la siguiente discrepancia

a;g—wg:v[v-&g]. (11

Un resultado de la primera y segunda ley de Helmholtz de la vorticidad (Cottet y Koumoutsakos,
2000) indica que, independientemente de la forma en la que evoluciona, un filamento en un flujo
no viscoso e incompresible siempre debe formar una curva cerrada sobre si mismo (anillo) o
debe tener sus extremos en la superficie que limita al dominio. El término de lado derecho de
la Ec. (11) se puede interpretar como el aporte de vorticidad necesario para que se cumplan las
leyes de Helmholtz. Este término no contribuye a la ley de Biot-Savart por ser resultado del
gradiente de un campo escalar. Matematicamente, se expresa como

] _ 1 (Bl el + 507

2P (pl.o)r! —
Am (||r;||%+az>”2(” )T (le2)iz +o2)* "

V|V (12)

El campo de vorticidad, w?, derivado del rotor del campo de velocidad, tiene la siguiente ex-
presion

oo L[ Bl 5o o sl il 50y .
o Ar 1112 n7/2 \'p TP) T T T2 ol -
(Hrsz +0p) (Hrsz +Up)
(87
r

& &

Figura 4: Definiciones geométricas. Segmento vorticoso (izquierda) y particulas vorticosas (derecha)
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5. ECUACIONES DE EVOLUCION

El cambio de posicion y de vorticidad de cada particula esta dado por

d

Erp(t) = ul, (14a)
d .
rau(t) = [V uyrp} o, (14b)

El esquema transpuesto (V') del campo de velocidad es matematicamente analogo al esque-
ma cldsico (V). Incluso, un esquema mixto del gradiente de velocidades puede ser formulado
(V+V"Y). Esto se muestra sencillamente a partir de la identidad (V X u)xw = [Vu — V'u]w =
0. La validez de esta identidad, extendida al modelo discreto, es resultado directo de que el cam-
po de vorticidad (discreto) se mantenga cercano al rotor del campo de velocidad (discreto), es
decir, estd limitada a que la Ec. (11) se mantenga cercana a cero.

El esquema transpuesto se prefiere en el modelado de flujo no viscoso por tener la pro-
piedad de conservar la vorticidad total de las particulas y se recomienda el uso del gradiente
de velocidad clasico cuando el modelo incorpora algin esquema de difusion viscosa (Cottet y
Koumoutsakos, 2000).

5.1. Esquema transpuesto del gradiente de velocidad

La expresion generalizada del gradiente de velocidad transpuesto, V'u, se escribe como
ng Tp
val, =) Vi + ) Vi, (15)
s=1 p=1

donde, V'uj es el gradiente de velocidad transpuesto del segmento s 'y V'uZ es el gradiente
de velocidad transpuesto de la particula p, ambos evaluados en r,. En cada caso, el gradiente
del campo de velocidad se obtiene de aplicar el operador gradiente a la Ec. (8) y a la Ec. (9),
respectivamente. De forma simplificada se pueden escribir como

vias = Vi(k,A,B,C,), (16a)
viat = V(k,A,B,), (16b)
donde los escalares kg, As, B, k, y A, y los vectores C; y B, tienen la siguiente expresion
Is 1
_ - = 17
ks i kyp = (17a)
1 r?||2 + 202

AS _ - — —, p: || 1||2 2 1;/2’ (17b)
L x i3 + [JoLs|[3 (Hr{'”% + ag)

B, =L (& — &), B, =a, x rf, (17¢)

C,=L°xrj. (17d)

Luego de operar algebraicamente sobre la Ec. (16a) y la Ec. (16b), se llega a siguientes expre-
siones simbolicas

V'as = ks ((AsVBs + B,VA,) @ C, + A;B, V'Cy), (18a)
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Vel =k (VA,®B,+ A,V'B,), (18b)
donde los vectores VA,, VB, y VA, y los tensores VC, y VB, se expresan como

2[L° x (L® x 13 rt|5 + o7
VA, = [ >: (2 X 1‘1)]2 -, Ap _ [13 (H 1||2 201;22 rlf, (19a)
(L x riff3 + [l6L*]|3) (IL?[3 + 02)
1 1 ry®r{ ri;ers
VBsz( ——>L5—<1 L2 Q)LS,VB‘:—a x () (19b)
Ieillz (3l 3l lIesli3 ! g
~ 1t
V'C, = [L] — Lo x (). (19¢)

5.2. Relajacion de la divergencia del campo de vorticidad de las particulas

Un esquema de relajacion de la divergencia del campo de vorticidad de las particulas (V -w,,)
consiste en permitir que el vector intensidad de la particula cambie de direccién y de médulo con
el fin de aproximar el campo de vorticidad w,, al campo de vorticidad w. El método de filtrado
de divergencia es un esquema de relajacion propuesto por Pedrizzetti (Pedrizzetti, 1991). Este
método ha mostrado resultados satisfactorios, aunque no estd demostrada su consistencia con
la fisica del problema. En cada paso de tiempo, la intensidad de vorticidad de la particula es
modificada utilizando el filtro lineal,

ol = (1= fAt) o, + fAL|aylhés,  €a(r,) = chu_H , (20)
Tp

donde, ag, es el vector intensidad de la particula p luego de aplicar el filtrado, w = ZZ; w; +

Z;Zl w?, f es un factor de frecuencia que se sintoniza con respecto a la escala de tiempo del

fenémeno fisico en estudio y € es el versor local del campo de vorticidad libre de divergencia.

En la Figura (5) se muestra un esquema del filtro de Pedrizzetti en la que se muestra el me-

canismo de reorientacién y re-intensificacién de vector ay, en funcién del factor fAt, siendo

oy = |y leq si fALt =0y o = |loy €5 si fAL = 1.

—fAtleyléq

fAtlleyles

Oy

Figura 5: Filtro lineal de Pedrizzetti

6. CONCLUSIONES

En resumen, este trabajo ha introducido un enfoque novedoso y efectivo para la generacion
de paneles vorticosos hibridos que combinan segmentos y particulas. Estos paneles se compo-
nen de segmentos vorticosos rectos y de longitud finita, que son cldsicos en el método de red de
vortices inestacionario (UVLM). La técnica propuesta se basa en la conservacion de la intensi-
dad del segmento vorticoso al transformarlo en particulas, lo que brinda una manera sencilla de
extender el UVLM mediante el método de particulas vorticosas (VPM).
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Ademads de presentar la formulacion matematica completa para la implementacion de paneles
vorticosos hibridos, este trabajo también ha demostrado cémo se puede lograr un acoplamiento
efectivo entre el UVLM y VPM. Las ecuaciones desarrolladas para describir la cinematica de las
particulas y el esquema de relajacion del campo de vorticidad proporcionan las bases necesarias
para realizar simulaciones aerodindmicas a lo largo de periodos extensos.

En ultima instancia, este enfoque hibrido tiene el potencial de ampliar significativamente las
capacidades de resolucién en problemas aerodindmicos complejos, al combinar la solidez de
los métodos de segmentos con la versatilidad de los métodos de particulas, lo cual podria llevar
a avances importantes en la simulacién y comprension de fendémenos aerodindmicos.
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