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Resumen. Se presenta un modelo matemadtico simplificado de un sistema compuesto por un péndulo
sometido a una excitacion armonica vertical, y sobre cuyo eje pivot se adosa un generador eléctrico de
corriente continua. El modelo se implementa computacionalmente para abordar la dindmica del
sistema electromecdnico acoplado. El estudio se centra en comprender la compleja dindmica no lineal
involucrada, haciendo especial énfasis en la identificacion de rangos de los pardmetros de forzamiento
en los cuales puedan obtenerse respuestas rotatorias robustas del péndulo. Estas rotaciones implican la
mdaxima obtencién de energia eléctrica mediante el generador adosado. El presente estudio representa
un aporte importante en el marco la linea de investigacion sobre convertidores pendulares de energia
undimotriz que se desarrolla actualmente en el Grupo de Investigacién en Multifisica Aplicada.

Keywords: Parametric pendulum, ambient energy, nonlinear dynamics.

Abstract. A simplified mathematical model of a system composed by a pendulum under a vertical
harmonic excitation and a DC generator attached to its own axis is presented. The model is
computationally implemented to address the dynamics of the coupled electromechanical system. The
study focuses on the understanding of the complex nonlinear dynamics involved, with special
emphasis on identifying forcing parameter ranges in which robust pendulum rotational responses can
be obtained. These solutions involve maximum power generation by the coupled generator. The
present study represents a significant contribution to the line of research on wave energy harvesting,
by means of pendulum converters, which is currently being developed by Grupo de Investigacion en
Multifisica Aplicada.
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1 INTRODUCCION

El péndulo paramétrico ha desempenado histéricamente un importante rol en la dindmica
no lineal, especialmente en la ilustracion de sus técnicas fundamentales. Ha sido incluso la
herramienta mds cominmente empleada en las primeras comprobaciones de la existencia de
caos en sistemas mecdanicos (McLaughlin, 1980; Leven y Koch, 1981). Actualmente, este
sistema simple mantiene su utilidad pedagégica (Guo y Luo, 2020), pero ademas ha motivado
nuevas direcciones de investigacién en cuanto a su empleo como dispositivo recolector de
energia ambiental, especialmente undimotriz. La idea de este sistema se basa en lograr, a
partir del movimiento de las olas, un estado dindmico altamente energético del péndulo, que
permita convertir parte de su energia cinética en energia eléctrica mediante un generador
adosado al eje pivot.

El modelo de péndulo paramétrico mas empleado en la aplicacion undimotriz es el
denominado ‘cléasico’, el cual consiste en un péndulo plano de masa puntual cuyo punto de
pivot es sometido a una excitacion sinusoidal vertical. El movimiento que se desea alcanzar es
una rotacién estacionaria, que corresponde al de mayor energia cinética. La respuesta
rotacional del péndulo paramétrico clasico fue estudiada en detalle por Clifford y Bishop
(1995), quienes establecieron las regiones del espacio de pardmetros de forzamiento donde es
factible tal respuesta. En base a estos estudios, Wiercigroch et al. (2011) propusieron emplear
un péndulo paramétrico como recolector undimotriz y, seguidamente, Nandakumar et al.
(2012) mostraron que era posible la extraccion energética si el sistema pendular contaba con
baja friccion.

Si bien la idea resulta muy prometedora, dada la alta energia que puede alcanzar un
péndulo en rotacién y la simplicidad del mecanismo, la tecnologia es atin incipiente y afronta
varios desafios (Yurchenko y Alevras, 2018). Uno de estos desafios corresponde a la
bisqueda de configuraciones que proporcionen una mayor generacion de energia, y es en el
que se enfoca el presente trabajo. En tal sentido, con base en investigaciones previas (Dotti et
al., 2017; Dotti y Virla, 2021; Rojas y Dotti, 2022), se adoptan valores de pardmetros que
responden a caracteristicas fisico-geométricas del péndulo paramétrico, como asi también del
generador, que permitirdn abordar el estudio numérico aqui desarrollado.

El articulo se estructura de la manera que a continuacién se detalla. La segunda seccién
introduce el desarrollo del modelo matematico simplificado de un convertidor pendular,
constituido basicamente por una rueda pendular sometida a una excitaciéon armonica vertical y
un generador de corriente continua solidario a su eje de rotacion. La tercera seccidn, mediante
la utilizacién de técnicas de dindmica no lineal, esto es, diagramas de bifurcaciones y espacios
de pardmetros, aborda de forma preliminar un estudio numérico, haciendo particular énfasis
en la identificacion de soluciones rotatorias del sistema. Estos resultados son utilizados en la
cuarta seccion donde, mediante un reacomodamiento de las ecuaciones, se implementa un
estudio de continuacién numérica, recurriendo a la utilizacién del paquete de continuacién
provisto por Matlab. Finalmente, los aspectos mads significativos de la investigacién son
resumidos y expuestos en la seccion cinco.

2 MODELO MATEMATICO

Los generadores de corriente continua son mdquinas eléctricas que convierten energia
mecdnica en energia eléctrica. En la Figura la se muestra el circuito equivalente de un
generador de corriente continua, en el que el fluyjo de campo se obtiene de una fuente de
alimentacion independiente separada del circuito del generador (Chapman, 2001).
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Figura 1: Esquema simplificado de un convertidor pendular compuesto por (a) circuito eléctrico de un generador
de corriente continua y (b) rueda pendular de multiples masas, sometida a un forzamiento vertical.

La ecuacion diferencial que describe la dindmica del circuito de la Figura 1a es:

La%+Raia—eb(t)+ec(t):O, (1)

donde L, e i, son la inductancia y la corriente de la armadura respectivamente, mientras que
Ru.y R representan en ese orden las resistencias de la armadura y de la carga. No obstante,
explicitamente, tanto el voltaje generado ey, como el voltaje de carga e, resultan

e (1) =k, (1), e (1)=Ri, (1), @)

donde x, = (2 ¢)'! § p, representa la constante de construccién de la maquina eléctrica (Rojas
y Dotti, 2022) y w es la velocidad de entrada. En la férmula de ., 2¢ es el nimero de
circuitos derivados o ramas en paralelo, p es el radio del rotor y 6= B L n es el factor de
transduccidn, siendo B la induccion magnética, L el ancho del devanado en el rotor y n el
nimero de espiras en el inducido. Sustituyendo (2) en (1)

dia | p i~ (t)+Roi, (1) =0. 3)

L
“dt

Llamando a la corriente i, = ¢' y agrupando las resistencias del circuito tal que R = R, +

R., e introduciendo la ecuacién gobernante del péndulo paramétrico (Rojas y Dotti, 2022), el
modelo matemdtico acoplado es

Lg"+Rq' —k,0' =0,
{ 4)

10" +b0' + k,q' + MI> (Y" + g )sen = 0,
donde @ es la posiciéon angular relativa al eje y, g es la gravedad, b es el coeficiente de
friccion viscosa y (¢)" denota derivacion con respecto al tiempo ¢. La masa total estd

representada por M, el momento de inercia viene dado por /'y [c es la distancia desde el
eje al centro de masas C (véase la Figura 1b). Ademas, se asume un forzamiento dado por
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Y(¢) = -H cos wt, donde la amplitud H puede asociarse a la altura significativa de olay Q,

a la frecuencia del oleaje. De aqui en adelante se establece un sistema referencial positivo,
cuando la rueda pendular realiza un movimiento antihorario.
Realizando ahora la derivacién con respecto al tiempo adimensional T = ®o t, donde

@y =~JgM1./I es la frecuencia natural de la rueda pendular, y considerando el siguiente
cambio de variables

0" =m0, 0 =ab, q' = a’§, 4 = g )
se inyecta (5) en (4), y dividiendo todos los términos por I wo?, el sistema de ecuaciones
resulta

Liv R a_%goy
I Ly 1wy 6)
o +L6’+ ~ q+Mlcz(Q2Hcos Qr+ g)sen@ =0.

Por dltimo, introduciendo las magnitudes adimensionales

2
é:i, r = R’K: Kﬂ’ﬂ: b ap:QHa a):g, (7)
1 Lay Lay Lay g @y

el sistema no auténomo de ecuaciones adimensionalizadas se reescribe, obteniendo

A +rg—x6 =0,
{ (8)

0+ PO+ Kkq+(1+ pcoswr)send =0,
el cual representa de manera simplificada un sistema constituido por un péndulo
paramétrico con un generador eléctrico de corriente continua adosado a su eje. El sistema
cuenta con seis pardmetros: p y @ se asocian a la amplitud y frecuencia del forzamiento

externo respectivamente, f corresponde a la friccién propia del péndulo, x se asocia a la
constante de construccién del generador, 4 a su inductancia y r a la resistencia.

3 ESTUDIO NUMERICO PRELIMINAR

Considerando el sistema no auténomo de ecuaciones obtenido en (8), se procede a reducir
el orden de derivacion del mismo. Para ello, se realiza la siguiente reestructuracién en
términos de variables de estado

g=x, §=%, 0=1x35, 0 =x,, (9)

lo que resulta,
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X = X2,

. r K

B == o, (10)
X3 = Xy,

X4 = =KX — x4 —(1+ pcos@r)sen x3.

Resolviendo numéricamente (10) mediante el método cldsico de Runge-Kutta de cuarto
orden, se procede a estudiar el comportamiento dindmico. La Figura 2 muestra, para una
determinada configuraciéon de los pardmetros intervinientes del sistema, las respuestas
estacionarias que se pueden obtener mediante la imposicion de un set de condiciones iniciales

Oo'y 6,. Tales graficas corresponden a las denominadas cuencas de atraccién. Asi, la cuenca

de atraccion de la Figura 2a exhibe que la tnica respuesta posible es la respuesta rotacional
deseada del péndulo. La estructura muestra zonas robustas, esto es, zonas “no ruidosas”,
donde hay predominancia de rotaciones puras, sean estas horarias o antihorarias. Puede
identificarse, ademds, que el resto del espacio de fase se encuentra fractalizado, donde resulta
impredecible el sentido de las rotaciones para un valor aleatorio de condiciones iniciales.

Por su parte, la Figura 2b, evidencia la sensible variacion del sistema ante una minima
modificacién de la constante del generador eléctrico x. En este caso la respuesta oscilatoria y
el caos coexisten y no se identifican atractores rotatorios.
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Figura 2: Cuencas de atracciéon parap =14, w =2, =0.02,A=0.1y r=0.15, (a) «k =0.21 y (b) x = 0.22.
Referencia: Rotacion antihoraria (e), Rotacion horaria (e), Oscilacion (e) y Caos (e).

La razén de este drdstico cambio topoldgico con respecto al pardmetro x se evidencia en
los diagramas de bifurcacion de la Figura 3. Alli se plotean puntos de Poincaré de velocidad
angular variando el pardmetro p, construyéndose grédficas para distintos valores de «.
Comparando la Figura 3a y la Figura 3b se observa el nacimiento de un atractor cadtico justo
después de la desestabilizacion de las oscilaciones. Incrementando x, también se incrementa
el rango de p donde este nuevo atractor cadtico estd presente, resultando el mismo en una
especie de divisoria de aguas entre las respuestas oscilatorias y rotatorias. Las rotaciones de la
Figura 2a corresponden a p = 1.4, lo cual corresponde a rotaciones muy cercanas a este caos
segun lo indicado por la Figura 3b. Asi, un pequefilo aumento de x, introduce al sistema en
caos.

Copyright © 2023 Asociacion Argentina de Mecénica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



1028 L.M. ROJAS, L. OXARANGO, J.N. VIRLA, F.E. DOTTI

De la Figura 3 es muy importante observar que en todos los casos se cuenta con un amplio
rango de p, esto es, de la amplitud de forzamiento, dentro del cual las rotaciones son las
Unicas respuestas posibles del sistema. En estas zonas, las cuencas de atraccion son similares
a la de la Figura 2a. Este resultado es clave para aplicaciones de extraccién de energia, ya que
la naturalidad de las respuestas rotatorias en ese rango hace innecesaria una accién de control
para lograr rotaciones. En el caso de un forzamiento con H y Q obtenidas por promediacién
(como puede ser la excitacion del oleaje marino) el resultado obtenido implicaria un bajo
gasto en acciones del control. Siendo x un factor de disefio del generador, es posible
seleccionar aspectos constructivos de éste con el fin de disefar un sistema que se ubique en el
mencionado rango favorable a las respuestas rotatorias.

(S
—————

2

—4r
0.0 05 1.0 1.5 2.0
p p

(©) (d)

Figura 3: Diagramas de bifurcacién variando el pardmetro p. paraw =2, f#=0.02,A=0.1yr=0.15y (a) k =
0.15, (b) k= 0.21, (a) © = 0.26, (a) k = 0.31. Referencia: Rotacién antihoraria (e), Rotacion horaria (e),
Oscilacién (@) y Caos (o).
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4 CONTINUACION DE LAS RESPUESTAS ROTATORIAS

Se procede a realizar el estudio del sistema mediante continuaciéon numérica, valiéndose
para ello del paquete de continuacién MatCont, el cual es provisto por el programa Matlab.
MatCont cuenta con herramientas para el estudio del comportamiento dindmico de sistemas
autbnomos, no permitiendo el tratamiento de sistemas no auténomos. Es necesario entonces,
realizar un reacomodamiento del sistema original para su andlisis. La aplicacion del programa
para un sistema no auténomo, como lo es el sistema (8), presenta tres dificultades que deben
ser resueltas, adaptando el sistema original a uno andlogo que permita realizar un estudio
representativo de su dindmica (Najdecka, 2013).

Considerando el sistema (8), se procede a reducir el orden de derivacion, redefiniendo las
variables de la siguiente manera

q=Xx, §=X, 0=x3—w7, 6 =x4 — @, COSWOT = X5, SEN OT = Xg. (11)

Las rotaciones del péndulo no se identifican como periddicas en paquetes de
continuacién, debido al continuo crecimiento o decrecimiento del dngulo. Asi, los
términos w7 y @ propuestos en las sustituciones para x3 y x4 respectivamente, permiten al
programa identificar las soluciones como periddicas. Este cambio, resulta de suponer que
el péndulo gira en sentido antihorario, esto es, velocidad positiva y dngulo de rotacién en
continuo incremento, respetando el sistema de referencia adoptado inicialmente.

Reemplazando (11) en (8) y aplicando identidades trigonometricas, se procede a
reconfigurar el sistema en uno auténomo equivalente de la forma

¥y =—B(x4 —@)—Kkx, —(1+ pxs)(senx; x5 —cosx3 x5 )=0,
. r K (12)
Xy :—zxz —Z(_X4 —a)) :O.

No obstante, el requerimiento de que se identifiquen las soluciones como periddicas,
hace necesario que todas las variables lo sean. Para ello, la introducciéon de dos nuevas
ecuaciones diferenciales X5 y Xg, cuyas soluciones sean estables, serdn necesarias
(Najdecka, 2013; Roussel, 2019). En efecto, se obtiene un sistema se seis ecuaciones dado
por

').CI = Xy,

. r K

=70 —Z(th - ),

X3 = Xy, (13)

Xy =—p(x43—®)—Kkx,— (14 pxs)(senx; x5 —cosxz xg ),
Xs :x5(1—x52 —x§)+a)x6,

Xg :x6(1—x52—xg)—a)x5.

El reacomodamiento propuesto reune las condiciones que MatCont impone, para
interpretar los crecientes incrementos del dngulo alcanzado por el péndulo en rotacién. La
resolucion numérica de (13) mediante la integracion de las ecuaciones hasta alcanzar un
estado estacionario, permitird encontrar un set de condiciones iniciales de posicién y
velocidad adecuadas para dar inicio a la respuesta rotacional.
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Del estudio anterior se identifica una solucién periddica rotatoria dentro de la zona de
resonancia principal (centrada en w = 2 en el espacio de pardmetros p-w, Dotti et al.,
2015), correspondiente a una respuesta de alta energia cinética. Utilizando estos valores,
se define el ciclo limite inicial para comenzar la continuacion, mediante la seleccién de un
parametro de bifurcacion.

La Figura 4 muestra una bifuracion silla-nodo obtenida de variar la frecuencia de
forzamiento. Para w = 2.17, el ciclo en rojo (LPC) marca el nacimiento de un punto de
bifurcacion que da lugar a que, juntas, las rotaciones horarias y antihorarias emergan. Asi,
el desarrollo del ciclo limite durante la continuacién, permite identificar la frontera de
existencia del movimiento rotacional del sistema. Ademds, un doblamiento de periodo
(PD) para un valor de w = 1.77, es identificado durante la evolucion.

La Figura 5 ha sido confeccionada a partir de realizar la variacién de la amplitud de
forzamiento. De similar manera al caso de la Figura 4, la silla-nodo indica el nacimiento
de las rotaciones (LPC), para un valor de p = 1.29. Como consecuencia del cambio
creciente del parametro de bifurcacién, una serie de cascadas de periodo doble son
identificadas. La primera ocurre para p = 1.69, mientras que la siguiente sucede cuando la
amplitud adopta el valor de p = 3.

El cambio que introduce la variacién de los pardmetros de bifurcacién da como
resultado un cambio en la forma de la gréifica en la medida que transcurre la continuacion,
lo que representa el comienzo del fin de las rotaciones, iniciando la ruta al caos.

Dada la transformaciéon de variables realizada en (13), las rotaciones periddicas son
presentadas por Orbitas cerradas en el plano de fase. Cabe aclarar, que, dado el sistema en
(10), descripto por las variables originales, las rotaciones periddicas equivalen a
oscilaciones del mismo periodo en términos de las nuevas variables propuestas en (11).

157
1
0.5

3 g ¢

(S =05
By
15
270 o5 1 15 2 25 3

f-cot
(a) (b)

Figura 4: Representacion (a) 3D y (b) 2D de una bifurcacion silla-nodo y su evolucién en el plano de fase de la
solucién rotatoria al variar el pardmetro @, parap=1.4,=0.02,A=0.1,r=0.15y k=0.21.
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(a) (b)

Figura 5: Representacién (a) 3D y (b) 2D de una bifurcacién silla-nodo y su evolucién en el plano de fase de la
solucién rotatoria al variar el pardmetro p, para® =2, 3=0.02,A=0.1,r=0.15y «=0.21.

S CONCLUSIONES

En este articulo se abordd el estudio de la dindmica no lineal rotatoria de un sistema
compuesto por un péndulo paramétrico sometido a una excitacién externa vertical y un
generador de corriente continua adosado a su eje pivot. Se presentd a tal efecto un modelo
matemdtico simplificado de este sistema. La investigacién conducida tiene como objetivo
incrementar el conocimiento acerca de este tipo de sistemas electromecénicos, apuntando a
una futura implementacién como convertidor de energia undimotriz.

El estudio computacional realizado se centr6 en comprender la compleja dindmica
involucrada, haciendo especial énfasis en la identificacion de rangos de los pardmetros de
forzamiento en los cuales puedan obtenerse respuestas rotatorias robustas del péndulo. Estas
rotaciones implican la mdxima obtencién de energia eléctrica mediante el generador adosado.
Se arrib6é a la conclusion de que, bajo determinadas condiciones de disefio, la respuesta
rotatoria puede resultar la Unica posible del sistema dindmico. Ademds, mediante una
reconfiguracion del sistema, se identific6 mediante continuacidon numérica, aquellos valores
para los cuales los pardmetros de bifurcacion seleccionados conducen a valores limites donde
las respuestas rotatorias del sistema son posibles. No obstante, se demostré que, para ciertas
configuraciones, un pequefio cambio en aspectos constructivos del generador puede propiciar
la desestabilizacion del movimiento rotatorio y la consecuente aparicion de un
comportamiento cadtico. Esto refleja el desafio que la futura materializacién del convertidor
enfrentard, para lograr el efecto deseado. El refinamiento del modelo, junto con el estudio de
configuraciones que permitan obtener respuestas rotatorias mds robustas, como la posible
implementaciéon de un sistema de control de las rotaciones ante posibles respuestas
oscilatorias o cadticas, son actualmente temas de investigacion.
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