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Resumen. En la creacion de un modelo de elementos finitos, se desarrolla una idealizacién de
un sistema fisico real. La mayor parte de las estructuras en ingenieria son de naturaleza
continua, y por tanto su comportamiento no puede expresarse en forma precisa en funcién de
un nimero peguerio de variables discretas. Sn embargo con modelados correctos se obtienen
soluciones precisas. En los casos en que la formulacion analitica de un problema es dificil de
desarrollar, o no se dispone de la solucion analitica exacta, se ha comprobado que €
modelado por elementos finitos es uno de los métodos mas fiables para afrontar el problema.
El modelado siempre deberia basarse en la comprension conceptual del sistema fisicoy en €
discernimiento anticipado del comportamiento de la estructura. Ademas, € analista deberia
comprender la base tedrica del método de los elementos finitos, de manera de evitar
resultados absurdos.

En el presente trabajo, se presenta una aplicacion del método a estructuras bidimensionales, y
en particular al caso de estado plano de tensiones.

Se presentan vigas con diferentes relaciones luz / altura, en las cuales se analiza € modelo
mas adecuado, para lograr una representacion lo mas cercana posible al comportamiento
real de la estructura.
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1 INTRODUCCION

Egtudiar € comportamiento mecanico de un cuerpo implica, desde € punto de viga ingenieril,
idedlizar d cuerpo y plantear un modelo matemético d cua conducira a la obtencidn de ecuaciones
diferencides que gobiernan su comportamiento y que a su vez deberan cumplir con las condiciones
de borde del problema estudiado.

Los problemas tridimengonales pueden reducirse a problemas bidimensondes 9 dlos cumplen
condiciones de teng6n plana.

La teoria de la eadticidad sblo consigue estudiar de un modo riguroso los casos de cuerpos
correspondientes a sistemas muy sencillos. En |os casos en que la placa delgada sdlo esta solicitada
por fuerzas en € plano medio, se pueden despreciar las tensiones s ,,t .ty consderar las

tendones s ,,s,,t,, =t repartidas uniformemente en e espesor delaplaca

Las chapas sugtentadas como vigas contituyen las vigas pared o vigas de gran dtura’. Bl limite
entre vigas esbetas y vigas de gran dtura se establece seguin la distribucion de las deformaciones ey,
que para eshelteces |/d aproximadamente mayores o iguaes a 2, para vigas de un solo tramo y I/d
gproximadamente mayores o0 iguades a 3, para tramos intermedios de vigas continuas alin s
mantiene aproximadamente lineal, de modo que las tensones s « pueden cacularse mediante la teoria
comun de flexion (Bernoulli — Navier). En la Figura 1 se muestran las relaciones de esbelteces que
pueden consderarse como limite de las vigas de gran dtura.

d Vigasde un tramo |

simplemente apoyada E <2
Vigas de dos tramos | _
d 225
simplemente apoyada a 1
JaN

] 1 d Vigas continuas | >3

=~ 7~ Z< d
d Vigas en voladizo |k £1

Figura 1: Esbelteceslimite delasvigasde gran altura
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La teoria comin de flexidon con s,= M/W, etc., no es gplicable para vigas de gran dtura 'y
ménsulas, pues por efecto de la carga, las secciones no se mantienen planas (hipdtesis de Bernoulli,
diagrama de e, lined) y por dlo, ain para un materid ideamente dédtico la digribucion de las
tensones s« ya no es linea. Tampoco es posible despreciar en este caso las componentes de
tenson sy y las de resbdamiento t, debidas a las cargas exteriores. Por €lo es necesario

determinar las tensones en chapasy vigas de gran dturateniendo en cuenta todas las condiciones de
equilibrio y compatibilidad de los esfuerzos internos.

El problema a solucionar tiene dos dternativas a contemplar. Uno de dlos es encontrar la
solucion exacta, S éstaes posible, y segunda encontrar una solucion gproximada.

En este trabgjo se utiliza un méodo numéico como es & Méodo de los Elementos Finitos, de
utilidad para la comprobacion de los resultados de la teoria de la dasticidad y como medio para €
estudio de los problemas para los cudes las soluciones anditicas no estan disponibles o son dificiles
de obtener.

2 MARCO TEORICO

Un problema tipico de estado plano de tensiones es una placa cargada con una carga uniforme a
lo largo de uno de sus lados. De acuerdo a la teoria clésica?® tomando un elemento cuadrado de
pared de dimensiones dx, dy y b, sobre d cud € materid circundante gerce fuerzas normaes NXx,
Ny, tangencides Txy, Tyx, y d peso propio dd demento G= g,.b.dx.dy, sendo g, € peso
especifico dd materid de la pared. De las condiciones de equilibrio de las fuerzas se obtiene,
expresando lasfuerzas Ny T en formade tensones, de acuerdo alaFigura 2.

dx
tyaSy
44—
t,y S TS
dy 4_ _i_. T
S, t o+ Tt dx
Xy ﬂX
—
S v 1t
s +—L t o+
y ﬂy dy yX ﬂy dy

Figura 2: Elemento cuadrado de pared

ﬂs ﬂt yxX _ ﬂS y ﬂt Xy —
—x + =0, —+— % +0 =0
™% Ty Iy X % &
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L as deformaciones segun las direcciones de |os g es coordenados vienen dadas por |as expresiones
u W

T YTy ¥
y las variaciones angulares
v, fu
% "o "y )

Combinando las ecuaciones (2) y (3) se obtiene la condicidn de compatibilidad

ﬂzex +ﬂzey - ﬂSV + ﬂsu :ﬂzgxy (4)
v % My fy'ix o TxTy

Segun laley de Hooke, las tensones'y las deformaciones estan ligadas por las expresiones

1 1
ex:E( x_m;y)’ € :E(Sy'mSX)’ Oy Exy E xy ®)
Sudtituyendo estas relaciones en las ecuaciones (4) se obtiene

2(1+|'n)ﬂ2txy zﬂZSx ) mﬂzsy +ﬂ25y i mﬂzsx
™y % W % W

(6)

Las ecuaciones (1) se satisfacen identicamente S se representan |as tres tensiones que aparecen
en dlas por |as derivadas segundas de la funcion de Airy F(x,y), es decir

=% sy:%, =l U
Combinando las expresiones (6) y (7) se obtiene
TFXY) | TRy) | TRGY)  JTFOGY) oy o TFOGY)
Ty ﬂx fy” fix XMy’ ™My’
O bien
ﬂ4:1§()i y) +2ﬂ1‘1‘5(;<1yy) ﬂ“:& ) - @®
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Esta ecuacion diferencid en derivadas parcides de cuarto orden se denomina ecuacion de laviga
pared.

Las funciones que satisfacen la ecuacion (8) reciben e nombre de biarmonicas.

La ecuacion (8) no contiene ninguna congtante de materid (E,mG) y es vdida para cuaquier
material homogeéneo e isbtropo que cumplalaley de Hooke.

Cuando acttian esfuerzos de volumen (por g emplo peso propio), de componentes Gx y Gy, se
pueden expresar nuevamente las tensones sy y s, mediante la funcién de tenson segin (7),
cambiando solo la expresién de latension cortante

_ TR(x.y)
xy—-ﬂX—ﬂy-ny-ny, ©)

Al diferenciar t, desaparecen, sin embargo, las fuerzas de volumen, obteniéndose nuevamente la
ecuacion (8).

3 FUNDAMENTOSDEL METODO DE LOSELEMENTOSFINITOS

La concepcion de los problemas tridimensonales como problemas planos o bidimensondes,
permite una reduccion sustancia del esfuerzo computaciond.

La solucién de las ecuaciones que gobiernan @ problema tiene dos dternativas de solucion: la
solucion exactay la gproximada.

Dentro de esta Ultima, es posible trabgjar con una formulacion integra equivaente a un planteo
débil 0 “promediado” de laformafuerte o diferencid. Es decir, lainexistencia de una solucion exacta
de vdidez punto a punto del continuo obliga a una consderacion “estructurd”, integra o débil en la
cud lasolucion tiene vaidez en € conjunto pero no en cada punto. A pesar de lagran smplificacion
de la forma integrd respecto de la diferencid, la solucion de este problema continlia siendo
complga. Por ese motivo las técnicas de solucion que prevaecen son las numéricas frente a las
anditicas. En otras paabras, |as ecuaciones integro-diferenciales que definen @ problema estructurd
en forma débil son reemplazadas mediante técnicas y méodos numéricos (Rayleigh Ritz; residuos
ponderados, etc.) en ecuaciones agebraicas de fécil solucion. Esta es precisamente la base del
Método de los Elementos Finitos, € cud en las Ultimas cuatro décadas se ha convertido en €
procedimiento numérico més Uutilizado para la resolucion numérica aproximada del sistema de
ecuaciones diferencides que expresa d comportamiento de un problemafisico y es, por ende, muy
utilizado en d andlis's de estructuras, seglin Klaus-Bathe?, (1982) Hughes, Zienkiewics® (1982),
entre otros.

En & Méodo de |os Elementos Finitos®, una estructura es discretizada en eementos estructurales
denominadas dementos finitos. Los puntos donde los e ementos finitos son interconectados son
conocidos como nodos o puntos nodaes, d proceso de especificacion de nodos es denominado
discretizacion y la coleccion de elementos es conocida como mala. Cada nodo es asociado a un
desplazamiento y una fuerza nodd. La configuracion deformada del elemento, y consecuentemente
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de la edtructura, sujeta a cargas puede ser definida usando exclusvamente los desplazamientos y
fuerzas noddes. Un sstema de ecuaciones de equilibrio entre fuerzas y desplazamientos nodales
puede formularse en formamatricia paratoda la estructura

{P} =[K]{u}

donde {P} = esd vector de fuerzas nodales (fuerzas; momentos; temperatura; etc.)
[K] =eslamatriz derigidez global del sistema
{U} = esd vector de desplazamientos nodales

(10)

El equilibrio dd eemento puede expresarse en una relacion smilar a la Ecuacion (10), de la
sguiente manera
{p}. = [k]. {u}.

(11)

donde {p}, = esel vector de fuerzas nodales dd demento
[k]e =eslamariz derigidez dd eemento
{u}, =esél vector de desplazamiento nodal del elemento

Las expresiones (10) y (11) son también conocidas como ecuaciones de rigidez. Las dimensiones
de los vectores y matrices dependen directamente del nimero de nodos del modelo estructurd y del
numero de grados de libertad por nodo.

La aplicacion de las condiciones de borde ala ecuacion (10) conduce a un sistema de ecuaciones
gue puede ser resudto para los desplazamientos nodales desconocidos. Una vez determinados los
desplazamientos nodaes, pueden conocerse las fuerzas internas, tensones y deformaciones en
cuaquier posicion.

Los pasos para obtener las ecuaciones (10) y (11) pueden dcanzarse utilizando las siguientes
metodol ogias generdes'y principios
a) Equilibrio
b) Principio de la Energia Potencid Tota
¢) Principio dd Trabgo Virtud
d) Método de |los Residuos Ponderados

Luego, consderando la interaccién de cada elemento con los restantes de acuerdo ala forma en
que €los estan conectados en @ sistema estructura, puede definirse € comportamiento globa de la
egtructura que conduce ala solucién del problema. Este método, se basa en unainterpretacion fisica
o intuitiva del problema para la obtencion de la matriz de rigidez. Su aplicacion involucra los
siguientes pasos
1. A patir de laredidad fisca del sstema estructural, sus gpoyos, tipos de carga que actlan, e

seleccionard un model o matemético apropiado para describir e comportamiento estructural.
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2. Unavez sdeccionado € modelo matemético, se procede a discretizar la estructura en porciones
0 subdominios, llamadas dementos finitos, dentro de los cudes se interpolan las variables
principales en funcion de sus valores en una serie de puntos discretos del éemento denominados
nodos. La mdla de dementos finitos puede, por gemplo, estar formada por eementos de
diferente geometria. La etagpa de discretizacion condtituye una parte esencial de la fase de
preproceso.

3. Evauacion de las ecuaciones matricides de cada elemento (métriz de rigidez de cada elemento y
vector de cargas nodales equivaentes)

4. Ensamble dd sstema de ecuaciones (montge de la matriz de rigidez globd y dd vector de
cargas global de toda la estructura)

5. Reduccion del sistema de ecuaciones mediante consideracion de condiciones de borde.

6. Solucion del sstema reducido de ecuaciones lo cud involucra lainversdn de la matriz de rigidez
paralaobtencion del vector de desplazamientos nodaes.

7. Evaduacion delas fuerzas de los dementos.

8. Evauacion de reacciones de gpoyo mediante la solucion dd sistema extendido de ecuaciones.

9. Evauacion de magnitudes secundarias (deformaciones, tensones, etc.)

Una vez estudiados |os resultados, € técnico andista puede plantearse efectuar aguna modificacion

en cuaquierade |as etapas anteriores.

4 CASOS ANALIZADOS

Se andizan vigas Smplemente gpoyadas Sn 'y con refuerzos de apoyo, con diferentes relaciones
de esbeltez y estados de cargas. Con respecto a las esbelteces se consideraron vigas esbeltas y de
gran dtura

En cuanto a los estados de carga en todos los casos se consideraron cargas distribuidas
uniformes, sin consderar € peso propio.

EnlaTabla 1l se muestran los digtintos casos estudiados

Tabla 1: Casos Analizados

Esheltez (I /d) | Dimensiones(I xd[m]) | PosiciéndeCarga Modelo
4 IX1 Borde superior 1
Sin Refuerzo . 2
1 Con Reuer0 a4 Borde superior 3
0.8 a5 Borde superior 4
0.66 %6 Borde superior 5
05 %8 Borde superior 6
Sin Refuerzo N 7
1 Ix4 B f
Con Refuerzo ordenferior 8
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En laFigura 3 gparece un esgquema representativo de la geometriay las cargas consideradas.

— q
9
d d
T 5 ]
L a q
Y S
VAN AN AN AN
I I
A S— <>
a) Vigaesbelta b) Vigadegranaltura c) Vigadegranaltura
Carga superior Cargainferior

bb Plantade lavigade gran aturasin refuerzo

b
b,=3,3b $ Bi/[\:] Planta de lavigade gran atura con refuerzo

Figura 3 .Geometriay cargas de los modelos

5 IMPLEMENTACION COMPUTACIONAL DEL MODELO

Este estudio comprende la obtencion de los mapas de tensiones a través de la utilizacion de un
modelo numérico—computaciond.

En todos los casos € madlado fue uniforme con un demento cuadrangular, con relacion de
aspecto 1. Para la eeccion dd tamafio dd eemento se tuvo en cuenta la recomendacion de
mantener debgjo de 3 la relacion de aspecto’, para andlisis de tensiones, Sendo conveniente la
relacion de aspecto igud a 1.

En todos los casos estudiados se utilizd € demento 2-D disponible en la biblioteca dd software
ALGOR paramodelizar € estado plano de tensiones, con un modelo materia isotropico.

En cuanto alas condiciones de vinculo y la posicion de los mismos, se debe diferenciar entre las
adoptadas para las vigas de gran dtura y las esbdtas. En @ caso de las vigas eshdtas, las
restricciones se ubicaron en los extremos de las mismas en la linea del ge neutro, en cambio en las
vigas de gran dtura las condiciones de vinculo se ubicaron debgjo de los gpoyos sobre los cudes se
ubicaba la viga sobre d ge delos mismas, como se muestra en la Figura 3. Dichos gpoyos tienen
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un ancho ¢ de manera que la rdacion c¢/l= 0,1. En cuanto a las redtricciones impuestas por los
vinculos se tomaron para € caso de las vigas eshdtas vinculos dobles y en las de gran dtura vinculos
smples.

El materid utilizado en la resolucion numérica es un hormigdn de una densidad de masa de 2400
kg/n™ y un modulo de dasticidad de 3x10° kg/ent.

L as cargas se ubicaron entre g es de gpoyos para las vigas de gran dturay en toda su longitud en
el caso de las vigas eshdtas. El motivo de ubicar la carga en laluz tedrical, esque s se cargala
totdidad de la longitud de la viga de gran dtura, d esfuerzo de traccién Z aumenta y la tension de
compresion en € borde superior resulta menor, por cuanto las porciones de carga aplicadas en los
extremos originan traccion. Para todos |os casos analizados € valor de dichacargaesde g= 1 x 10°
N/m, que aplicada en una viga de espesor 10 cm representa una presion de 1 x 10° N/nf.

6 RESULTADOSOBTENIDOS

En la Tabla 2, = presentan los resultados obtenidos mediante los modelos huméricos y su
comparacion con los tedricos. Dichos resultados corresponden aas tensiones s, en € centro de la
luz delavigay en las bordes superior e inferior repectivamente.

Tabla 2: Resultados de |os model os analizados

Modelo Res““??\lo;%eo” cos Resultados ALGOR [N/nf] D'f[e:/‘j]”c'a

1 s=-12x 10 s=-12x 10 0
si=1,2x 10’ si=1,2x 10’ 0

) s=-042x 10° s=-052x 10° 238
s=16x 10° s=16x 10° 0

3 s=-0,75x 10° s=-0,77 x 10’ 2,7

5=1,17 x 10° s=1,28x 10° 94
4 sctiende acero 5=-025x 10° -
si=16x 10° si=1,6x 10° 0
5 sctiende acero s=-017 x 10° -
si=1,6x 10° si=1,6x 10° 0
5 sctiende acero s=-0,16x 10° -
s=16x 10° s=16x 10° 0

. s=-03x 10° s~-038x 10° 26,7
5=1,75x 10° s=1,75x 10° 0

8 s=051x 10° s=056x 10° 938
5,=1,47 x 10° s=15x 10° 2

En la Figura 4, se muedtra la digtribucion de tensones obtenidos con la teoria exacta'y con €
modelo numérico utilizando € software ALGOR para € caso de modelo 2. En la Figura 4a) la
relacion p/b representa la presion aplicada sobre € borde superior de la viga. Para este modelo se
observa concordanciaen € diagrama de tensonesy en lalocdizacidn del ge neutro.
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t/d=1 TENSIONESS 4
Gy=0L2p/b ]
G =075pb |- ;
[Havier) II"._ ’/‘:
D+ A
= #]
3 n:/ I 4 :
03p/b \ = A :r: 2 \
\ & '-' \
\ % ,
o | & \
E = 2:020pt
# - ’ - N
] ‘Gu=z16p/b
|- ? s i 0L L0805 08102040 505 O 554052 005
b | i TENSION
a) Modelo tedrico b) Modelo numérico

Figura 4: Distribucion de tensiones

En la Figura 5 se observa una sdlida del mapa de tensiones correspondiente a las tensiones sy
para e modelo 2 seglin & software de referencia, las cuales se encuentran expresadas en N/n?. Los
colores que aparecen en laleyenda de la Figura 5 representan un rango de valores. Al posicionarse
en d centro del borde inferior, se consigue € vaor de tensdn en ese punto, desde d maédulo de
salida de resultados que incluye € programa.

|'|-|'i'| Terem

[ma]

R Kl AR
LA

Figura5: Mapade tensones sy
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8

CONSIDERACIONES FINALES

El modelo numérico con la utilizacion ddl software de referencia resulta de gran utilidad ala hora
de obtener € estado tensiona en vigas de gran atura, puesto que la solucidn exacta en muchos
casos resulta dificultosa de obtener, dado que las condiciones de borde y carga pueden derivar
en una solucién complga.

En relacion d malado como hemos expresado se logré una buena aproximacidn consderandolo
uniformey con unadensdad ta que no se observen variaciones a redensficar lamalla

La ubicacidn de las condiciones de vinculo difiere segiin etemos modeando una viga esbelta o
una de gran dtura, siendo por tanto la esbeltez un pardmetro de sumaimportancia para definir €

modelo de condiciones de vinculo a utilizar.

La ubicacion de la carga distribuida considerada difiere S se considera una viga esbelta o de
gran dtura, colocandose lamisma sempre en lalongitud tedrica

En d presente trabgo se andizaron también las tensiones sy obteniéndosé una buena
gproximacion.
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