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Resumen: Dado qe los elementos estructurales en los que su resistencia a acdones
mecanicas es distinta en dferentes direcaones, tienen unamuy amplia adicacion en la
tenologia moderna, se presenta en este estudio € caso de los materiales que poseen
caracteristicas de ortotropia pdar(también llamada ansotropia cilindrica). Estas
caracteristicas de ortotropia apaecen en materiales de origen naural como madera, pero
también en materiales hechos por € hombre que, para meorar su performance son
reforzadcs en las direcaones radial y tangencial conrespedo a un péo de mordenadas del
material. En el caso de estudio, se andiza e comportamiento del coeficiente de freauencia
fundamental de placas circulares, para dferentes relaciones de ortotropia pdar y masas
purtuales rigidamente adosadas. Se @wnsideran gdacas circulares smplemente apoyadas y
empotradas.

Abstract: Natural- or man- made materials of cylindrical anisotropy or polar orthotropy
are of considerable interest in seveal areas of techndogy. Sare static problems are
amenalde to exact andytical solutions when dealing with pdarly orthotropic plates or
dabs. On the other hand, when andyzing their transverse \ibrations, some importarnt,
practical problems do nd lead themselves to straightforward andytical solutions and it
turns out to be more cnvenient to make use of an appoximate treatment like in the present
case where the fundamental frequency of simply suppated andclamped plates carrying an
eccetrically located massis determined.
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1 INTRODUCCION

En e presente trabajo se analiza e comportamiento dnédmico de placa circulares
construidas con materiales con atotropia polar. Estas caraderisticas de ortotropia se presentan
en materiales naturales como algunas piezas de madera, pero también en materiales hechos
por € hombre que, para dender de manera mas adeauada a diferentes fines, necesitan ser
reforzados en las direcdones radial y tangencial * con respecto aun “polo material”.

En lafigura 1l se presenta @ modelo estructural que onsiste en laplaca ¢rcular de material
ortétropo con ura masa purntua rigidamente adosada y vinculada en su contorno, segun los
casos a) simplemente gpoyaday b) empotrada.

El pdo de anisotropia es coincidente wn el centro delaplaca
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Figura 1: Placa circular vibrante

2 SOLUCION APROXIMADA

El andlisis del modelo estructural se hizo uili zando el conccido método de Rayleigh-Ritz*
3 incluyéndaose un pardmetro exporencial de optimizad6n en las funciones coordenadas y que
permite una minimizadén uterior de los autovalores en estudio.
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La funcional de energia que gobierna d problema propuesto de la placa vibrante del
modelo, se expresa wmo
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con
W= W(r,6): funcién amplitud de desplazamiento.
E, h? . - o .
D, =————:rigidez alaflexion celaplaca @ ladirecadnradial.
12(1-v, u,)
E, h° . - o :
s = —7——— . rigidez alaflexion celaplaca @ ladirecadn tangencial.
12(-v, v,)

G,h . .
D, = 12 : rigidez torsional delaplaca

k

h: espesor de laplaca

E;: méduo de dasticidad en ladirecadnradial.

Ees: moduo de dasticidad en ladirecdén tangencial.

Grg: moduo de dasticidad transversal paralas direcdones elasticas principaesr y 6.
Ur Y Ug. coeficientes principales de Poison.

M: magnitud de lamasa purtual.

W(rv, 6v): amplitud del desplazamiento del purto dona se encuentra adosada la

masa purtual.
w:. freauencia natural circular de vibraddn de sistema estructural placamasa de la

figural.
Lanotadon uili zada esla propuesta por Lekhnikskii # en su clésico tratado.

Las condciones de borde en e contorno ¢k laplacason:
Caso @) Simplemente Apoyada

W(r,0) _. =0 (2.9)

=0 (2.0)

r|r:a

donce
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M. = - L 1ow
' Har % r’ 06°

es la expresion del momento fledor en la direcdon radial. Las eauadones (2) corresponcen a
la omndcién de desplazamiento y momento nuo en el borde de laplaca

Caso b) Empoatrada

W(r,0) _. =0 (3.4)
dW(r.0)
-~ 7 =0

o (3.b)

r=a

las cuales ® @rresponden con las condciones de desplazamiento y giro mulos en e borde de
laplaca

A los efedos de alicar € conacido método e Rayleigh-Ritz optimizado, se goroxima la
funcién amplitud de desplazamiento de la placamediante una suma de funciones coordenadas
palindmicas, donck cala una de las cuales cumple las condciones de borde.

w(r,8)ow,(r,.0)=A, f,(r)+A f,(r)coso )
Las expresiones adoptadas para las funciones coordenadas n:
fo(r)=1+r" a, +r? B,
f,(r)cos® = [L+1" a, +r2 B,)r? cosé

donce

y: esel pardmetro de optimizadén sugerido pa Lord Rayleigh %

0o, Bo, a1, B1: son coeficientes que se determinan a partir de laverificadon celas
condciones de borde (2.a,b) y (3.a,b)

Al considerar 10s casos propuestos  obtienen |as expresiones:

Caso @) Simplemente Apoyada

R 2(+u,)
T (-2)[+y +u,) >4
1 +U, -1
By =-— —2 y(y ) (5.b)

(v- 2)(1+V+U9)
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Y 2(5+u,)
A =26y +0,) >
__ 1 yB+y+y,)
BT -2 Bry o) &
Caso b) Empotrada
1 2
(6.a-d)
1
BO:Bl:_gﬁ

Procediendo & aaierdo al método a Rayleigh-Ritz se requiere que lafuncional de energia
seaun minimo. Cuando se propuso la @mnfiguraddn deformada para la placa @ la expresion
(4), se onsideraron dcs parametros. Ag y A; y conrespedo a dlos & minimizalafuncional.

Paraminimizar lafuncional setoman las derivadas parciales conrespedo a calauno e los
pardmetrosy seigualan a ceo. Tal procedimiento condwce aun sistemade exiadones
simultaneas, cuya solucion notrivial condwce ala ewiad 6n-determinante en w ())

aJ(\Na(r,G)):GJ(Wa(rﬂ)):o )
0A, 0A

Se ohtienen asi los autovalores del problema que nstituyen los coeficientes de freauencia
natural del sistemaque expresamos de manera adimensional:

Q=w ’p_h a’ ©)
DI’

y gque quedan expresados en funcion dal pardmetro de optimizadony

Q=0(y) ©)
Dado qielos autovalores n cotas superiores, minimizandocon respedo a parametro y

29 _,

dy (10
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se ohtienen los val ores optimizados de | os coeficientes de freauencia natural.

El menor coeficiente de freauencia es & coeficiente de freauencia fundamental .

3 RESULTADOSNUMERICOS
Se han okenido valores del coeficiente aimensiona de freaencia fundamenta
Q=w /p% a®, paradistintas pasiciones (rv,, 6y) delamasa purtua y diferentes valores de

lamagnitud M, expresados con reladon alamasa propiade laplaca Mp= p ma’ h.

Los resultados obtenidos para d coeficiente de freauencia natural del primer modo de
vibradon, son independientes del valor de la wordenada 6y de posicion e la masa purtual,
por tratarse de un material con atotropiapolar.

En las tablas 1 y 2 se presentan los valores obtenidos para los casos de vinculadon
propuesta simplemente gpoyada y empotrada respedivamente considerando la masa ubicada
en e centro de la placa(ry = 0). Se andlizaron das casos diferentes de materiales con
ortotropia polar y se mmpararon con la placaisétropa °. De la observadén e los resultados
mostrados surge que, para placa construidas con materiales ortétropcs, los valores de la
freauencia fundamental son mayores que los que le @rresponden ala placaisétropatanto para
el caso smplemente goyado como para d empotrado, ara los valores de parametros
escogidas.

En las tablas 3 y 4 se presentan |os coeficientes de freauencia fundamental obtenidos para
los casos de placa smplemente gpoyadas en € borde y con la masa purtua en pasicion
excéntrica(r, ,0,,). Latabla 3, corresponce d materia indicado como material | y latabla 4

al material Il. Como era de esperar, los autovalores poseen un \elor minimo cuando la masa
concentrada esta ubicada en €l centro y aumentan su magnitud a medida que la masa se aceca
al contorno. En ambas tablas, se observa un incremento en los valores del coeficiente de
freauencia fundamental con respedo ala placade material i sotropo,conigual pasiciény valor
delamasa purtual.

Las tablas 5 y 6 corresponcen a la placa enpotrada, con la masa adosada en pasicion
excéntrica También aqui se puede observar que d comportamiento dndmico de los
materiales ortotropcs elegidos es superior a del material i sétropo.
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Tabla 1 — Coeficientes de freauencia fundamenta de la placa ércular simplemente goyada,
con uramasa puntual adosada en €l centro.

Do/ _ . D/ _ _ _
/Dr = 6/5, /Dr = 1/2,09=0.30,u,=0.25
D / D /
- o = 3/2, K = 1/2,09=0.30,u,=0.20
Dr Dr '

Q=w ,p_h a’
Dr

W Materia ortétropo Material
M, I Il isotropo®
0 y 4.89 5.76
Q 5.21572 5.6004 4.9351
01 Y 3.22 4.14
' Q 4.48812 4.83525  4.2320
02 Y 2.76 3.23
' Q 3.98635 4.30581 3.7510
o5 Y 2.39 2.63
' Q 3.10535 3.36642 2.9135
1 y 2.24 2.43
Q 240765 2.61538 2.2927
5 y 2.17 2.32
Q 179388 195113  1.71153
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Tabla 2 — Coeficientes de freauencia fundamental de laplaca ércular empotrada,
con uremasa puntual adosada en € centro

Do/ _ . D/ _ _ _
/Dr = 6/5, /Dr = 1/2,09=0.30,u,=0.25
D / D /
- o = 3/2, K = 1/2,09=0.30,u,=0.20
Dr Dr '

Q=w ,p_h a’
Dr

W Materia ortétropo Material
M, I Il isotropo®
0 y 4.2 4.76
Q 10.5103 10.9144 10.216
01 Y 2.86 3.22
' Q 8.40285  8.7935 8.1127
02 Y 2.53 2.78
' Q 7.14267 7.50694 6.8727
o5 Y 2.28 2.46
' Q 5.24102 5.53563 5.0232
1 y 2.19 2.34
Q 3.93006 4.16079  3.75.95
5 y 2.14 2.28
Q 2.86763 3.04009 2.7402
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Tabla 3 — Coeficientes de freauencia fundamental paralaplaca drcular ssimplemente gpoyada cn ura masa
puntual adosada @ posicion (ry, G), D%) - 605, D%) = 1/2, s = 0.30, U, = 0.25,

(a) Placa on ortotropia polar, (b) Placaisbtropa

Q=w PN
DI’
P 0 0.1 0.3 0.5 0.8
0 Y 3.74
Q 5.21812
o1 VY 3.15 3.2 3.5 3.79 3.82
' Q 4.48823@) 4.50547 4.62487 4.82082 5.13783
4.232° (b) 4.250 4.371 4.561 4.861
0.2 Y 2.83 2.93 3.36 3.79 3.9
' Q 3.98643 4.01366 4.19265 4.49304 5.05785
3.751 3.778 3.959 4.250 4.784
o5 VY 2.47 2.62 3.16 3.7 4.16
' Q 3.10563 3.14435 3.37906 3.78782 4.82285
2.913 2.954 3.188 3.580 4.548
1 y 2.29 2.46 3.03 3.66 4.55
Q 24078 2.44815 2.68167 3.0981 4.46078
2.255 2.292 2.529 2.925 4.165
) y 2.19 2.37 2.95 3.56 5.07
Q 1.79393 1.82976 2.03159 2.3968 3.87723
1.678 1.715 1.916 2.260 3.540
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Tabla 4 — Coeficientes de freauencia fundamental paralaplaca drcular smplemente gpoyada on ura masa
puntual adosada @ posicion (ry, B), D%) - 32, D%) = 1/2, g = 0.30, U, = 0.20

W
MP

0 0.1 0.3 0.5 0.8
0 Y 4.22
Q 5.60273
01 Y 3.53 3.59 3.92 4.27 4.34
' Q 483624 485283  4.972 5.17397 5.51382
02 Y 3.14 3.25 3.73 4.25 4.45
' Q 430588 4.33182 4.51076 4.82016 5.42498
o5 Y 2.69 2.85 3.47 4.14 4.79
' Q 3.36652 3.40346 3.63934 4.05928  5.163
1 y 2.48 2.65 3.29 3.99 5.26
Q 261547 2.65429 289001 3.3165 4.75931
5 y 2.355 2.54 3.19 3.85 5.8
Q 195117 1.9859 2.19024  2.563 4.11497
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Tabla 5 — Coeficientes de freauencia fundamental paralaplaca ércular empotrada con ura masa puntual
adosada & posicion (ry, 6y), D%) - 6/5, D%) = 1/2, s = 0.30, U, = 0.25

(a) Placa on ortotropia polar, (b) Placaisbtropa

Q=w PN

Dl’

I
P 0 0.1 0.3 0.5 0.8

0 Y 3.44
Q 10.5262

01 VY 2.83 2.94 3.33 3.57 3.46
T Q 8.40299a 8.49634 9.05128 9.8032  10.4882
8.112°(b) 8213 8.766 9.487 10.189
o2 Y 2.57 2.73 3.26 3.67 3.49
" Q  7.14291 7.27939 8.05899 9.2072  10.4502
6.872 7.019 17777 8.826 10.148
os Y 2.3 2.51 3.17 3.86 3.56
™~ Q 5.24138 540568 6.32601 7.9054 10.3374
5.023 5.196 6.588 7.336 9.996
1 y 2.21 2.42 3.13 4.02 3.69
Q 3.9302 4.08216 4.93919 6.58605 10.1522
3.759 3.918 4.701 5.887 9.613
) y 2.15 2.37 3.1 4.15 4.01
Q 2.8767 2.99205 3.70096 5.18425 9.79252
2.740 2.869 3.506 4.472 6.194
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Tabla 6 — Coeficientes de freauencia fundamental paralaplaca ércular empotrada con ura masa puntual
adosada en pasicion (ry, 6v), D%) = 3/2, D%) = 1/2,ug=10.30, v, = 0.20.

I
M A
W,

0 0.1 0.3 0.5 0.8
o v 369
Q 10.9371
0g VY 306 3.15 3.55 3.8 3.71
" Q 879514 8.88054 9.41744 10.1736 10.8948
0 V278 2.92 3.47 3.92 3.73
“ Q 750696 7.63204 8.39127 9.54666 10.8527
o5 V248 2.68 3.37 4.11 3.83
¥ Q 553577 568833 659358 8.18389 10.7272
LY 236 2.57 3.31 4.26 3.97
Q 416086 430336 5.15121 6.80983 10.5216
, Y 229 2.51 3.28 4.39 4.33
Q 3.04011 3.15751 3.86135 535537 10.1228

4 CONCLUSIONES

Delaobservadon ke los resultados mostrados en las tablas aurge daramente que, como era
de esperar, el coeficiente de freauencia fundamental es menor al aumentarse la magnitud ce la
masa purtua con reladon a la masa de la placa La paosicién ce la masa también afeda d
coeficiente fundamental, los menores valores corresponcen a la masa centrada y aumentan
graduamente amedida que lamasa se dejadel centro delaplaca

Analizado el modelo, seglin se ve e las tablas, permite determinar que d comportamiento
dindmico de las placa de materiales ortétropos elegidos es mas adeauado qie d de las placa
isotropas, ya que en todcs los casos |os coeficientes fundamentales resultan ser mayores. En
principio esto puede lograr con dasticos reforzados con fibras de grafito o carbono.

En cuanto ala utilizaddn ce las funciones aproximantes de la forma propuesta, resultaron
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adeauadas paratomar en consideradon el efedo que se produce d colocar lamasa en pasicion
no centrada. Asimismo e hecho e alopar € pardmetro de optimizaddn y, permitié
optimizar el vaor de cala weficiente de freauenciafundamental.
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