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Abstract. FEn este trabajo se presenta una resena de estudios sobre las vibraciones de
placas circulares macizas y anulares con bordes eldsticamente restringidos contra rotacion.
En primera instancia, se obtiene la solucion analitica exacta de la ecuacion diferencial
gobernante y sus correspondientes autovalores. Luego se calculan los mismos mediante el
Método de Elementos Finitos (MEF )implementado a través del programa ALGOR. Por
ultimo, se realiza un estudio comparativo entre las soluciones encontradas analiticamente,
las obtenidas numéricamente mediante FElementos Finitos y las soluciones obtenidas pre-
viamente por medio de métodos variacionales.
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1 INTRODUCCION

El analisis de vibraciones transversales de placas sometidas a condiciones de contorno
elasticas contra rotacién fue primeramente tratado por T. E. Carmichael! en el estudio
de placas rectangulares usando el Método de Rayleigh-Ritz. Posteriormente el tema fue
ampliamente abordado por Laura y colaboradores, entre los cuales pueden citarse los
trabajos de Laura? y Romanelli, Gianetti®et.al, etc.

En placas circulares, esta condicién de contorno puede encontrarse en el tratado clasico
de Leissa® y en los trabajos de Laura® Paloto y Santos, Avalos® y Laura, entre otros.

La condicion de contorno elastica contra rotacion es una forma de modelar la condicién
de borde que resulta ser de indole mas 'real’ que las clasicas condiciones de borde sim-
plemente apoyado o empotrado puesto que éstas ultimas resultan una condicién ideal de
dificil materializacion. A su vez esta forma de modelar el borde permite reproducir las
condiciones ideales mencionadas anteriormente introduciendo valores particulares a las
constantes elasticas de rotacién.

En este trabajo se obtendran las primeras frecuencias de vibracion de placas circu-
lares elasticamente restingidas contra rotacion conforme a la teoria de Germain-Lagrange,
también conocida como teoria de placas de Kirchhoff. Se calculan los valores analiticamente
y en forma numérica usando el Método de los Elementos Finitos (MEF) implementado
por el programa ALGOR’ . Para concluir se presentard la comparacién entre los resul-
tados analiticos, numéricos y soluciones obtenidas por otros autores mediante métodos
variacionales.

2 PROCEDIMIENTO MATEMATICO
2.1 Ecuacion gobernante

La ecuacion diferencial clasica de movimiento para el desplazamiento transversal w de la
placa, para el caso de vibraciones libres esta dada por la ecuacién

9*w

4 _
DV w + phﬁ =0 (1)
donde p es la masa por unidad de drea y D es larigidez a la flexién dada por Eh?/12(1—pu?)
(E médulo de Young, p coeficiente de Poisson, h espesor de la placa)

Suponiendo un desplazamiento armoénico cosenoidal en el tiempo se tiene

w = W cos(wt) (2)
donde w es la frecuencia circular en radianes por segundo y W es una funcion sélo de las

coordenadas espaciales.
Sustituyendo la ecuacién 2 en la ec.1 resulta:

(V= EHW =0 (3)

donde k% = %uﬂ es el autovalor que se desea calcular.
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2.2 Solucién matematica
En coordenadas polares, la soluciéon general a la ecuacion 3 es la siguiente:

o0

W(r,0) =Y [AnJ,(kr) + ByYy(kr) + Co L (kr) + DK, (kr)] cos(nf)+
o (4)
= [AnTu(kr) + ByY,(kr) + CiL,(kr) + D Ky (kr)] sin(nf)

Donde J,, y Y,, son las funciones de Bessel de orden enésimo de primera y segunda clase
y I, v K,, son las funciones de Bessel modificadas de primera y segunda clase respectiva-
mente. Los coeficientes 4, ....... D7 determinan la forma de los modos de vibracién y son
calculados a partir de las condiciones de contorno y las condiciones iniciales.

Esta solucién, junto con la dependencia temporal (de la forma cos(wt)), dan la evolucién
en el tiempo del desplazamiento transversal de la placa cuando se la deja oscilar libre-
mente. Las caracteristicas espaciales de este tipo de ondas estacionarias vienen dadas por
las funciones de Bessel J,, e Y,, que marcan su cardcter oscilatorio (ondas propagantes) y
las funciones I,, y K,, (ondas no propagantes) que denotan su decaimiento caracteristico.
Las primeras permiten el transporte de energia mientras que las segundas dan como con-
secuencia el caracter dispersivo de las mismas.

La solucién general para el caso de placas circulares macizas resulta, suponiendo condi-
ciones de borde uniformes en todo el contorno de la placa

o0
W(r,0) =Y [AnJu(kr) + CoLy(kr)] cos(nf) (5)
n=0
donde se han desechado los términos correspondientes a las funciones Y,, y K, por ser
funciones no acotadas en el origen de coordenadas.
En el caso de placas circulares anulares la solucién resulta:
o0
W(r,0) =Y [AnJu(kr) + BpYy(kr) + Coly(kr) + DI, (kr)] cos(nf) (6)

n=0

Donde el subinidice n corresponde al numero de didmetros nodales.

2.3 Condiciones de Borde

La condicién de contorno elastica contra rotacién se puede escribir como sigue:

ow 0*W 1OW  10°W

4D | = b —

or ¢ [ or? TH <7" or * r2 062 >} )
Esta condicién implica que la rotaciéon del borde es restringida por resortes que poseen

una constante de flexibilidad uniformemente distribuida en todo el contorno de la placa
de 1/¢ (momento/unidad de longitud) .

r=borde
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3 RESULTADOS NUMERICOS

Dividiremos esta seccion en tres partes. Primeramente mostraremos resultados numéricos
que resultan de calcular analiticamente las tres primeras frecuencias tanto de placas cir-
culares macizas como de placas anulares. Los valores han sido obtenidos utilizando el
programa de computacién MAPLE® y Matlab? . En una segunda parte mostraremos
los resultados obtenidos por el Método de Elementos Finitos implementado por el pro-
grama ALGOR y compararemos los mismos con los calculados analiticamente. Por iltimo
compararemos los valores analiticos con las soluciones obtenidas anteriormente por otros
autores® a través del Método de Galerkin (método variacional).

En la tabla 1 se presentan los valores calculados del coeficiente de frecuencia €2,
para la placa circular maciza para el modo fundamental Qg y los dos primeros modos
antisimétricos Qo1 y Qo2. El coeficiente de Poisson p fue de 0.3 y 1/3 para los casos
propuestos. La constante eldstica del resorte a/¢D para la condicién de contorno se hizo
variar entre sus valores extremos de 0 y 10° para contemplar los casos ideales de apoyo
simple (a/¢D = 0) y empotramiento (a/¢D = 10°) como asi también todos los casos
intermedios.

Table 1: Coeficientes de frecuencia {2, de la placa circular maciza

a/¢D Qo0 Qo1 Qo2

w=03 p=1/3 p=03 p=1/3 pw=03 p=1/3

0 4.935 4.984 13.898  13.940 21.613  25.653
0.1 5.078 5.124 14.022 14.062 25.730  25.768
0.5 5.573 5.609 14.476 14.511 26.17 26.205
1 6.063 6.092 14.969  14.999 26.665  26.696
2 6.776 6.796 15.767  15.791 27.508  27.530
5} 7.935 7.943 17.286  17.298 30.848  30.856
30 9.614 9.614 20.065  20.066 33.012  33.003
102 10.019  10.019 20.857  20.857 34.226  34.226
103 10.195 10.195 21.218  21.218 34.801 34.801
10% 10.214 10.214 21.256  21.256 34.870  34.870
10° 10.216 10.216 21.26 21.26 34.877  34.877

Para el caso de placas anulares se muestran los valores obtenidos del coeficiente de
frecuencia para los tres primeros modos como en el caso de placas circulares.

En la tabla 2 se contemplan los casos en los cuales tanto el borde interior » = a como
el borde exterior r = b se encuentran bajo condiciones de apoyo simple y empotramiento.
Se muestran los coeficientes de frecuencia para a/b = 0.3 y a/b = 0.7. En la tabla
3 se exhiben los coeficientes de frecuencia para los casos en que el borde interior este
simplemente apoyado y el exterior se encuentre elasticamente restringido.
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Table 2: Coeficientes de frecuencia (2, de la placa circular anular. Condiciones indeales de borde

Interior (r = a) Exterior (r =)
Caso I Simplemente Apoyado | Simplemente Apoyado
Caso II | Simplemente Apoyado | Empotrado

Caso 111 | Empotrado Simplemente Apoyado
Caso IV | Empotrado Empotrado

a/ b Qoo Qo1 Qo2
Caso 1 0.3 21.035 23.287 30.270

0.7 110.039 111.419 115.564

Caso 11 0.3 33.652 35.807 42.666
0.7 174.241 175.363 178.717

Caso 111 0.3 30.036 31.459 36.295
0.7 168.649 169.614 172.536

Caso IV 0.3 45.346 46.643 51.138
0.7 248.402 249.164 251.480

Los resultados obtenidos con el Método de Elementos Finitos y su comparacién con los
resultados analiticos se muestran en las figuras 1 a 3.

Para modelar la condicién de contorno elastica contra rotacion en el borde se fijo a cada
nodo del perimetro un elemento tipo viga, empotrado en su parte final y simplemente
apoyado en el nodo fijo a la placa, de constante eldstica variable.

Para el caso de placas circulares, la malla usada en la discretizacion del elemento fue
elegida de la siguiente formas:

Caracteristicas

e Placa: Malla de 2400 elementos
e Viga: 144 Vigas perimetrales

y las constantes del material fueron:

Constantes

e Material: Aleaciéon de Aluminio 2024-T4
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Table 3: Coeficientes de frecuencia 2, de la placa circular anular. Borde int. simplemente apoyado, ext.
elasticamente restringido.

Interior (r = a) Exterior (r = b)b/¢, D
Caso V Simplemente Apoyado | 1
Caso VI Simplemente Apoyado | 10
Caso VII | Simplemente Apoyado | 30
Caso VIII | Simplemente Apoyado | 100

a/b QOO Q(]l QOQ

Caso V 0.3 22.525 24.704 31.533
0.7 113.426 114.772 118.818

Caso VI 0.3 28.248 30.310 36.886
0.7 132.929 134.128 137.747

Caso VII 0.3 31.137 33.226 39.887
0.7 150.122 151.251 154.664

Caso VIII 0.3 32.778 34.906 41.683
0.7 164.451 165.558 168.906

e Placa:
h: altura [m]=0.03
p: densidad[kg/m3]=2800
E: constante de Young [N/m?]= 7.51 %10
a: radio [m] =1
p: constante de Poisson
e Viga:
h: altura [m]=0.05
b: ancho[m]=0.05
[: longitud=0.1

En la figura 1 se reflejan las diferencias porcentuales obtenidas entre los valores calcu-
lados analiticamente y los obtenidos a partir de MEF.
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Figure 1: Error porcentual (Analitico-MEF) Placas Circulares p = 0.3

Para placas circulares anulares se procedié de la misma forma, las constantes del ma-
terial y de las vigas del contorno fueron las mismas, excepto que las caracteristicas de las
mallas y cantidad de vigas perimetrales fue diferente:

e Placa:
a/b=0.3 : 2500 elementos
a/b=0.7 : 2400 elementos

e Vigas perimetrales
a/b=0.3 : 100 elementos
a/b=0.7 : 200 elementos

Estos resultados se reflejan en las figuras 2 y 3.

Como comparacion adicional a la realizada con el Método de Elementos Finitos se
utilizé el Método clasico de Galerkin cuyos resultados se pueden observar en el trabajo
de Laura® Paloto y Santos. Los mismos fueron comparados con los valores analiticos

presentados en la tabla 1 dando como resultado los valores que se reflejan en las figuras
4y 5.

4 CONCLUSIONES

En este trabajo se completan resultados obtenidos con anterioridad por otros autores
para los tres primeros coeficientes de frecuencia en el caso de placas circulares y anulares
con bordes elasticamente restringidos contra rotacion. También se presentan distintas
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Figure 2: Error porcentual (Analitico-MEF) Placas Anulares a/b=0.3

comparaciones entre los valores analiticos y numéricos, éstos ultimos calculados a través
del Método de Elementos Finitos y el Método clasico de Galerkin.

A raiz de los resultados presentados se puede concluir que los distintos coeficientes
de frecuencia para placas circulares macizas y anulares hallados analiticamente coinciden,
salvo en una diferencia menor al 0.5 por ciento, con los valores calculados a partir de MEF
y al 1.5 por ciento con los hallados con el Método clasico de Galerkin. Por lo tanto, dado
que es bien conocido que ambos métodos (MEF y Galerkin) proporcionan resultados
correctos (en principio tan precisos como se quiera), podemos asegurar que los valores
analicos calculados, utilizando rutinas de calculo de softwares matematicos especificos
(MAPLE® y Matlab?) dan los valores exactos de las frecuencias de vibracién de los sistemas
considerados. Finalmente, el hecho de que los valores analiticos y numéricos coincidan,
revela que la condicion de contorno eldstica contra rotacion introducida en el programa
ALGOR a través de vigas perimetrales de constante elastica variable proporciona una
forma correcta de modelar tal condicion.
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Figure 3: Gréfico del error porcentual (Analitico-MEF) Placas Anulares a/b=0.7
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Figure 4: Error porcentual (Analitico-Galerkin) Placas Circulares a/¢D < 100
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Figure 5: Error porcentual (Analitico-Galerkin) Placas Circulares a/¢D > 100
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