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Resumo. Neste trabalho, € apresentada a solugdo da equagdo de Kirchhoff para uma placa
retangular, fina e com condi¢des de contorno nao cldssicas e cargas externas. Ela € ca-
racterizada em termos da base dinamica do sistema, gerada pela resposta impulso, a qual
€ uma resposta livre sujeita a condicoes impulsivas. Isto permite uma formulacao evolu-
tiva bastante geral para incluir dados iniciais, bem como caracterizar respostas forcadas
através da convolu¢ao da acdo de cargas externas. Para uma andlise espectral, os modos
sao calculados de maneira matricial com o uso de respostas fundamentais, conveniente-
mente centradas, em cada direcao espacial. A matriz do sistema inclui os coeficientes
das condicoes de contorno homogéneas e valores da base dindmica espacial em pontos do
contorno. Uma base de aproximacao de Galerkin é apresentada para o estudo de um pro-
blema de controle na transmissdo do som e na simulacdo de dutos de ar condicionado,
onde sao combinadas condi¢oes de contorno de molas translacionais e rotacionais e pla-
cas lateralmente apoiadas. O cdlculo aproximado da resposta da placa, diante uma onda
sonora plana incidente, € obtida, através da andlise modal e a matriz de transferéncia.
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1. Introducao

O objetivo deste trabalho é obter a resposta dinamica de uma placa retangular, fina e
com condigoes de contorno nao-cléssicas, excitada por forcas pontuais harmonicas. Os
modos de vibragao sao calculados de maneira matricial com o uso da base dinamica,
convenientemente centrada, em cada direcao espacial. A equacao da placa é baseada
no modelo de Kirchhoff para placas finas e é discretizada espacialmente com o uso do
método de Galerkin. A resposta da placa para uma onda plana incidente é obtida através
da resposta freqiiéncia na forma modal.

2. Nomenclatura

\‘Q
S

dimensoes da placa [m]

matriz das condigoes de contorno

vetor dos coeficientes

velocidade do som [m/s]

rigidez flexural [N-m]

médulo de Young [N/m?]

vetor das forcas externas [N]

espessura da placa [m]

solugdo dinamica ou resposta impulso [m]
unidade imaginaria

matriz identidade

nimero de onda acustica [rad/m]

vetor propagagao da onda |[m]

matriz de rigidez [N/m]

rigidez translacional da mola

rigidez rotacional da mola

operador diferencial

parametros inteiros e variaveis das func¢oes X (x) e Y (y)
matriz de massa [kg]

forga externa [N]

onda plana incidente [dB]

vetor posi¢ao no espago [m]

base de aproximacao espacial

tempo [s]

superindice que denota a transposta de uma matriz
matriz das autofuncoes associadas

vetor modal normalizado

w(t, z,y) deslocamento da placa [m]

W, (t) matriz de amplitude modal
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X(x),Y(y) autofuncoes ou fungdes formas modais

T,Y, 2 varidveis espaciais [m]

O autovalores

v razao de Poisson

Ds densidade da placa [kg/m?]

0,0 angulos da onda incidente na placa [rad]
frequiéncia caracteristica [rad/s]

P matriz das autofuncgoes ou fungoes de base

Q2 matriz diagonal espectral

3. Modelagem
O deslocamento de uma placa fina é governado pela equacao

O*w(t, z,y) ot o4 0!
gwt,r.Yy) | p 9 9 _ 9
ph gt (ax4 Teoap T ay4) w(t,,y) =pelt,z,y),  (3.1)

Eh3
12(1—2)"
Para dutos de ar condicionado, supoe-se que a placa tenha como condi¢oes de contorno:
1. Uma restricao elastica translacional que corresponde a uma forca de reacao da mola

igual & forca de cisalhamento!.

com D =

kmw—i-Dg%J =0 emaz= —% (3.2)
kmw — D% =0 emuz= g (3.3)
| w(t, )
-3 ;

Figura 1: Modelo de condigoes de contorno de molas translacionais
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2. Uma restricao elastica rotacional que corresponde a um momento de reagao da
mola igual ao momento fletor.

ow d*w b
_ D= _ S— A4
k, o D8y2 0 emy 5 (3.4)
ow 9*w b

Figura 2: Modelo de condicoes de contorno de molas rotacionais

4. Frequéncias e Modos de Vibracao

Se nenhuma forca externa é aplicada, segue que as vibracoes livres sao geradas pela
equacao

OPw(t,x,y) ot o1 !
Sh————"22 + D 2 -
Ph5m TP\ 0mt T P20 T 9yt
Na analise modal, a procura de solugoes do tipo oscilatério, numa variavel espacial,
de (4.1),

) w(t,z,y) = 0. (4.1)

w=e"X(x) ew=e"Y(y), com v =iw,

implica, por substituicao, a resolucao de um problema de autovalor generalizado

2
Y psh
Lw =\ A= —
w w, com D
ou ainda, A = 3% = p;)th e L = j—;, sujeito as condicoes de contorno nos extremos
espaciais
X (z) - p*X(2) =0 (4.2)
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e, analogamente, para Y (y). Sob a hipdtese de que X () e Y (y) satisfazem tais condigoes
de contorno, o valor w sera referido como freqiiéncia caracteristica, dado por

_ 22 D
w—ﬁ,/ps—h.

Para a obtencao dos modos é utilizada a base dinamica®?, obtida a partir de uma
solugdo com condigoes iniciais impulsivas. A solucao de (4.2) pode ser escrita em termos

dessa base como
X(z) = c1h <x + %) + coh’ (x + g) + c3h” (x + g) + cyh" (x + g) = Pc,
onde ® = [h, W', h" h"], com h(z) satisfazendo
R () — B*h (z) = 0 e h(0) = K'(0) = h"(0) = 0, " (0) = 1.

Para as condicoes de contorno em x, admite-se duas molas, uma rotacional e outra

translacional, em cada extremo

X (z) - p*X(2) =0 (4.3)
a a
ko X (-—) DX" (——) —0
2 + 2
kX! (—9) — DX" (—9) —0
’ 2 2
ko X (3 DX" <9> ~0
m 2 -
o ()< v (2) -
2 2
e, em ¥y, admite-se uma mola rotacional e uma condicao de contorno apoiada, em cada
extremo
(4.4)
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Para as condigoes de contorno do problema (4.3), na varidvel z, utilizando a base dinamica,

P (—a/2)
d' (—a/2)
kmw O 0O D 0 0 0 O P" (—a/2)
0O kb =D 0 0 0 0 0 " (—aj2) |
O 0 0 0 k, O 0 —D &(aj2) |70 (4.5)
00 0 0 0 k D 0 P (a/2)
B (a/2)
@///(a/2) |

De maneira compacta, tem-se dc = 0, com U = BP. Assim, o sistema singular a ser
resolvido é

D 0 0 km
0 -D k, 0 o
kmh(a) — DR (a) knh'(a) — DF*h(a) kmh"(a) — DB*H (a) kmh™(a) — DF*R"(a) | €=
k.h'(a) + Dh"(a) k.h"(a)+ Dh"(a) k.h"(a)+ DB*h(a) k.B*h(a)+ DB*H (a)
(4.6)
Para obter solugoes nao-nulas, deve-se ter o determinante do sistema nulo. Isso fornece

_km

“ ky kfnh(a)+D2ﬁ4h’%a)—2kah’”(a)

C2 | _ | D Dk’ (a)+(knmk,— D285 (a)— DB %k, hi(a) (4.7)

c3 - k2,h(a)+D?B*h" (a)—2Dkyh'""' (a) : :
Dl (@) 4 (kmkr — D230 (a)— DBk, (@)

Cq

Tem-se a equacao caracteristica
A(B) = e1h'(a)h"(a) + c2h” (a)h" (a) + csh(a)h'(a) + cah(a)h” (a)+

csh(a)h' (@) + cg[h" (a)]? + er[h" (a)]? + es[l (a)] + co[h(a)]?, (4.8)

onde ¢; = 2Dk, (k.. k. — D?3%),

¢y = 2Dk, (k, k. — D*3%),

c3 = —2DB%, (kynk, — D?BY),

cy = —(2D?B% k. + DA3® + K2 k?),

cs = —2Dky, (knk, — D*3%),

cg = 4D%k,, k.,

cr = D*(k;, — BUK7),

cg = k2 k2 + D*B38 + 2k, k. D*3®

e

co = DB B2 — K2).
Assim, obtém-se os modos de vibracao em =,

X (2) = W"(@ +§) +ouh” (x+5) + o1l (w + ) +ooh(z + ) | (4.9)
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k2,h(a)+D?B*h" (a)—2Dk,, b (a) ks

— ke _km

Dl (@) 4 (kmEr D230 (a)- DBk h(@)» 1 — D92 € 00 = — -

com oy =

Para o problema (4.4), na varidvel y, tem-se a matriz Y = B® dada por

h (0) h'(0) " (0) h"(0)
y — | Frh'(0) = D" (0) kph" (0) — Dh"(0) k-h"(0) - DA (0)  k,.h(™) (0) — DR™ (0)
- h(b) K (b) " (b) R (b)
k.h'(b) + Dh'(b) kb (b) + DR (b)  k.h"(b) + DA (b) kb (b) + DA (b)

(4.10)

Novamente, para obter solucoes nao-nulas, o determinante do sistema deve ser nulo,

obtendo-se
o _ keh!(b)+DR" (b)

gh(b)
Co or
— D 4.11
e D (4.11)
C4 0

Tem-se a equacao caracteristica

A(B) = 2Dk, h(b)h" (b)+D?B*[h(b)|*+Kk2h(b)h" (b)—2Dk,. K (b)h" (b)— k2[R (b)]*—D?*[h" (b)]?.
(4.12)
Assim, obtém-se os modos de vibragao em y,

Y(y)=h"(y+ ) +nh' (y+2) +vhly+ )| (4.13)

e b/ (b)+ DR (b .
onde g = —EGEDG ¢ o _

Deste modo, tem-se uma infinidade de raizes que fornecem os modos X1, X, ..., X, ... na
direcao x e Y1,Ys, ..., Y,,, ... na direcao y.

5. Calculo Modal

Nesta secao, serao determinadas as primeiras cinco freqiiéncias e modos de vibragao cor-
respondentes com o uso do software Maple.

As equagoes caracteristicas (4.8) e (4.12), quando h(z) é escrita na base classica de
Euler

sinh(Bz), sin(Bz), cosh(Bz), cos(fz),

ou seja, h(z) = %[W], com z = x,y, resultam em

A(B,z) = cos(Ba)cosh(Ba)(6D?B*kyk,—D* 32— k2 k?)4+2D* 3 sin(Ba)sinh(Ba) (k2 —k25*)+

2D Bsin(Ba)cosh(Ba) (k2 k, — D*B%k,, — D*B%k, + 2 kmk?)+

2DBsinh(Ba)cos(Ba)(D? Bk, — k2 ky — D* Bk, + 3%k k2) + k2 K2+ D*3* +2D* 3k, ke, = 0
(5.14)
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A(B,y) = 2D?*B%sin(3b)sinh(Bb) + 2Dk, 3(sin(Bb)cosh(b) — sinh(Bb)cos(3b))

+k2(1 — cos(b)cosh(Bb)) = 0. (5.15)

As raizes das equagoes caracteristicas, em z, equagao (5.14) e, em y, equacao (5.15), foram
calculadas com o auxilio do software matematico Maple, apresentadas na Tabela 1.

Tabela 1: Raizes das equagoes caracteristicas

Autovalores em x  Autovalores em y

51 2.634606249 7.893285613
B2 11.87577339 15.72775356
B3 19.66472403 23.57516530
B4 27.51166283 31.42585083
Bs 35.36054065 39.27785166

Na figura 3, sao visualizadas as raizes das equagoes caracteristicas (5.14) e (5.15).

‘ Equagoes caracteristicas ‘

e+22

e+22 1 13

10 0 30 40
eta
01478 8 T0121416182022242628 308234363840
beta

e+22

e+22 -

Figura 3: Equacoes caracteristicas em x e y
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Na figura 4, sdo apresentados os modos de vibracao X(x) e Y (y), equagdes (4.9) e
(4.13), para os cinco primeiro modos.

Modos de Vibragao

Figura 4: Os cinco primeiros modos de Vibracao para a simulacao de dutos de ar condi-
cionado em z e y

6. Discretizacao Espacial através do Método de Ga-
lerkin

A partir das bases espaciais separadas

[X2 (), Xa(@), oo Xa(@), o} e {Vi(), Ya(®)s o Yinly), o

constréi-se a base de aproximagao espacial S(z,y) = [Sy,...,S]7 com | = mn, onde S,
denota uma fungao forma modal genérica, isto é, S; = X, (2)Y,,(y). Assim, tem-se um
sistema de equacoes diferenciais ordinarias®,

MW (t) + KW, (t) = Fy(1)), (6.16)

com M; = pshabl, F, = fpeSpda e

95,5
f 314 + 2Bm28y2 + 8y )S2do' f28122yqd
K=D : ‘ .
simetrica e f( + 2aa:2ay2 + 3y 4)Szd0

(e
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7. Transmissao de uma Onda Plana Incidente
Para uma onda plana incidente P;, na placa’®,
Py, (t,r) = Pexpi(—k - r+ wt),

onde k =k;i+ k,j + k.k = ksin 0 cos ¢i + ksin0sin ¢j + k cos 0k

r=zxi+yj+zk e

k= Cio ¢ o numero de onda acustica.

Pode-se derivar a resposta forcada da placa para uma onda actstica incidente. Na
equagao (3.1), tem-se para pe,

pe(t,r) = Poe™ f(2,y), (7.1)
COo1m
Py = Pe* (7.2)
€
fla,y) = e Farthon), (7.3)
Assim,

[ ff(xay)sldo- ]

g

. f f(l’, y)SQdU
Fy(t) = Py | @ . (7.4)

[ £ y)Sido

[

Utilizando a andlise modal, procura-se solugao do tipo W, = fei“’t. Substituindo-o em
(6.16), tem-se
W,(t) = (—w?M, + K) ' Ey(1).

6

Usando a matriz de transferéncia®, a solucao da placa com incidéncia de uma onda plana

sera
! T
wit,z.y) = S"(@) 3 UG R

8. Base Modal de Aproximacao

Na figura 5, é apresentada a base utilizada na discretizagao espacial pelo método de
Galerkin.
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Base Modal

e
S
7 0::‘\
2S00

RIS :;Z:'::o:‘:“:\\“
SRIILESS
0%

ALK
WRILLRES
R
%
/4

W
e
“/’//

i '//""\\§§§
A
W

Figura 5: Base Modal de Aproximacao para a simulacao de dutos de ar condicionado
Sm,n] comm=1en=1:6
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