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Resumo. FEste artigo apresenta o estigio atual do desenvolvimento de um sistema
computacional para andlise ndo-linear de estruturas. Trata da parte do nucleo numérico do
sistema, responsavel pela obten¢do de trajetorias de equilibrio através de métodos
incrementais-iterativos. O sistema em desenvolvimento tem como base um programa de
elementos finitos que utiliza o paradigma de programagdo orientada a objetos como técnica
de implementacdo. Discutem-se as limita¢oes dos métodos incrementais-iterativos classicos
na solugcdo de problemas fisicamente ndo-lineares e propoe-se um método que contempla a
mecdnica do processo de deterioracdo do material utilizando uma combinacdo das
deformagoes em sub-dominios do problema. Apresenta-se a formulacdo deste método
utilizando deslocamentos incrementais e matriz de rigidez tangente. Os sub-dominios de
controle sdo caracterizados como agrupamentos de pontos de Gauss, uma vez que no Método
dos FElementos Finitos as deformagdes sdo obtidas nestes pontos. Assim, algumas
combinagoes de deformacgoes sdo implementadas e ¢ realizado um estudo da adequagdo das
mesmas a solugdo de diferentes problemas ndo-lineares.
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1 INTRODUCAO

A representacdo do comportamento nado-linear de estruturas, no espago parametro de
carga-deslocamentos, envolve fendmenos de aumento de deslocamentos com decréscimo de
cargas ou mesmo decréscimo de deslocamentos com decréscimo de cargas.

Na analise ndo-linear de uma estrutura, deseja-se obter trajetérias de equilibrio para
determinados graus de liberdade da discretizagdo, executando-se um processo incremental-
iterativo nas variaveis do problema.

Assim, dado um campo de deslocamentos e um fator de carga proporcional, equivalentes a
um ponto da trajetoria de equilibrio, deseja-se encontrar outro ponto de equilibrio de modo
que a variacao de determinadas grandezas do problema no passo incremental seja controlada.

Diferentes métodos incrementais-iterativos tém sido empregados para analise ndo-linear de
estruturas, destacando-se os métodos de controle de carga, de controle direto de
deslocamentos, de controle de comprimento de arco e de controle de deslocamento
generalizado.

Todos esses métodos e varios outros, concebidos a partir da mesma idéia, sdo dependentes
de pardmetros iniciais externos e falham em problemas fisicamente nao-lineares quando
ocorrem efeitos de localizacdo'>.

Numa analise geometricamente nao-linear, o problema de solu¢do das equacdes
incrementais de equilibrio acontece no nivel estrutural e, portanto, os deslocamentos nodais
sdo variaveis representativas dos fendmenos. Nestes casos, os métodos que utilizam
combinagdes dos deslocamentos nodais apresentam bons resultados. Em tais métodos, as
trajetorias de equilibrio sdo obtidas através de restricdes geométricas as formas das mesmas,
sem nenhum argumento relacionado a mecanica do processo de carregamento ou
descarregamento da estrutura.

Em problemas fisicamente nao-lineares, entretanto, os fendmenos acontecem no nivel
local, nos pontos onde as variaveis da relagdo constitutiva sdo calculadas, os pontos de
integracdo. Portanto, somente restricdes feitas as combinagdes dos deslocamentos nodais ndo
oferecem tratamento adequado a obtencdo das trajetérias de equilibrio.

Na tentativa de superar essas limita¢des, propde-se o método de controle de deformagdes
baseado nos trabalhos de Chen e Schreyer' e Pitangueira’. Este método possui um
embasamento fisico que contempla a mecanica do processo de deterioragdo do material,
utilizando uma combinagdo das deformagdes em um ou mais pontos do dominio do problema
como parametro de controle.

2 METODOS CLASSICOS

Numa analise ndo-linear, confronta-se com o problema de resolver o sistema de N+1
incognitas (N deslocamentos incrementais e um incremento no fator de carga) e N+1
equagdes (N equagdes de equilibrio € uma equagdo de restrigdo).

Um processo incremental-iterativo torna-se necessario para solucionar o problema. Para
este fim, a equagdo de equilibrio incremental correspondente a iteragdo j do passo i pode ser
escrita na forma abaixo:
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KT, {oUT; = o7, - {Py+{0)) (M

onde,
[K ];71 ¢ a matriz de rigidez tangente na iteracdo j-1 do passo i, funcdo do campo de
deslocamentos {U };71 ;
{oU }'j ¢ o vetor deslocamentos incrementais da iteragdo j do passo i;
5/12. ¢ o incremento do fator de cargas na iteracdo j do passo i;
{P} & o vetor de cargas de referéncia;
{Q};_1 ¢ o vetor de forcas residuais da iteracdo j-1 do passo i.

Inicialmente, estabelece-se, em fung¢do do parametro de controle, um valor para o
incremento do fator de carga 8A;, podendo-se entdo obter {5U }i , 0 qual pode ser decomposto

. \ A . P \ .
nas parcelas associadas a carga de referéncia, {5U }f , € a carga residual {5U }jQ , na forma:

U}, =64, {oU Y] + 15U }° 2)
com [&].. - iUt ={P} 3)
e &1, -{eUl =10}, )

Ao final de cada iteracdo, a convergéncia ¢ verificada através da magnitude do vetor de
forcas residuais {Q} e o processo iterativo continua até que determinado critério de

A . . . . ~ , . , P
convergéncia seja atendido. Se uma nova iteragdo for necessaria, apos calculados {5U } ;e

{5U }jQ utilizando-se (3) e (4), o valor de 64, deve ser obtido com uma equagdo de restrigdo

que envolve combinagdes das grandezas do problema.

O método de controle de cargas possui a carga externa incrementada de um valor constante
somente na 1? iteracdo (j=1) de cada passo. Para as demais iteragcdes (j>1), o incremento de
carga ¢ feito igual a zero, implicando num carregamento externo sempre constante. Assim, a
utilizagdo deste método falha na passagem por pontos limites.

Mesmo utilizando o método de controle direto de deslocamentos ndo € possivel a descri¢cdo
de trajetorias de equilibrio pos-critico, onde ocorra redugdo de carga acompanhada de redugao
de deslocamentos, uma vez que este método™’® supde que as iteragdes sdo processadas a um
deslocamento constante, cujo parametro de controle ¢ uma componente de deslocamento
previamente escolhida.

Para solucionar as dificuldades destes métodos, o uso de combinacdes de deslocamentos e
fator de carga, para controlar a trajetoria de iteragcdo, tem sido adotado nos métodos de
controle de comprimento de arco.

Nos métodos de comprimento de arco, o processo iterativo ¢ controlado através de uma
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combinagdo geométrica entre as variaveis deslocamentos e fator de carga proporcional.
Dentre as combinagdes mais utilizadas destacam-se aquelas nas quais: (1) a trajetéria de
iteracdo ¢ ortogonal a tangente inicial”'’, (2) a trajetoria de iteragio ¢ ortogonal & tangente da
iteragdo anterior'' e (3) a trajetoria de iteragdo ¢ um arco de circunferéncia'®"’.

Além dos métodos de comprimento de arco, outros métodos, que também utilizam
combinagdes de deslocamentos e fator de carga, tém sido adotados com éxito na solugdo de
problemas geometricamente ndo-lineares. Dentre estes métodos pode-se citar o de controle de
deslocamento generalizado®, o de controle de trabalho' ¢ o de controle de residuo

ortogonal'’.

3 METODO DE CONTROLE DE DEFORMACOES

Como ja discutido, os métodos classicos de controle, em virtude de serem baseados nos
valores dos deslocamentos nodais, sdo ineficientes para descrever trajetorias de equilibrio de
problemas fisicamente ndo-lineares, particularmente quando da ocorréncia de localizagdo de
deformacdes.

Visando superar estas limitagdes, propde-se um método baseado nos trabalhos de Chen e
Schreyer® e Pitangueira’, que contempla a mecanica do processo de deterioragdo do material
utilizando uma combinac¢do das deformacdes em um ou mais pontos do dominio do problema.

A seguir, apresenta-se a formulacdo deste método, utilizando-se deslocamentos
incrementais e matriz de rigidez tangente, segundo a formulagcdo genérica apresentada,
anteriormente, para os métodos classicos.

O vetor incremento de deformagdes em determinada porg¢do do dominio do problema (um
ponto de Gauss, alguns elementos finitos ou toda a discretizac¢do), genericamente denominada
Q, pode ser obtido utilizando-se a particdo dos deslocamentos incrementais dada na equagao
(2) e arelacdo incremental deformacao-deslocamento nodal dada por

{oe) =[B]* foU}” 5)

onde [B]® é a matriz de transformacéo dos deslocamentos nodais em deformacdes.
Logo, o vetor incremento de deformacdes ¢ dado por

{0e} = oA, {oe}" +{oe (6)
com {55};3 =[B]*{sU }1; (7
e (o} =[B]* {oU}° ()

Deseja-se controlar uma combinacao linear das deformagdes dada pelo produto escalar

e {se}” = ae ©)
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onde {C}” ¢ um vetor de restricio dimensionado para o sub-dominio Q, onde se deseja
combinar as deformagdes {d¢}”, e definido a partir da combinagio linear das deformagdes
que controla o processo. {C}Q pode ser um dado externo da analise ou pode ser obtido para
cada passo incremental com base no campo de deformagdes do final do Gltimo passo.

O produto interno do vetor {C }Q pelos termos da equacgdo (6) resulta em
T T T
e AoelT =ar {cf” oef+{C}” -{oe)? (10)

Como, no final do ultimo passo, {5U }% ¢ nulo, da equagdo (8) tem-se que o incremento de

deformagdes associado as cargas residuais, {58}/9, também ¢ nulo. Assim, para a primeira

iteracdo do novo passo, a equagdo (10) fica
" {se)? =oa,{c)™ fos)t,  paraj=1 (11)

A substitui¢do de (9) em (11) permite obter o incremento no fator de cargas proporcionais
para a primeira iteragdo dado por

oA, :L, para j=1 (12)

Lo ey

Para as demais iteracdes (j>1), como ndo se deve alterar a combinacdo de controle
assegurada por (12), o incremento no fator de cargas pode ser obtido pela substituicao de

{C}QT -{65}? =0, para j>1 (13)
na equagao (10), resultando em
R

A, =L para j>1 (14)
L e

As equagdes (12) e (14) permitem solucionar as equacdes incrementais de equilibrio
utilizando o método de controle de deformagdes, bastando que se defina o sub-dominio ¢ a

combinacdo de deformagdes desejada para o vetor {C &

Os diversos sub-dominios Q2 sdo definidos como agrupamentos de pontos de Gauss, uma
vez que, no Método dos Elementos Finitos, normalmente, as deformagdes sao obtidas nestes
pontos. Tais agrupamentos podem representar toda a malha, um ou mais elementos ou apenas
um ponto de Gauss de determinado elemento.

No estagio atual, as combinacdes disponibilizadas para controlar as deformagdes nestes
sub-dominios sdo:

i. Controle da média de todas as componentes de deformagao em toda a malha;
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ii. Controle da média de todas as componentes de deformagao em alguns elementos;

iii. Controle da média de todas as componentes de deformag¢dao em um ponto de Gauss;

iv. Controle da média dos valores de uma componente de deformagdo em toda a malha;

v. Controle da média dos valores de uma componente de deformacdo em alguns
elementos;

vi. Controle do valor de uma componente de deformagao em um ponto de Gauss.

4 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

Apesar do grande desenvolvimento observado na area de métodos incrementais-iterativos,
pouca importancia foi dada aos aspectos relativos a implementagdo computacional. Em 1990,
Yang e Shieh® propuseram um algoritmo que generaliza os diversos métodos de controle em
um Unico procedimento numérico. Esta generalizacdo ¢ bastante conveniente, quando
implementada segundo o paradigma de programacao orientada a objetos.

A implementacdo dos modelos discutidos neste artigo segue esta proposta e foi feita no
FEMOOP - “Finite Element Method Object Oriented Program”. Na versdo atual do
FEMOOP’, o algoritmo genérico proposto por Yang e Shieh®, com alguns métodos de
controle, ja estd implementado. Como o programa ¢ baseado na metodologia de programagao
orientada a objetos, a referida implementacdo pode ser expandida para contemplar outros
métodos de controle discutidos aqui.

A Figura 1 mostra, simplificadamente, a organizagdo das superclasses do FEMOOP”.

—| Node | Gauss H ConstModel H Material |

—| Element Shape | Shape

-

|
| Driver H FEM —| Material | Node | Node |
|

—| AnalysisModel | AnalysisModel | Gauss

—| LoadElement AnalysisModel |

Figura 1: Instancias de classes do FEMOOP.

A classe Driver é responsavel pela defini¢do do tipo de problema a ser solucionado
(mecanico, temperatura, etc.), inicializa os objetos da classe FEM (“Finite Element Method™)
e da classe Path e imprime os dados de entrada. A discretizagdo espacial do dominio em
elementos finitos ¢ realizada pela classe FEM. Esta contém métodos para montagem de
matrizes e vetores globais bem como para impressdo de resultados. A classe AnalysisModel é
a responsavel pelos dados e métodos que dependem unicamente do tipo de analise escolhido
(estado plano de tensdes ¢ de deformagdes, solido, axissimétrico, etc.). A classe Material
descreve os materiais que compdem a discretizacdo através de métodos para a leitura dos
dados e para consulta de todos os pardmetros. As informagoes relativas aos nés (coordenadas,
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condi¢cdes de suporte, carregamento, etc.) sdo de responsabilidade da classe Node, a qual
possui métodos para numeragdo dos graus de liberdade do modelo bem como para consulta e
atribuicdo de valores nodais. A classe Shape responde pelas fungdes de mapeamento e pela
conectividade dos elementos. A classe Gauss responde por coordenadas e pesos dos pontos
de integracdo numérica como também pelo estado constitutivo do material naquele ponto. A
classe Element possui um objeto do tipo Shape, uma referéncia a classe AnalysisModel, outra
a classe Node e varios objetos do tipo Gauss, de modo a obter as grandezas relativas a
determinado elemento finito da malha. A classe LoadElement utiliza os métodos da classe
Shape e da classe Gauss para efeito de calculo de forgcas nodais equivalentes. A classe
ConstModel ¢é responsavel pelo calculo de tensdes ¢ modificagdo das relagdes constitutivas
dos materiais.

A implementagdo dos métodos de controle para obtengdo das trajetorias de equilibrio ¢é
suportada, no FEMOOP, pela classe Path , cuja hierarquia estd mostrada na Figura 2. As
subclasses da classe Path sdo responsaveis pela solugdo de problemas nao-lineares através de
um dos métodos de controle anteriormente citados.

Entre os métodos desta classe, as fung¢des Solver( ) e LoadFactor( ) sdo as mais
importantes. A fungio Solver( ) implementa o algoritmo genérico proposto por Yang e Shich®.
Os métodos de controle de carga (subclasse PathLCM), de controle direto de deslocamentos
(subclasse PathDCM), de controle de deslocamento generalizado (subclasse PathGDCM) e de
controle de comprimento de arco (subclasses PathCLALC, PathlIOALC e PathUOALC)
utilizam uma tnica forma de Solver( ), ficando por conta da fungdo virtual LoadFactor( ) a
caracterizagdo dos diferentes processos.

Como pode ser visto na Figura 2, a classe Path foi expandida para disponibilizar o método
de controle por trabalho (subclasse PathW(CM) e o método de residuo ortogonal (subclasse
PathORCM). Estes métodos utilizam a funcdo Solver( ), ja implementada no programa, e
redefine a fun¢do LoadFactor( ).

A funcdo Solver( ), ja implementada, também ¢ usada pelo método de controle de
deformacdes. Neste caso, entretanto, a obtencdo do fator de carga (equacdes 12 e 14 )
depende do calculo das deformacdes e da defini¢ao dos vetores de combinagao. Assim, optou-
se por uma hierarquia de classes em trés niveis. A subclasse PathSCM (Figura 2) redefine o
método LoadFactor( ). Para a caracterizacdo dos diversos sub-dominios de controle, as
seguintes subclasses sdo derivadas de PathSCM (ver Figura 2):

PathMSC: realiza combinagdes de deformagdes para toda a malha.

PathESC: realiza combinagdes de deformagdes para alguns elementos.

PathGSC: realiza combinacdes de deformagles para um ponto de Gauss de determinado
elemento.

Cada uma destas subclasses contém os métodos DomainLenght( ), responsavel pela
defini¢do do tamanho do sub-dominio Q, StrainPVector( ) e StrainQVector( ), responsaveis
pelo calculo dos vetores de deformacdo devido a carga de referéncia e a carga residual,
respectivamente. Dessas ultimas, derivam as seguintes classes que implementam a fungao

MountSC( ), que ¢ a responsavel pela montagem do vetor {C}Q para cada combinagdo
desejada (ver Figura 2):
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PathMSCI: controla a média de todas as componentes de deformagdo em toda a malha.

PathMSC?2: controla a média de uma componente de deformagdo em toda a malha.

PathESCI: controla a média de todas as componentes de deformagdo em alguns
elementos.

PathESC2: controla a média de uma componente de deformag@o em alguns elementos.

PathGSCI: controla a média de todas as componentes de deformagdo em um ponto de
Gauss.

PathGSC2: controla o valor de uma componente de deformagao em um ponto de Gauss.

Path
Solver()
AN

PathDCM
LoadFactor()

PathGDCM
LoadFactor()

PathLCM
LoadFactor()

PathALCM

”
Expansdo LoadFactor() | | |
e —_ 4 | PathCLALC PathlOALC PathUOALC

s | 1| PathWCM i LoadFactor() LoadFactor() LoadFactor()
A ! | LoadFactor() |!
M |
i | PathORCM i Expansdo
| [LoadFactor(} |} =
O J /
PathSCM |, s
LoadFactor()
PathMSC PathESC PathGSC
DomainLenght() DomainLenght() DomainLenght()
StrainPVector() StrainPVector() StrainPVector()
StrainQVector() StrainQVector() StrainQVector()
| |
PathMSC1 PathESC1 PathGSCH1
MountSC() MountSC() MountSC()
PathMSC2 PathESC2 PathGSC2
MountSC() MountSC() MountSC()

Figura 2: Hierarquia da classe Path.
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5 SIMULACOES NUMERICAS

5.1 Viga com entalhe

Uma viga de concreto de dimensdes 2.5 x 1 x 1 m, com um entalhe de 0.1 m de abertura e
0.2 m de extensdo, ¢ tomada como referéncia para estudo da adequacdo dos métodos de
controle, anteriormente citados, na obtencdo de trajetorias de equilibrio.

A discretizacdo em elementos finitos de quatro nds, em estado plano de tensdes, com 4
pontos de integragao ¢ mostrada na Figura 3.

15 | 16

Figura 3: Malha de elementos finitos utilizada para a viga com alguns elementos em destaque.

O comportamento nao-linear do material ¢ representado com o modelo constitutivo de
dano escalar. Neste modelo, a variacao da rigidez ¢ monitorada através de relagdes tensdo x
deformacao escalares descritas em funcao das seguintes propriedades do material:

Eo = modulo de elasticidade tangente inicial;

v = coeficiente de Poisson;

f; = limite de resisténcia a tracdo axial;

f. = limite de resisténcia a compressao axial;

€. = deformacao correspondente ao limite f;;

g = energia de fratura por unidade de volume.

A Tabela 1 mostra os valores adotados.

Tabela 1: Propriedades do material.

Eq (MPa) v f; (MPa) f. (MPa) € gr (MPa)
2.0e4 0.2 2.0 20.0 2.0e-3 2.0e-5

Considerando a carga de referéncia Py = -1.0 kN e admitindo-se uma tolerancia para a
convergéncia de 10, foram obtidas trajetorias de equilibrio para os diferentes métodos de
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controle. A Figura 4 mostra os graficos fator de carga x deslocamento vertical do ponto de
aplicacdo da carga obtidos utilizando os métodos de comprimento de arco cilindrico (CLAL),
deslocamento direto (DCM), deslocamento generalizado (GDCM), residuo ortogonal
(ORCM) e de controle por trabalho (WORK).

< —— CLAL
20
S 04 -8-DCM
3
< -&- GDCM
‘5 0,3
< - ORCM
=

029 —— WORK

0,0 T T T T T T T
0,0E+00 1,0E-04 2,0E-04 3,0E-04 4,0E-04 5,0E-04 6,0E-04 7,0E-04 8,0E-04

Desl.Vertical do Ponto de Aplicaciio da Carga (m)

Figura 4: Trajetorias de equilibrio utilizando alguns métodos classicos.

Também foram realizados estudos sobre a obtencao das trajetorias de equilibrio utilizando
o método de controle de deformagdes, nos quais adotou-se todas as combinagdes e sub-
dominios anteriormente citados, entretanto, os melhores resultados foram obtidos através do
controle da média de todas as componentes de deformagdo dos elementos 5, 6, 15 ¢ 16 (caso
1) e também do elemento 16 (caso 2), bem como através do controle da média dos valores da
componente & do elemento 5 (caso 3) e também do elemento 16 (caso 4). A Figura 5 mostra
os graficos obtidos para tais combinagdes e sub-dominios.

—*-caso 1
0,4 1 —8-caso 2
—4—caso 3
—e—caso 4

Fator de Carga

0,0E+00 1,0E-04 2,0E-04 3,0E-04 4,0E-04 5,0E-04 6,0E-04 7,0E-04 8,0E-04
Desl. Vertical do Ponto de Aplicacdo da Carga (m)

Figura 5: Trajetdrias de equilibrio utilizando o método de controle de deformagdes.
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5.2 Arco abatido

O problema geometricamente ndo-linear de um arco abatido de espessura 0.753 in, é agora
tomado como referéncia para estudo da adequacdo dos métodos de controle na obtengao de
trajetorias de equilibrio. O arco ¢ composto por material isotropico e seu modulo de
elasticidade ¢ E = 10.3 x 10° Ib/in”.

A discretizacdo em elementos finitos de oito nos, em estado plano de tensdes, com 9
pontos de integracdo ¢ mostrada na Figura 6.

12.943”

%
o
S

0.386”

Figura 6: Malha de elementos finitos utilizada para o arco destacando o ponto de Gauss 3 do elemento
6.

Considerando a carga de referéncia Py = -20.0 1b e admitindo-se uma tolerancia para a
convergéncia de 10, foram obtidas as trajetorias de equilibrio para os diferentes métodos de
controle. A Figura 7 mostra os graficos fator de carga x deslocamento vertical do ponto de
aplicacdo da carga obtidos utilizando alguns métodos cléassicos.

——CLAL
-=-DCM

-4 GDCM
—*-ORCM
—— WORK

Fator de Carga

0,54

0,0
0.0E+00 1,0E-01 2,0E-01 3,0E-01 4,0E-01 5,0E-01 6,0E-01

Desl. Vertical do Ponto de Aplicagido da Carga (in)
Figura 7: Trajetorias de equilibrio utilizando alguns métodos cléssicos.

Também foram realizados estudos sobre a obtencdo das trajetorias de equilibrio utilizando
o método de controle de deformagdes, nos quais adotou-se todas as combinagdes e sub-
dominios anteriormente citados, entretanto, o melhor resultado foi obtido através do controle
da média do valor da componente g do ponto de Gauss 3 do elemento 6. A Figura 8 mostra o
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grafico obtido para tal combinag¢do e sub-dominio.

Fator de Carga
S

°

0,0
0,0E+00 1,0E-01 2,0E-01 3,0E-01 4,0E-01 5,0E-01 6.0E-01

Desl. Vertical do Ponto de Aplica¢do da Carga (in)

Figura 8: Trajetorias de equilibrio utilizando o método de controle de deformagdes.

5.3 Barra Comprimida

Uma barra comprimida, ¢ tomada como referéncia para estudo da ocorréncia de
localizagdo de deformagdes em problemas fisicamente nao-lineares. A discretizagdo em
elementos finitos de quatro nés, em estado plano de tensdes, com 4 pontos de integragdo ¢é
mostrada na Figura 9. Tomar-se-4 o elemento central como zona de localizagao.

2 3 Po=20MN/m

L=12m
Espessura= 1.0 m

(L=h)/2 h (L=h)/2

Figura 9: Discretizagdo em elementos finitos para um problema de localizagdo de deformagdes.

Considerando-se relagdes tensdo x deformagdo bi-lineares (Figura 10), de modo que o
elemento central seja menos resistente que os demais, os parametros mostrados na Tabela 2

foram adotados.

Tabela 2: Parametros do material usados no problema de localizagao.

Elemento Ey (MPa) v f. (MPa) E, (MPa)
le3 2.0e4 0.2 25.0 -5.0e3
2 2.0e4 0.2 20.0 -5.0e3
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Figura 10: Relagdes tensdo x deformagdo bi-lineares.

Depois que a tensdo axial no elemento 2 atinge o limite f, = 20 MPa, qualquer acréscimo
de deformacdo faz o mesmo percorrer o ramo descendente de sua resposta constitutiva, com
inclinagdo E,, forgando um decremento no valor da tens@o axial e, conseqiientemente, no
valor da carga externa. Como os demais elementos (elementos 1 e 3) t€ém um limite de
resisténcia ligeiramente superior, os mesmos sofrerdo descarregamento segundo uma
inclinagdo Ey. Desta maneira, a solu¢do para o incremento do deslocamento da face de
aplicacdo do carregamento ¢ fun¢do da extensdo da regido de localizagdo (h), dos modulos de
elasticidade Ey e E, e da extensdo da regido em descarregamento (L — h).

Utilizando o modelo constitutivo de dano escalar e admitindo-se uma tolerancia de 107,
foram obtidas as trajetorias de equilibrio para varios valores de h/L, mostradas na Figura 11,
onde foi adotado o método de controle de deslocamento generalizado para representar os
métodos classicos.

0.8 4

& S h/L =173
s =hL=1/4
@ 0,6 4 —A—h/L=1/6
=

S —-h/L=1/12
1=

=

= 0,4 4

0,0 T T T
0,0E+00 5,0E-03 1,0E-02 1,5E-02 2,0E-02

Desl. da Face de Aplicacio da Carga (m)

Figura 11: Solucdo do problema de localizagdo com o método de controle de deslocamento generalizado.

Para obter as trajetérias de equilibrio, utilizando o método de controle de deformagdes,
adotou-se o controle da média das componentes g do elemento central (2). A Figura 12
mostra o grafico obtido para tal combinagao e sub-dominio.
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1,2

1,0 4
-]
£%.8 > h/L=1/3
S = h/L=1/4
3 0.6 -a—h/L=1/6
= - h/L=1/12
S04
-]
=

0,2 4

0,0 & ‘ ‘ ‘

0,0E+00 5,0E-03 1,0E-02 1,5E-02 2,0E-02

Desl. da Face de Aplicacdo da Carga (m)

Figura 12: Solugdo do problema de localizagdo com o método de controle de deformagdes.

6 CONSIDERACOES FINAIS

As simulagdes apresentadas permitem dizer que tanto os métodos classicos quanto o
método de controle de deformagdes proposto sao adequados para descrever trajetorias de
equilibrio de problemas geometricamente nao-lineares. Em problemas fisicamente nao-
lineares, entretanto, os métodos classicos apresentam-se numericamente instaveis,
principalmente quando ocorrem efeitos de localizacdo de deformacgdes.

A simulacdo da barra comprimida mostra que o método de deslocamento generalizado nao
foi capaz de representar situagdes de acentuados “snap-backs” causadas pela localizagao de
deformagdes do elemento 2. Entretanto, tais situagcdes foram satisfatoriamente obtidas com o
uso do método de controle de deformacdes, revelando a importancia do controle de grandezas
representativas de fendmenos fisicamente nao-lineares localizados.

As trajetorias de equilibrio obtidas para a viga com entalhe, utilizando controle de
deformacgdes, apresentam bifurcacdes no ramo descendente que ndo foram representadas
pelos métodos classicos. Tais bifurcagdes podem ser representativas do comportamento da
viga, uma vez que foram controladas grandezas em torno da trinca. Dessa forma, pode-se
dizer que o método proposto permite descrever trajetorias mais realistas.

O desempenho dos métodos no ajuste automatico do tamanho do passo incremental em
funcdo da variagdo da rigidez € outro aspecto relevante. Também neste caso, o método
proposto se mostrou mais eficiente, como pode ser observado nas diversas simulacdes
apresentadas.

No estagio atual da implementacdo dos métodos de controle de deformagdes, outras
combinagdes envolvendo valores principais e normas estdo sendo disponibilizadas.
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