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Resumen. La presencia de masas adosadas en elementos estructurales (vigas, placas)
sometidos a exdtaciones dindmicas genera unincremento seveo de las tensiones.

Espor ello queresulta una pactica habitual reforzar la zona e la estructura donae se adosa
la masa. Con ese fin se utilizan de manera cada vez mas freaentes, materiales anisotropos
como pa gemplo lo sonlas resinas epoxidicas.

Como conseauencia, resulta de interés para el ingeniero de disefio, dsporer de informacion
sobre su comportamiento dnamico: freauencias naturales, formas moddes, etc..

En e presente trabgo se estudian las vibraciones transversales libres de placas
redanguares con inclusiones anisotropas que llevan masas rigidamente adosadas,
determindndcse sus freauencias naturales. Adiciondmente se ha considerado la pasibilidad
de presencia de hueas que permitan € pasaje de ondLctos

Para ello se reaurre al méodo variaciond de Rayleigh - Ritz aproximandase la amplitud ce
desplazamiento transversal en términos de “ funcionesviga’ .

Ello condwce a series dobes truncadas que satisfacen idénticamente las condciones en los
bordes externcs..

733


marce
733


ENIEF 2003 - XIIl Congreso sobre Métodos Numéricos y sus Aplicaciones

1 INTRODUCCION

El efedo de masas concentradas en elementos estructurales vibrantes es una situadon
tecnoldgica habitual en problemas de ingenieria (desde motores bre vigas y losas en
ingenieria dvil hasta ¢ efedo de mndensadores y transformadores en plaguetas de drcuitos
impresos en ingenieria dedronica). En virtud de dlo e tema ha sido ampliamente tratado en
laliteratura' 2

En muchos casos resulta wnveniente reforzar la zona drcundante de la masa para lo que
pueden uili zarse materiales de caaderisticas anisbtropicas (por gemplo: resinas epoxidicas);
otras veces los esfuerzos dindmicos en proximidades de la vinculadén ce la masa, generan
dafios parciales en |la estructura gedandolas propiedades del material que pierde su isotropia

Ello ha motivado, que sea necesario determinar parametros dindmicos (freauencias
naturales, formas modales, etc,), de estructuras parcial o totalmente anisotropas’** >

Por otro lado, en € caso de losas puede suceder que, ademas del efedo de la masa
concentrada, debe tenerse en cuenta la presencia de hueaos que han debido ser redizados para
el pasgje de mnductosy canalizadones.

En & presente trabajo se presentan valores de los primeros coeficientes de freauencias
naturales de placa redangulares sSmplemente goyadas considerando dversas posibili dades
de ubicadén ce la masa y parche, considerdndose ademas la posibilidad de eistencia de
hueaos.

Para dlo se ha utilizado el Método Variadona de Rayleigh — Ritz, adoptando “funciones
viga” como funciones coordenadas en la goroximadon ce la deflexion transversal .

Ello garantiza ¢ cumplimiento de las condciones de borde en € contorno exterior.
Obviamente dichas funciones no cumplen las condciones de compatibilidad en la unién e
materiales, no olstante la utili zadon dal método e Rayleigh — Ritz legitimatal omision.

2 DESARROLL O
Cuando la placadelgada de espesor uniforme h efedta uno ce sus modas normales de

vibradaon:
w(x, y,t) =w(x, y)e'®* @
lafunciona de energiaque gobierna d problema es:

J [\N] =U max ~ Tmax (2

donce;
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Umax =U; +Uy, (3

con Umax: energia de deformadon maximade la placag correspondendo U, y U,, alas energias
de deformad én méximas de las porciones isotropas y anisotropas de la placarespedivamente

Y.
Thax =Ti +Ta + Ty 4

con Tha: energia dnética maxima total de la placg correspondendo T, T, a las energias
cinéticamaxima de las porciones isotropas y anisotropas de laplacay Ty, ala energia dnética
maximade lamasa oncentrada.

Las expresiones de las componrentes de la funcional de energia, siguiendo para  dominio
anisdtropola désicanotadén de Lekhnitskii® son:

1 GRY Epzw 62W AW
Ui=yP A, % é 2A-u Hax v xayg %xdy ©)
0
U, :lﬂ EDll.Eii/z\/E> +2D,,. "2";’ .azw + Dzz.gilzvg +4.Dg. w g +
2))r g ox x> oy’ oy X0y

"'4-%)16-M + Dy ME_W dy

(6)

x> ay> Hoxay
1
T =P h _wz_h W?dxd )
1
To =3P e w0, Woekdy ®
T, =%mw2 [ WX ¥e) [ ©

donce A; es e &reade la porcion isotropa de la placa A, e areadel parche anisotropg
3

E.h
D, = 1 eslarigidez o flexion ce la placaisdtropa on E; en méduo de You e
1 Em g p pa 1 my p

coeficiente de Poison; Dj; son los coeficientes de rigidez de la parte anisotropa; p;, p SOn
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los valores de densidad de ambas porciones de la placay M es la magnitud ce la masa
concentrada rigidamente adosada en la pasicion (Xm, Yim)-
No han sidotenidos en cuenta dedos de inercia rotatoria

La funcion desplazamiento de la placa & aproximada por la siguiente serie de Fourier
truncada:

N M
W(x,y) OW, (x,y)= Z Z Brim sen? sen% (10
m

donce cala funcibn coordenada satisface idénticamente las condciones de borde
simplemente gpoyado en €l contorno exterior delaplaca

Por otro lado, la serie precalente expresa la solucién exada d problemade vibradon libre
de la placaisotropa redangular. Sustituyendo (10) en las expresiones (5) a (9), comporentes
de (3) y (4) y requiriendolaminimizadon ce lafunciona (2)

oI, ] _

0, n=12....N, m=12,..M,
0B,m : :

se obtiene un determinante eaiadon cuyas raices n los coeficientes de freauencias naturales

delaplaca ompuesta:
Q= /p'—h wa?
Dy

3 RESULTADOSNUMERICOSY CONCLUSIONES

En primer lugar y alos efedos de verificar la goroximadén e lametoddogia propuesta, se
cdcularon valores de coeficientes de freauencias naturales de caos particulares cuyos
resultados £ encuentran dsponbles en la literatura. Para dlo sestomé N = M = 10 en la
easadon (10).

Enlas Tablas 1y 2 seindican las comparadones de los valores obtenidos para los casos de
placaisotropa @n masa cetraday placa aisotropa cn masa ubicada en distintas posiciones
respedivamente. Se observa que la groximadon lograda es stisfadoria desde € purto de
vistaingenieril.

Se adara, que en € caso delaTablaly parareladon dce ladosA :% =2, noseindica ¢

valor de Q, = 78.957 po tratarse de un modo ¢k vibradén qte tiene una lineanoda centra
gue ontiene d punto de glicadon delamasa; por lo cua éstanoinfluye en € coeficiente de
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freauenciay obviamente d resultado qLe brindala groximadon popuesta es exada.

En la Tabla 2 se ha mnsiderado para d material de la placalos sguientes valores de las

constantes:

D,,/D,; =0.3;

D,,/D,;, =0.5= D66/D11 y DlG/Dll =

Wl

D26/ Dll

Tabla 1: Coeficientes de Freauencias Naturales Q de una placaredanguar isétropa mn uramasa alosada en el
centro. Comparad én de resultados

] A=3=1 A=3;=2
m= A/I 0 Q4 Q, Q Qs
Presente 7 Presente 7 Presente 7 Presente 7
Esudio | " | Eswdio | @ | Esudio | R | Eswdio | RO
0.1 16.432 16.596 75.697 75.836 41.231 41.309 119982 | 112798
0.25 13416 13.740 65.574 65.731 33.764 33.923 103247 | 104756
0.5 10.954 11.088 60.249 60.408 26.833 27.160 98.336 100161
1 8.3666 8.4935 57.009 57.175 20.248 20.665 95.342 97.271

Tabla 2: Coeficientes de Freauencias Naturales Q de una placa ciadrada anisétropa con ura masa alosada en
distintas posiciones. Comparadén de resultados

M W Presente
XV Yry m= AA Q= /szaz Ref. ® Estudio
a b p Dy N=M =10

Q, 15.2 15.24
0.1 Q, 36.86 36.88
Q, 50.54 5059
05 05 Q 118 11.84
0.3 Q, 36.86 36.88
Qs 46.47 46.48
Q, 16.48 16.49
0.1 Q, 3438 34.64
Q, 44.92 45,60
0.75 05 Q 13.66 13.66
0.3 Q, 3069 30.82
Qs 41.96 4243
Q, 16.41 16.49
0.1 Q, 3167 3167
Q, 4965 4996
05 0.75 Q 1343 1345
0.3 Q, 27.82 28.28
Qs 4895 49.49
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A continuadén se analizaron dstintas configurad ones:

En primer lugar se determinaron coeficientes de freauencias naturales para placa
redangulares con masa einclusién anisotropa centrada (Figura 1).

Placa Isétropa

Parche Anisotropo

) M T)ﬁ

X1_,|X2_>|

Figura 1: Placaisttropa cn masa einclusién anisétropa cantrada

Los valores ® indican en la Tabla 3, siendo los pardmetros que caaderizan lainclusion
anisotropalos sguientes:

Dyq

u=03 P4=-205 1122856 %22 - 2256

Pr 1 1
D2 _ 5162 P66 - 765 Die _g75 P -5
Dy Dy Dy Dy

Se adara que en este, como en todcs los casos £ expresa la magnitud de la masa alosada
en reladon ala masa red de la placam= % , considerando inclusiones anisotrépicas y
p

descontando hieas.
Se han considerado dstintos tamafios paralos “parches’ anisotropos y dos magnitudes para
lareladon de masas
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Tabla 3: Coeficientes de Freauencias Naturales Q de una placaredanguar isétropa wn uramasa alosada e
inclusion anisdtropa centradas para distintas magnitudes de masa einclusion.

A= % X1= 1 x2= 92| m Q Q Qs Q4 Qs
01| 1612 4878 4899 78.93 86.08
0.4 0.6 03| 1342 4878 4899 7456 8161
01| 1581 4528 4701 76.68 88.88
0.3 0.7 03| 1342 4528 4701 7239 81.91
1 01| 1612 4243 46.69 70.07 8118
0.2 0.8 03| 1342 4243 46.69 63.48 75.83
01| 1643 4313 4950 67.97 80.25
0.1 0.9 03| 1342 4313 4949 60.17 76.81
01| 2627 61.15 97.72 10095 13027
0.4 0.6 03| 2168 6115 93.86 97.72 13027
01| 2549 57.96 91.49 10124 12830
0.3 0.7 03| 2145 57.96 91.49 93.06 12814
32 01| 2569 56.30 86.89 94.07 11960
0.2 0.8 03| 2168 56.30 84.49 86.89 11916
01| 2608 58.82 88,54 92.46 12079
0.1 0.9 03| 2121 58.82 82.46 8854 12012
0.1| 4050 7829 11636 16616 19380
0.4 0.6 03| 3317 78.29 10886 16616 19380
01| 3911 74.23 11679 15521 19063
0.3 07 03| 3286 74.23 107.98 15521 19063
2 01| 3911 7197 10991 14690 18064
0.2 08 03| 3271 71.97 99.85 14690 18058
01| 3937 75.03 10927 14839 18044
01 09 03| 3178 75.03 99.09 14839 18008

Posteriormente se analizd € caso en que la masa y la inclusién anisotropa se encuentran
desplazados del centro de la placa(Figura 2), manteniéndaose la ubicaddn central de la masa
en lainclusiony e tamafiorelativo de éta (0.4a x 0.4b) conrespedo alaplaca

Se han considerado dstintas posiciones y magnitudes parala masa mncentrada.

Los resultados obtenidos £ indican en laTabla 4.
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y
b
Placa Is6tropa Ty4
Parche Anisotropo —_—
? VE
./ /_\ Tyz
M
.
a
X1 X3
—p Xo —>| Xq

Figura 2: Placaisttropa cn masa einclusién anisétropa desplazalas del centro delaplaca

Tabla4: Coeficientes de Freauencias Naturales Q de la placaredanguar isétropa cn masa alosada einclusion
anisotropa desplazalas del centro.

Xm o Ym [ X - [Yi- Y2 [A=ES | m| @ Q, Qs Q4 Q,
N=1 0.1 | 17029 | 43243 | 48579 | 77265 | 89386
- 3| 15166 | 39497 | 48477 | 77201 | 83.606
05 0.79 03- 07 | 055095 03
X =32 0.1 | 27568 | 60663 | 86948 | 107796 | 125778
a 0.3 | 24494 | 60580 | 76941 | 10597 | 12569
N=1 0.1 | 17606 | 43011 | 49193 | 77265 | 87.749
- 3| 15811 | 38729 | 49092 | 77.006 | 80312
0.5 0.8] 03-07 | 06-10 0.3
X =32 0.1 | 28460 | 61484 | 86544 | 10927 | 125698
a 0.3 | 25884 | 61400 | 75960 | 107657 | 125579
N=1 0.1 | 18708 | 44609 | 48989 | 73959 | 94127
B 3| 17.888 | 39243 | 48989 | 67.971 | 90609
0.8 0.8|06-10|06- 10 0.3
X =32 0.1 | 30495 | 58480 | 92466 | 107517 | 121326
a 0.3 | 28982 | 54037 | 85264 | 103875 | 118068
N=1 0.1 | 17888 | 44272 | 48373 | 74565 | 93488
B 3| 16432 | 38987 | 48270 | 70143 | 92249
0.75 0.74 0550.95 | 055095 0.3
X =32 0.1 | 28982 | 57879 | 91651 | 106854 | 121491
a 0.3 | 26457 | 53479 | 85790 | 104499 | 117.983
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Finalmente, se ha onsiderado la paosibilidad de que ademas del “parche” anisétropo, la
placapresente un hteo (Figura 3).

y
b
o | f
Z/_\ Placa Isétropa
-
Anisotropo () /\ Y2 f
| y f
1
a >
X1 | X
—p X2 =
e, .

Figura 3: Placaisétropa con masa einclusién anisétropay huea con sus centros dispuestos bre la diagonal.

Se obtuvieron valores para @ caso en gue x;=y1=0.15,X,=y»,=0.35, X3=y3=0.65, x,=y,=0.85,
variando la magnitud de m. Las propiedades mecéiicas de la inclusién son las mismas de
casos anteriores. Los resultados ® vuelcan enlaTablab.

Tabla5: Coeficientes de Freauencias Naturales Q de la placaredanguar isétropa cn masa adosada einclusion
anisotropa desplazalas del centro.

A= % " Q, Q, Q, Q,
0 11,747 19,053 31,686 40,890
% 0.25 10,440 16,823 30,017 37,108
05 8,9443 15,811 28,983 35,917
0 18,974 47,539 48,477 78,677
1 0.25 16,733 37,947 48,477 71,344
05 15,166 34,059 48,477 69,570
0 30,659 60,083 95,446 110,45
% 0.25 27,203 52,345 85,557 108,26
05 24,290 48,580 82,280 107,61
0 46,904 76,158 127,28 161,86
2 0.25 41,231 67,082 120,33 146,29
0.5 36,055 63,246 116,19 142,48
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Se oncluye en que la glicadon el Método e Rayleigh- Ritz, reaurriendo a funciones
vigaparala groximadon cela anplitud de deformadon, brindaun procedimiento eficaz para
ataca en forma direda la solucion de problemas de dta complgidad analitica @mo los
planteados, donae incluso resulta sumamente dificultosa su resolucion pa elementos finitos.

Logicamente, la predsion megorara s se incrementa d numero de términos en la
aproximadon
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