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Resumen. La solucién (formas modales) para €l problema de vibraciones libres de porticos
planos, poligonales abiertos esta gobernada por ecuaciones trascendentes. Al resolver este
problema por e método de rigidez, se divide cada tramo en elementos con aproximacion al-
gebraica. Para obtener mayor precision debe aumentarse el nimero de elementos y conse-
cuentemente el numero de incognitas.

Es entonces que €l caso de series de potencias para simular la forma modal de cada tramo sin
aproximaciones, es decir con precision arbitraria, tiene la ventaja que solo exige la continui-
dad estatica y geométrica en los nudos comunes, €l nimero de incognitas es solamente tres,
para cualquier tipo de vinculacion del pértico poligonal. Varios Ejemplos numéricos comple-
tan esta presentacion
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1. INTRODUCCION

En este trabgo se propone una dternativa para encontrar las frecuencias naturdes y formas mo-
dales de porticos planos abiertos smulando, mediante series de potencias, las formas modales tras-
cendentes con la precision deseada.

El gporte que brinda esta herramienta mediante |as conocidas series dgebraicas esla sistematiza-
cion delos dgoritmos de recurrencias d imponer € cumplimiento de los Sstemas diferencides, linea-
les 0 no™?, asi como abordar mediante la automatizacion de los productos de series los problemas
de coeficientes variables y de no linedidades funciondes.

En & apéndice A se desarrollan brevemente las expresiones generales de estas conocidas series
de potencias y se complementan con adgunas propiedades. En este trabg o se las aplica a problemas
de borde.

Tanto para porticos de barras uniformes como variables, este reemplazo de la forma moda de
cada barra por una serie de potencias, permite imponiendo la continuidad geométrica 'y estéticaen
cada union de barras consecutivas, hdlar las frecuencias naturales de estos tipos estructurales, con
s0lo plantear un determinante caracteristico de 6x6 para todos los casos de vinculacion. Claro es
gue este determinante algebraico en d autovaor es de ato orden puesto que proviene de la recu
rrencia diferencid y cada coeficiente de la serie depende del mismo. Pero un simple método de bi-
seccion elimina esta problemética aproximando cada frecuencia a través de la nulidad del determi-
nante aludido. Podemos entonces consignar que & nimero de incdgnitas — cuadquiera seala cantidad
de tramos del portico abierto — esalo sumo sais.

Comparando |a herramienta que presentamos con € Método de Rigidez *, observamos que éste
debe subdividir cada tramo del portico, con € inconveniente de crear tres incognitas por nudo, a
aceptar una aproximacion cubica para la forma moda de cada subtramo. Todo o expuesto se ex-
tiende para d caso de barras de directriz curva donde, tanto en e método propuesto como en € de
rigidez, debe dividirse é eemento en un nimero adecuado de tramos rectos.

Varias frecuencias calculadas para un poértico abierto se presentan indicandose las
correspondientes formas modales.

2. PLANTEO DEL PROBLEMA

En la Figura 1 se muestra un portico plano abierto ubicado en un sstema de referencia XY . Se
introduce ademas la sguiente nomenclatura:
X,Y :Eesglobdes
N : Numero de barras

N +1 : Nimero de nodos
(X;,Y;) : Coordenadas globales delosnodos (i =1,2,...N +1)
a (1=1,2,...,N): longitud de cada barra
X,y :Ejeslocdes
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{(EJ),, (EF),, (r F);} : caracteristicas mecanicas de cada barra
8, = (X - X+ (% YL

Figural: Modelo de pértico plano abierto.

2.1. Energias

Las expresiones correspondientes a la energia potencid de deformacion U y cinética K en fun-
Ccion delos desplazamientos u'y v, longitudind 'y transversd respectivamente son:

U=4u, @
1)
K=a K (b
i=1
en donde
1% M?(x) . 6% N¥(x) U
U ==— dx + A dx u 2
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Ki Z%(r F)iWZ(‘gai (Vi2 +ui2)dxi

M (%) == (EJ), v

N(x )= (EF ) ug
_ 10
9ix

y Sendo w Unico paratodo € portico. Ademés es ()¢

2.2. Ecuaciones Gober nantes

L as ecuaciones gobernante surgen de plantear € Principio de Hamiltor*>,i.e.
d(U-K)=0

0 sea,

Eo'jl ((E‘])i Qq\/i‘mvi@i)ﬁ +(EF), 6 utuddx, - (Er),w’ éii (v dv +udu i)dxi) -0

Integrando por partes obtenemos

(E2), vidvg - |(E9), itiv|? +(EF),utdu] +

5 oz

+ ) dv @(EI), v (1 F)wy i +¢) du, (EF),u@s (r F),w?y jix =0

De donde, para variaciones arbitrarias se debe cumplir parai =1,2,..., N, que

Ve Wy =0
AN &
udhc— - u =0
e'i g
Sendo
| =2
- JIIF
y ademés
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N 1
o

aEJ O
a
i=1

S vy,

aEF 0

1
+|c—2 uldu,
, &2 g

=0 (11)

0

1
&£ 6 dv
2o
q 0

donde hemos adoptado las coordenadas adimensiondesen x, =2, v (x) =V(a x) , en cada ba
a

rray V\/izz(r F); W2314a| _ a

G CONCaN
2.3. Condiciones de continuidad en nodos inter medios

Sea Da, =a, - a,,, € agulo relativo entre dos barras consecutivas, las tres condiciones geomé-
tricas por nudo conducen a

Viu(0) =V (C - u (DS (a)
U, (0)=v (DS+uy@C (b) (12)
3..v&D) =v% (0)a ©)
sendo C =cosDa; y S=senDa;,

Las variaciones dv¢,(0), dv,,(0) y du,(0) deducidas de las ecuaciones (12)ab y clas re-

emplazamos en (3) obteniendo las condiciones de equilibrio para cada nudo factoredndol as respec-
tivamente y luego deducimos que para cada nudo i-ésmo que:

3,1,V ¥0) = J, VL) (a)
J5.,V#0) = CJ;,viK1) + S5, ukD) (b) (13)
Fyi.,u, (0) = - SJ ,v&l) + CF,ugl) (©
donde
a6 ., _a&sJo . o &6
Jzi_gaza1\]3| gaga’Fu gaq
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2.4. Series de potencias propuestas

i g -
P =a AX
P (i =12...N)
%ui :é B, x’

=0

Reemplazando en (9) y (10), y factoreando para cada x' obtenemos las siguientes ecuaciones
de recurrencias

WA
Aia :j— (1=12,...,.M - 4 (14)
4
Bz =- ae/_vlg i (i=12,...,M- 2 (15)
eI i o] 2j
(i=12,...,N)
Sendo
. : : . j +Kk)!
Py =(1+D(1+2)-(1+k) = (JJL )

A suvez las condiciones (12) y (13) se escriben como
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N

Lv) P AL, =CaA-SAB (a)
! j i
.I.
geomi(u) P B, =Sa A +Ca B, (b)
i j i
:
109 P A =228 Ay ©
]
i J., . 16
::: V& P A :#él 2 A+ (d) 49
20+ )
1 . .
l C‘]Sléj 3in‘(j+3) +S:liéj ljBl(j+l)
estat. | (v p A(i 133 = J 6J : (e)
i 20
: - S]3ié.j 3jA(j+3) +CF1ié.j ijB(j+l)
i U) P By = J = ' (f)
T 1(i+D)

coni=1,2,...,N nudosintermedios.
Por otro lado paralos nudos 1y N +1 |as expresiones de ciertas constantes dependeran de las
condiciones de borde.

2.5. Condicionesde borde

Pértico bi-articulado

Nudo 1

En d nudo 1, en x = 0 las condiciones de borde u(0) =v(0) = v&§0) =0 permiten determinar,
respectivamente las congtantes A, = A, = B, = 0. Luego quedan por hdlar A, A;,B,;. Cones-
tas sés podemos garantizar las ecuaciones diferencides (9) y (10) en d primer tramo ddl pbrtico
través de las recurrencias (14) y (15).

Nudo N+1

Parala Ultima barra N, en x =1se verifican las condiciones ddl gpoyo articulado, de modo que
end nodo N +1 es u(l) =v(1) =vd&1) =0, conlo cua

é. Ay :é.j 2jA\l(j+2):é. By =0
j j j

Con edtas tres condiciones homogeéneas obtenemos la ecuacion caracteristica que es un Sstema
lineal homogeneoen A, A, B,; dedonde hallamos los autovalores w .
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Pértico bi-empotrado

Nudo 1:

Para la primera barra, en x=0 se verifican las condiciones dd gpoyo empotrado que son
u(0) =v(0) =v&0) =0, con lo cud resultan A, =A, =B,, =0. Las constantes libres (desconoci-
das) son: A,,A;, By .

Nudo N+1:

ParalaUltima barra N, en x=1 se verifican las condiciones del gpoyo articulado, de modo que
u@® =v(1) =v€1) =0, de donde surgen las condiciones

é. A\q = é.] 1jA\l(j+1) :é. BNJ =0
j j

Pdrtico en ménsula

Nudo 1:

En este caso se verifica para la primerabarraen x =0, las condiciones del gpoyo empotrado,
i.e,, u(0)=v(0) =v&0) =0, conlo cud resultan A, = A, =B,; =0. De este modo |as constantes
libres a determinar (desconocidas) son A, A;, By, .

Nudo N+1:
En d extremo libre N +1 dela Ultimabarra, se verificaque:

o . o . o .
a.J ZjAN(j+2) :a.J 3jA\1(j+3): a.J 1jBN(j+1) =0
i i i

3. EJEMPLOS

A fin de ilugtrar la metodologia propuesta, se muestran dos gjemplos de porticos planos abiertos
biarticulados, uno de tres tramos y otro de cuatro tramos. En ambos casos se dan los autovalores
hallados y las formas moda es correspondientes. Se adoptd barras de seccién uniforme con médulo
de dagicidad E=21x0"N/m?, peso especifico r =7850kg/ n?, seccion transversa
F =0.12m°y momento de nercia J =0.0036m*. Las longitudes de las barras se dan en metros.
Enlas Figuras 2 y 3 s2 muestran |os model os andizados.

3.1. Ejemplo 1: Pértico biarticulado de trestramos
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C
1.5m
B
1.5m
D
1.5m
A 6m 6m
Moddg o andizado

Modo 3: W, = 393.84rad/seg

Figura2: Formas modal es correspondiente alos tres primeros autoval ores del pértico de tres tramos
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3.2. Ejemplo 2: Pértico biarticulado de cuatro tramos

C

3m

3m

1.5m 6m 6m 1.5m

Modelo analizado

Figura 3 : Formas modales correspondiente alos tres primeros autoval ores del portico de cuatro tramos
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4. COMENTARIOS

Se presentd en este trabgjo una dternativa ventgjosa para € andisis de las vibraciones libres de
porticos planos abiertos. Se utilizo para dlo como herramienta a las conocidas series de potencias.
Como pudo verse, en todos los casos @ problema de autovaores se reduyjo Sempre a un ssema
sencillo de 3x3 cudquiera sea € caso de su vinculacion. En estos gemplos ni Squierad sistema 6x6
del que hablamos en laINTRODUCCION para condiciones de borde més generales. De pretender
resolver este problema por e método de rigidez, € nimero de incognitas crece con & ndmero de
elementos adoptados para obtener una mayor precision, no sendo éste € caso de la propuesta aqui
presentada.

Es de destacar también, que en todo momento queda librada a la decison de quien gplique €
método de series de potencias, la precison con que se deben determinar los vaores. La eleccidn de
la cantidad de términos en que se trunca la serie infinita, otorga la ventgja adiciond defijar en forma
arbitraria la precision, adaptada a las exigencias en cada caso, logrando asi también € optimo ren-
dimiento dd recurso computaciond.

Los autores han utilizado vestamente este clasico método para abordar problemas de Condicio-
nes Inicides con fuerte no-linedidades de funciones tempordes, en d presente articulo se gplico a
problemas dipticos linedles de Condiciones de Borde, observandose también la versatilidad y venta-
jacomputaciond de esta herramienta. Por Ultimo es de alguna manera llameativo por qué no se recu
rre con mayor frecuencia ala metodol ogia presentada para atacar problemeas diferencides ordinarios
a coeficientes variables y/o con funcionaidades de dta no-linedidad
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APENDICE A: SERIESDE POTENCIAS

Congderemos una funcion continua f = f(x) con O£ x£ 1. Escribimos la expanson en series

918


xyz
ENIEF 2003 - XIII Congreso sobre Métodos Numéricos y sus Aplicaciones

xyz


marce
918


C. P. Filipich, M. R. Escalante, M. B. Rosales

de potencias como
N
[f]° & ax (A.1)
k=0
y parapotencias m-ésimas
N
&f "o aa,x (m=12,..) (A.2
k=0

Para cumplir con la condicion de consistencia algebraica (C.A.) se debe satisfacer la Siguiente
relacion
67y =g1"Hl 1] )

Después de reemplazar |as series en cada factor de esta ecuacion, se obtiene la Siguiente expre-
s6n de recurrencia

k K
Ay = é A1) pQ (k- p) 0 Ay = é Am-1k- p)Sp (A4)
p=0 p=0
Ahora expandimos una funcion anditica h = h(y) = h(y(x)) =h(x) en series de Taylor
. M
h(y)=a a,y" (A5)
m=0

donde a ,, son conocidas. En particular, indicamos
N

[1]= & dyx* (A.6)
k=0

donde a,, =d,, y d,, sonlosddtasde Kronecker. S sustituimos la ecuacion (A.2) en laecuacion
(A.5) (con y(x)° f(X)), podemos escribir

M
é a'ma'mk (A7)

m=0

N
[h]=4i X .=
k=0

Esta expresion serd usada para cuaquier funcién andlitica.
Ahoras tenemos unafuncion raciona F(y)

ﬁ(y):A_:_X: F(X) (A8)

sendo §(y) y ﬁ(y) funciones anditicas y ﬁ(O) 1 0y g(y) = é’l v b,y"y b, conocidas. Entor+

m=0

ces se puede escribir
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[s]=aex'@ P e=a b0

m=0

S denominamos
&
[F(X)] =a lx
k=0

AhoralaC.A. debe aplicarse
[F 9] [h(¥] =[9(x)]

&
8alkx gajkx_ aek donde ek—ajpl(k_p)
@ k=0 p=0

Los |, sondesconocidosy losconjuntosj , y €, son conocidos.
Esevidenteque | , =e,/j ,. Ahoralareacion de recurrenciapara |, es

k
€ - a_j o
I = p‘jl donde j,t0 y k=12..,N
0

Debenotarsequej ,* 0 paraque F(0) exista

(A.9)

(A.10)

(A.11)

(A.12)

También las expansiones pueden efectuarse drededor de x,. En nuestro caso sempre x, =0.
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