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Resumen. En este trabajo se estudia el flujo fluidodinámico y el proceso de transferencia
de calor en el fluido, núcleo y arrollamientos de transformadores eléctricos de distribución
de mediana potencia.
Las simulaciones se llevan a cabo con un programa de elementos finitos desarrollado en
CIMEC,1 el cual resuelve numéricamente un modelo matemático basado en las ecuaciones
de Navier-Stokes incompresible y la ecuación de transporte de enerǵıa térmica, ambas
acopladas mediante un término de flotación proporcional a la temperatura incorporado a
la ecuación de momento.
El alto número de Prandtl del aceite de transformadores obliga a utilizar mallas muy
refinadas en las interfaces sólido-fluido. Por otra parte, la constante de tiempo térmica de
la máquina es grande con lo que se requieren largos tiempos de simulación para alcanzar
las condiciones de régimen térmico estacionario.
Los resultados obtenidos en la simulación son comparables a los determinados experi-
mentalmente durante el ensayo de calentamiento2 de un transformador de distribución de
13.2/0.4 kV 315 kVA de la firma Tadeo Czerweny S.A.
El objetivo final de esta investigación es la optimización del diseño de los arrollamientos
de transformadores de gran potencia.
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1. INTRODUCCIÓN

La consideración de los aspectos térmicos es de vital importancia en el diseño de trans-
formadores de gran potencia, dado que el envejecimiento de los materiales aislantes está di-
rectamente relacionado con el incremento de temperatura por encima de cierto ĺımite. El
deterioro del aislamiento de transformadores en función de la temperatura y el tiempo se
relacionan según:3

log V =
6972,15

θHS
−D

donde V es la vida (en horas), D depende del incremento de temperatura del aislamiento
(14.133 para 55◦C y 13.391 para 65◦C), y θHS es la temperatura (en K) de la zona más
caliente del bobinado (hottest-spot).

Aśı, el ĺımite de vida de un transformador de potencia depende de las condiciones de
refrigeración. Los fabricantes necesitan entonces determinar la distribución de tempera-
tura en las máquinas con el fin de optimizar los diseños, reduciendo costos y mejorando
la calidad de sus productos.

El presente trabajo describe un modelo numérico para la solución de la ecuaciones de
Navier-Stokes para flujos incompresibles con acoplamiento térmico, y la ecuación de trans-
porte de enerǵıa en el fluido y medios sólidos, aplicable a problemas de convección natural
(en particular, el flujo en transformadores de pequeña y mediana potencia) y convección
mixta (en particular, el flujo en transformadores de gran potencia). Se muestran algu-
nas soluciones obtenidas en una geometŕıa plana sencilla y en una geometŕıa axisimétrica
representativa de un transformador de distribución de mediana potencia.

2. MODELO MATEMÁTICO

La solución por el método de elementos finitos de las ecuaciones de Navier-Stokes para
flujos incompresibles presenta dos importantes dificultades. En primer lugar, el carácter
de las ecuaciones se torna dominantemente advectivo cuando el número de Reynolds crece.
En segundo lugar, la condición de incompresibilidad no se comporta como una ecuación
evolutiva, sino como una restricción sobre las variables del flujo. De esta manera, solo
se pueden utilizar ciertas combinaciones de espacios de interpolación para los campos de
velocidad y presión, las cuales satisfacen las llamadas condiciones de Brezzi-Babǔska. En
la formulación de Tezduyar et al.4 la advección se estabiliza con el término SUPG, y la
presión con el término PSPG.

Una vez que las ecuaciones se discretizan espacialmente, el sistema de EDOs resultante
se discretiza en el tiempo (utilizando, por ejemplo, un esquema de Euler hacia atrás). En
cada paso de tiempo, el sistema de ecuaciones no lineales resultantes se resuelve iterativa-
mente (mediante algún esquema de Newton), lo cual involucra la solución de sistemas de
ecuaciones lineales (utilizando, por ejemplo, métodos de espacios de Krylov aplicables a
operadores lineales generales, tal como GMRES, junto a algún tipo de precondicionador
que mejore la convergencia, tal como Jacobi por derecha).
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2.1. Ecuaciones de continuidad y momento

Las ecuaciones de continuidad y balance de momento para flujos incompresibles pueden
ser escritas en la siguiente forma:

∇ · u = 0 en Ω × (0, θ) (1)

ρ(
∂u

∂t
+ u · ∇u) = ∇ · σ + f en Ω × (0, θ) (2)

donde ρ es la densidad, u la velocidad del fluido, f es una fuerza por unidad de volumen
y σ el tensor de tensiones, dado por

σ = −pI + 2µε(u)

ε(u) =
1

2
(∇u+ (∇u)T )

µ = ρν

donde p es la presión, µ y ν son respectivamente la viscosidad dinámica y cinemática, I
es el tensor identidad y ε es el tensor de velocidad de deformación.

2.2. Ecuación de transporte de enerǵıa térmica

La ecuación de transporte de enerǵıa para flujos incompresibles a velocidades modera-
das y para un medio sólido (donde la velocidad u = 0), puede escribirse como

ρCp(
∂T

∂t
+ u · ∇T ) = ∇ · (κ∇T ) +Q en Ω × (0, θ) (3)

donde Cp, κ y Q representan respectivamente el calor espećıfico a presión constante, la
conductividad del medio y una fuente de calor por unidad de volumen.

2.3. Acoplamiento térmico

Las variaciones de temperatura en un fluido dan lugar a variaciones de densidad locales
como resultado de las dilataciones térmicas del medio. Cuando estas variaciones de den-
sidad son pequeñas, puede emplearse la conocida aproximación de Boussinesq ;5 el fluido
se continúa tratando como incompresible, pero las variaciones locales de densidad dan
lugar a esfuerzos de flotación que se adicionan al término forzante f de la ecuación 2.
Este término forzante es de la forma:

fT = ρβ(T − Tref)g (4)

donde β = ∂ρ
∂t

es el la expansibilidad térmica del fluido, Tref es una temperatura de
referencia y g es la aceleración de la gravedad.
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2.4. Modelo de turbulencia

La modelización de la turbulencia6 se basa en considerar que cada variable del flujo φ
se puede descomponer en un valor promediado φ̄ y una fluctuación φ′, tal que φ = φ̄+φ′.
Si se asume luego que ¯̄φ = φ̄ y φ̄′ = 0, se tiene que el operador de promediación es lineal.
Aplicando el operador de promediación a las ecuaciones 1, 2 y 3 se obtiene un nuevo
juego de ecuaciones sobre las cantidades promediadas y términos adicionales de carácter
difusivo sobre las cantidades fluctuantes. Estos últimos términos deben ser necesariamente
modelados.

Una de las hipótesis más simples modela los nuevos términos difusivos mediante un
tensor múltiplo de la identidad, considerando de esta manera que la estructura que for-
ma la turbulencia es de carácter isotrópico. Estos modelos se conocen como métodos de
viscosidad turbulenta (eddy viscosity methods).

La viscosidad y conductividad turbulentas se pueden determinar por diversos mode-
los, basados en ecuaciones de transporte adicionales o bien en forma algebraica. Entre
estos últimos, uno de los modelos más sencillos es el LES (Large Eddy Simulation) de
Smagorinsky.

El modelo algebraico LES resuelve las ecuaciones 2 y 3 con una viscosidad efectiva µeff

y una conductividad efectiva κeff, suma de las cantidades moleculares µ, ν y las cantidades
turbulentas µt, κt, las cuales se calculan con

νt = Cs∆helem

√
ε(u) : ε(u) (5)

κt =
Cpµt
Prt

(6)

donde Cs es la constante de Smagorinsky, ∆ es una función de amortiguamiento que
disminuye la intensidad de la viscosidad turbulenta cerca de la interfaz con cuerpos sóli-
dos, helem es un tamaño caracteŕıstico,

√
ε(u) : ε(u) es la traza del tensor velocidad de

deformación, y Prt es el número de Prandtl turbulento.

2.5. Condiciones iniciales y de borde

La formulación se completa especificando las condiciones iniciales y las condiciones de
contorno.

Para el campo de velocidad, el contorno completo Γ del problema se puede descomponer
en partes,

Γg ∪ Γh ∪ Γwall = Γ

Γg ∩ Γh ∩ Γwall = ∅
especificando en cada una condiciones de tipo Dirichlet, Neumann o de pared

u = g en Γg

σ · n = h en Γh

σ · n = hwall(u∗(u)) en Γwall

(7)
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donde u∗ es la velocidad de fricción de pared computada con la ley de pared que se detalla
más adelante.

La presión debe especificarse en algún punto del dominio a fin de remover su modo
ŕıgido,

p = pref en xp ∈ Ω (8)

Para el campo de temperatura, el contorno completo Γ del problema puede descom-
ponerse en partes,

Γs ∪ Γc ∪ Γq = Γ

Γs ∩ Γc ∩ Γq = ∅
especificando en cada una condiciones de contorno del tipo

T = Ts en Γs

−κ∇T · n = hfilm(T − T∞) en Γc

κ∇T · n = q en Γq

(9)

2.6. Función de pared

A continuación se describe como computar la velocidad de fricción de pared para definir
totalmente las condiciones de borde de las ecuaciones de momento.

En 7, Γwall representa la parte del contorno donde se impone la función de ley de pared.
Por medio de esta condición de contorno se computa la tracción de pared para las ecua-
ciones de momento. Este procedimiento envuelve el cómputo de la velocidad de fricción
de pared u∗, para la cual se asume un perfil representado por las siguientes expresiones:

f(y+) =
|u− uwall|

u∗
=


y+ para y+ < 5 (región laminar)

5 log(y+) + Cwall,1 para 5 < y+ < 30 (región buffer)

2,5 log(y+) + Cwall,2 para y+ > 30 (región logaŕıtmica)

y+ =
ywall u∗
ν

(10)

donde ywall es la distancia a la pared. Este sistema de ecuaciones no lineales puede resol-
verse, por ejemplo, mediante un método secante. Una vez determinado el valor de u∗, la
tracción para las ecuaciones de momento se determina por

hwall = g(u− uwall)

g =
|τwall|

|u− uwall|
|τwall| = ρu2

∗

(11)

2.7. Formulación por elementos finitos

A continuación se describe la formulación de elementos finitos utilizada para resolver
numéricamente las ecuaciones 1, 2 y 3 junto a las condiciones definidas por las ecuaciones 7
a 9.
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2.7.1. Ecuaciones de Navier-Stokes incompresible

Los espacios funcionales para las funciones de peso e interpolación se definen como:

Shu = {uh|uh ∈ (H1h)nd,uh=̇gh en Γg}
V h
u = {Nh|Nh ∈ (H1h)nd,Nh=̇0 en Γg}
Shp = {ph|ph ∈ H1h}
V h
p = {qh|qh ∈ H1h}

donde
H1h =

{
φh|φh ∈ C0(Ω), φh|Ωe ∈ P 1,∀Ωe ∈ E

}
es el espacio de Sobolev, P 1 es el conjunto de polinomios de primer orden, nd es la
dimensión del dominio f́ısico Ω = ∪Ωe, E representa la partición discreta del dominio
siendo Ωe la parte de esta partición correspondiente al elemento e.

La formulación SUPG-PSPG de 1 y 2 se escribe como:

Encontrar uh ∈ Shu y ph ∈ Shp satisfaciendo∫
Ω

Nh · ρ
(∂uh
∂t

+ uh · ∇uh
)
dΩ +

∫
Ω

ε(Nh) : σhdΩ +

+
nel∑
e=1

∫
Ω

δh ·
[
ρ(
∂uh

∂t
+ uh · ∇uh)−∇ · σh

]
︸ ︷︷ ︸

(SUPG)

dΩ +

+
nel∑
e=1

∫
Ω

εh ·
[
ρ(
∂uh

∂t
+ uh · ∇uh)−∇ · σh

]
︸ ︷︷ ︸

(PSPG)

dΩ +

+
nel∑
e=1

∫
Ω

τ(CONT )∇ ·Nhρ∇ · uhdΩ +

∫
Ω

qh∇ · uhdΩ −

−
∫
Γh

Nh · hhdΓ −
∫
Γwall

Nh · hhwalldΓ = 0 ∀Nh ∈ V h
u , ∀qh ∈ V h

p

(12)

donde los parámetros de estabilización se definen como:

δh = τSUPG(uh · ∇)Nh

εh = τPSPG
1

ρ
∇qh

τPSPG = τSUPG =
helem

2||uh||
z(Reu)

τCONT =
helem

2
||uh||z(Reu)

(13)
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siendo Reu el número de Reynolds basado en los parámetros del elemento,

Reu =
||uh||helem

2ν
(14)

donde la longitud del elemento helem se computa según:

helem = 2
( nn∑
a=1

|s · ∇wa|
)−1

(15)

con wa la función de forma asociada con el nodo a, nn el número de nodos en el elemento,
y s un vector de velocidad de norma unitaria; y la función z(Re) se define como:

z(Re) =

{
Re/3 0 ≤ Re < 3

1 3 ≤ Re
(16)

2.7.2. Ecuación de transporte de enerǵıa térmica

Los espacios funcionales para las funciones de peso e interpolación se definen en forma
similar,

ShT = {T h|T h ∈ H1h, T h=̇T hs en Γs}
V h
T = {wh|wh ∈ H1h, wh=̇0 en Γs}

y entonces la formulación de 3 se escribe como:

Encontrar T h ∈ ShT satisfaciendo∫
Ω

w̃hρCp

(∂T h
∂t

+ uh · ∇T h −Q
)

+

∫
Ω

∇whκ∇T hdΩ+

+

∫
Γc

whhfilm(T h − T∞)dΓ −
∫
Γq

whq dΓ = 0 ∀wh ∈ V h
T

(17)

donde función de peso en SUPG y los parámetros de estabilización se definen como:

w̃h = wh + P h

P h = τuh∇ · wh

τ =
helem

2||uh||
ψ(PeT )

ψ(PeT ) = coth(PeT )− 1

PeT

PeT =
uhelem

2 κ
ρCp

(18)
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3. SIMULACIÓN DEL FLUJO EN UNA CAVIDAD CUADRADA CON
UN OBJETO INTERIOR

En primer lugar, se presenta una simulación en una cavidad bidimensional cuadrada
con un objeto sólido interior. Las paredes exteriores de la cavidad y el objeto sólido se
mantienen a temperaturas constantes y distintas, con lo cual el fluido transfiere calor
por convección natural desde el objeto interior hacia el medio exterior de la cavidad. Las
propiedades del fluido se listan en la sección 4 en la tabla 1.

Para la resolución de este problema se utilizaron dos mallas de triángulos con di-
ferente grado de refinamiento (ver figura 1), generadas con herramientas desarrolladas
en CIMEC.7 Se prestó atención a lograr un refinamiento progresivo hacia las interfaces
sólido-fluido, para aśı poder capturar con precisión aceptable la formación de la capa
ĺımite térmica.

(a) 7455 nodos - 13384 elementos (b) 121086 nodos - 235302 elementos

Figura 1: Mallas de elementos finitos

Las constantes de tiempo del problema térmico son grandes, con lo que se requieren
largos tiempos de simulación para alcanzar una condición de régimen térmico estacionario
(en este caso, definida por una temperatura media constante en todo el dominio del fluido).
Cuando la solución buscada es el estado térmico estacionario, el transitorio térmico puede
acortarse alterando gradualmente los valores de las constantes f́ısicas del fluido, reduciendo
de esta manera la constante de tiempo del sistema dinámico.

La malla con menor refinamiento se utiliza para efectuar una simulación preliminar
empleando el modelo de turbulencia LES. La solución obtenida se interpola en la malla
con mayor refinamiento y se utiliza como condición inicial para una segunda simulación
mediante DNS (Direct Numerical Simulation).

Como se aprecia en la figura 2, los resultados obtenidos con LES y DNS son compara-
bles.
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(a) LES, mapa de colores (b) DNS, mapa de colores

(c) LES, isoĺıneas (d) DNS, isoĺıneas

Figura 2: Temperatura
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4. SIMULACIÓN DEL FLUJO EN UN TRANSFORMADOR DE DISTRI-
BUCIÓN CON GEOMETRÍA AXISIMÉTRICA

En esta simulación, se trata de determinar el comportamiento térmico de un transfor-
mador de distribución 13.2/0.4-0.231 kV 315 kVA. Mediante una geometŕıa axisimétrica
se modela el núcleo, los arrollamientos de alta y baja tensión con un canal de refrigeración
entre ambos, y la región ocupada por el aceite. En el esquema de la figura 3 se puede
apreciar las formas y tamaños generales de las partes constitutivas de la máquina, y la
correspondiente simplificación axisimétrica.

Figura 3: Esquema general del transformador y geometŕıa axisimétrica

En la tabla 1 se listan las propiedades f́ısicas del fluido, arrollamientos y núcleo utili-
zadas en la simulación. Para el fluido, se eligen valores representativos a la temperatura
media de operación de la máquina. Para el núcleo y los arrollamientos, estos valores se
determinan en promedio de acuerdo a la distribución de hierro, cobre y respectivos ma-
teriales aislantes.

Fluido Arrollamientos Núcleo
Densidad 890 6530 7580 kg/m3

Conductividad 0.126 4.0 4.0 W/(m·K)
Calor espećıfico 1869 440 460 W/(kg·K)
Viscosidad 5.0 - - cSt
Expansividad 7.5e-4 - - 1/K

Tabla 1: Propiedades f́ısicas (medias) utilizadas en la simulación

Sobre el dominio del núcleo y de los arrollamientos se aplica una carga térmica de
cuerpo constante en correspondencia con las pérdidas de vaćıo y cortocircuito. En la
tabla 2 se listan los valores garantizados y medidos.
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Garantizadas Según ensayos
Vaćıo 850 793.6 W
Cortocircuito 4250 4275.6 W

Tabla 2: Pérdidas del transformador

Para la interfaz cuba-aire, se utiliza un coeficiente de transferencia de calor para las
superficies superior, lateral e inferior. Estos valores se listan en la tabla 3 y se determinaron
teniendo en cuenta los fenómenos convectivos y radiantes, y las diferentes efectividades
de las superficies según su orientación.8

Temperatura ambiente 30 ◦C
Temperatura superficie 60 ◦C
Superior 11.7 W/(m2·K)
Lateral 9.9 W/(m2·K)
Inferior 1.1 W/(m2·K)

Tabla 3: Coeficientes de transferencia entre cuba y aire

A fin de capturar con precisión la formación de las capas ĺımites térmica e hidro-
dinámica, se construyó una malla refinada hacia los bordes con una capa de elementos
estructurados con alta relación de aspecto alrededor de la interfaz sólido-fluido, tal como
puede se puede apreciar en la figura 4.

(a) completa (b) detalle

Figura 4: Malla de elementos finitos, 36106 nodos - 54535 elementos

En la figura 5 pueden verse los resultados obtenidos para la distribución de temperatura
una vez alcanzado el estado de régimen térmico estacionario.
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Figura 5: Temperatura
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5. CONCLUSIONES

En este trabajo se presentó una formulación de elementos finitos estabilizada para la
solución de las ecuaciones de Navier-Stokes en flujos incompresibles con acoplamiento
térmico a bajas velocidades, aplicable a la solución de problemas de convección natural
y mixta. Se mostraron soluciones obtenidas en geometŕıas bidimensionales sencillas y
geometŕıas axisimétricas representativas de un transformador de distribución, con valores
comparables a los determinados experimentalmente.

En futuras investigaciones se intentará resolver el flujo sobre geometŕıas correspondien-
tes a transformadores de gran potencia, incluyendo las variaciones de los parámetros f́ısicos
con la temperatura (fundamentalmente, la viscosidad del aceite de transformadores).

Se espera poder determinar la cantidad y dimensiones óptimas de los canales de re-
frigeración en arrollamientos de máquinas de gran potencia, y determinar con aceptable
seguridad las elevaciones de temperatura en condiciones de cortocircuito.
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