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Resumen. Si bien existe una amplia bibliografia para la determinacion de los exponentes de
Lyapunov para sistemas dindmicos continuos, en este trabajo definimos un espectro de
coeficientes como alternativa al espectro de Lyapunov. Se comparan los exponentes de
Lyapunov obtenidos mediante el método de ortogonalizacion de Gram-Schmidt con los
determinados en base al promedio de la parte real de los autovalores de la matriz Jacobiana.
Ambas técnicas dan la misma descripcion asintotica de la dindmica. El método propuesto
requiere menor tiempo de computo y posee mayor simplicidad de cdlculo.
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1 INTRODUCCION

Para el desarrollo de modelos matematicos deterministas , se pueden utilizar las ecuaciones

diferenciales ordinarias. En general, cuanto mas detallado es el modelo con respecto a la
descripcién del sistema, las ecuaciones aumentan su complejidad y dejan de ser lineales"" * ¥
Debido a la pérdida de linealidad, pueden existir determinadas condiciones donde el
comportamiento de la solucién a tiempos grandes es estocdstico. Estas soluciones asintéticas
acotadas que no convergen a ningdn conjunto limite se las conoce como cadticas'” *. Para
caracterizar cuantitativamente este comportamiento es factible determinar por métodos
numéricos los exponentes de Lyapunov © ® ®. En este trabajo presentamos un método
alternativo que consiste en el estudio de un espectro de coeficientes que caracterizan las
propiedades de las soluciones asintéticas.
El articulo estd organizado de la siguiente manera: en la secciéon 2 se desarrolla una breve
introduccioén al espectro de Lyapunov. En la seccion 3 presentamos el método de autovalores
En la seccién 4, se comparan los tiempos de CPU con los obtenidos mediante el método de
ortogonalizacién de Gram-Schmidt. En la seccién 5, estudiamos el espectro de Lyapunov para
la ecuacién de Lorenz. En la seccidn 6 se presentan las conclusiones.

2 ESTABILIDAD LOCAL Y EXPONENTE DE LYAPUNOV

En esta secciéon resumimos dos conceptos basicos vinculados a la estabilidad de las
soluciones. Consideremos el espacio de fases asociado a una cierta dindmica auténoma, cada
punto de este, espacio esta en correspondencia con una uUnica trayectoria la cual estd
parametrizada en el tiempo ¢. Sobre cualquier punto de esta curva nos preguntamos que ocurre
si nos desplazamos infinitesimalmente en una direccién, no tangente. Al cabo de un
incremento Ot , la nueva trayectoria pudo haberse acercado o alejado a la inicial, lo cual da
una medida del comportamiento de la estabilidad local . Por simplicidad consideremos el
sistema

d _
el = fy) (D

la condicién inicial yg = y(fp ) define la curva ¥, o sea y(t, p,). En el tiempo 1
producimos la variacién &y, y la nueva curva solucién 7 la expresamos como y = y(z, p )
+ Oy , donde la variacién 9y esta definida por

d of

o=, & 2

” dy (ay)y0 y (2)
e integrando la Ec. (2) se obtiene

t

HO__ expjaidt" ,

dy(to) 10 O
Cuando los valores de ¢ son proximos a fy la variacion se aproxima a

o) f

)
=exp (=), ot .
Syttg) P gy
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Cuando (gi)fo >0, decimos que la solucién y(f, p,) es localmente inestable en py. Al
y
contrario, si (gi)fo es negativa es localmente estable.Por tanto, para cada punto de la
y

trayectoria hemos definido su estabilidad local (3 Es. Es importante remarcar que dada una
trayectoria, la misma puede ser totalmente estable, totalmente inestable, o a lo largo de ella,
puede tener puntos estables y puntos inestables. Este concepto es facilmente generalizable a
dindmicas de orden superior.

Una segunda cuestion de interés en la teoria de sistemas dindmicos, consiste en determinar
una medida de cuanto se separan a tiempo infinito diferentes trayectorias generadas con
condiciones iniciales muy proximas y fundamentalmente establecer un pardmetro que de este
modo cuantifique el movimiento cadtico. Como es sabido, uno de estos pardmetros es el
exponente de Lyapunov'”. Para determinar en forma elemental el exponente de Lyapunov
consideremos nuevamente la ecuacion (1). Se define al exponente de Lyapunov por

Sy ()
oy(ty)
Para sistemas de orden superior la definicion del exponente es equivalente a la ya presentada
y existen tantos exponentes como la dimensién del sistema® ®. Es importante remarcar que
los exponentes estdn asociados a cada curva y ,en definitiva, a cada punto del espacio de fases.
Asi por ejemplo, en sistema de dimension tres, si la dindmica es cadtica, en el sentido de que
su comportamiento asintético es acotado ( no constante ni periédico) entonces uno de los
exponentes es positivo, el otro es nulo y el tercero es negativo. Si bien, la definicion del
exponente de Lyapunov es sumamente simple, desde el punto de vista del cdlculo numérico
plantea serias dificultades. Estas son debidas a la acumulacion de errores de truncamiento del
método de integracion y los errores en la representacion numérica. En muchos casos se
producen furtes errores en las soluciones numéricas y desbordamiento en el célculo. Todo
sumado, hace que en muchas ocasiones, la soluciéon numérica obtenida tenga poco que ver
con la real®® . En la seccién siguiente presentamos una alternativa a esta definicién con el fin
de superar las dificultades numéricas.

1
A=1lim — In

t—oo t

9

3 METODO DE LOS AUTOVALORES

A partir del concepto de estabilidad local, presentamos un método alternativo de calculo
que proporciona la misma informaciéon que el espectro de Lyapunov pero con mayor
eficiencia en los tiempos de CPU. El método consiste en realizar cambios locales de
coordenadas de manera de diagonalizar localmente las ecuaciones de las variaciones. Los
autovalores de estas ultimas, estan directamente vinculados a la estimacion de los exponentes.
En particular, cuando la transformacion puntual se resuelve explicitamente, en muchos casos
los signos del espectro de coeficientes quedan determinados, evitandose el cdlculo numérico.
Entonces, consideremos el sistema
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[ ]
Xm _fm(X‘Is ’Xm)

. . .. . . ., . 1
donde las funciones f; satisfacen las condiciones de existencia de solucién del sistema'®.
Las correspondientes variaciones de x;, Ox; k:1,...,m son determinadas por

¢ m Bfk
Sxk = L —ij,k =1,...,m.,
J=1 9x .
j
que escritas en notacién vectorial son
sP=yst “4)

donde J es la matriz Jacobiana del sistema (3), la cual es evaluada sobre la curva solucion.
Desde el momento en que los problemas de mayor interés rara vez poseen solucion explicita,
es necesario recurrir a métodos de integracién numérica® > > ' para la evaluacién de los
sistemas ecuaciones (3) y (4). En este trabajo adoptamos los métodos de integraciéon de un
paso. Por tanto, la variable ¢ es discretizada mediante por ¢,,,=t,+€ ,i =0,..., n;siendon el
nimero de itervalos I; : (t; , t;+;). Con el fin de poder determinar en forma explicita las
fluctuaciones, en cada intervalo I; linealizamos las Ecs. (4) mediante la aproximacion de
J(t) por su valor en el extremo izquierdo del intervalo o sea J,=J(¢,;). Esta aproximacion

local serd tanto mejor cuanto mas reducido sea el incremento en el paso de integracién €.
Entonces en el i-€simo intervalo, las Ec. (4) son aproximadas por

5)5’:J,~ s, )

Para determinar las variaciones en el i-ésimo intervalo, diagonalizamos la matriz J;, mediante
las matrices P; y su inversa P,~'1 , construidas a partir de los autovectores columna de la
matriz Jacobiana J; . Entonces la matriz J; diagonalizada es
D;=P;" J; P,
usando el cambio local de variables &) = P! 8% | laEc. (4) se escribe
o 5 =D; &) .
Por ser D;, diagonal, las componentes de la variacion 8y, se determinan mediante

6yk:lik 5)’k k.'],...,m, (6)
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donde Ay, k=1,....m son los autovalores de J; . Debido a la diagonalizacién de la matriz
Jacobiana las variaciones &y, k=1,...,m corresponden a las m direcciones de los autovectores
en el espacio yy ,..., V..
Integrando la de la Ec. (6) con los valores iniciales en #; , determinados la solucién en ¢; ,; ,
por tanto
Wkir1
Oy ii

donde los autovalores A; dan una medida de la estabilidad local en el i-ésimo intervalo y

=exp Ay €, k:1,...m

la k-ésima direccién, como se desarrollo en la seccion II. Cuando la dindmica es lineal, el
célculo se simplifica ya que la matriz Jacobiana es la matriz del sistema.
Entonces, conociendo el espectro de autovalores de la matriz J;, , se puede estudiar
cualitativamente las propiedades de estabilidad a lo largo de la curva solucién. Definimos las
siguientes medias aritméticas
n -
Ak = ; ZRe(ﬂ“lk) k.‘],...,m . (7)
i=1
Desde que estamos interesados en la estabilidad de la solucidn asintotica definimos el espectro
Ay, mediante

A = lim A} k:l,...m (7b)
n—oo
los cuales , en general son funcién del punto en el espacio xj, ... ,x,. dado que las

transformaciones locales se hacen sobre una determinada trayectoria de la Ec.(3)

Las Ecs. (7) determinan los nuevos coeficientes A;. Desde el punto de vista del cdlculo
numérico, el limite se obtiene cuando el nimero de iteraciones n es lo suficientemente grande
para lograr un comportamiento cuasi estacionario de los coeficientes. De una forma simple,
los indices A, k=1,...,m, dan un promedio del comportamiento de la inestabilidad local a lo
largo de la curva solucidn elegida, mas especificamente sobre la solucién asintética.

Cuando el nimero de particiones n tiende a infinito y su tamafo € tiende a cero, la Ec. (7) se
reescribe por

1 t
Ap (§= - [Re(A ()r (8 a)
0
y su limite
Ak = llmAk(t) k],,m (8 b)
=30

Las definiciones dadas por las Ecs. (7) u (8) son una alternativa a los exponentes de Lyapunov
y esencialmente dan una medida de la estabilidad a lo largo de una trayectoria. Las
propiedades de los coeficientes Ay son: por ser los mismos promedios de los autovalores de
la matriz Jacobiana, la suma es la divergencia del flujo vectorial de la dindmica. Si todos los
coeficientes Ay son negativos, entonces la Orbita es asintoticamente estable, y por tanto la
misma converge a un conjunto estable. A la inversa, si todos los coeficientes son positivos la
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orbita es inestable. Naturalmente puede ocurrir que uno de los coeficientes sea positivo y los
restantes negativos, estamos en un caso de inestabilidad, si la divergencia del campo vectorial
asociado a la Ec.(3) es negativa, y si bien no tenemos una demostracion explicita, cremos que
la dindmica es caotica ya que al menos existe una direccion donde hay inestabilidad y
cualquier elemento de volumen en el espacio de las fases que contine a las condiciones
iniciales tiende a cero . Cuando la divergencia es positiva, estamos en un caso de fuerte
inestabilidad . Como vemos, estas propiedades son similares a las que se predice mediante el
espectro de Lyapunov'". Si se conoce la solucién del sistema (3), en general, para dindmicas
hasta de orden cuarto, la diagonalizacién es analitica y los autovalores se pueden determinar
en forma explicita. Esto permite en muchos problemas realizar el andlisis de la estabilidad del
comportamiento asintdtico sin la necesidad de recurrir a los métodos de integracion
numérica. Una aplicacién simple de este caso, es el problema de autovalores de la ecuacion
de Schroedinger(lz) para la cual determinar numéricamente las autofunciones en las regiones
clasicamente prohibidas, es una tarea para nada simple. La razén estd, en que al menos uno de
los autovalores es positivo y por tanto un Ax es positivo, por consiguiente, por mas pequefio
que sean los errores de truncamiento, la solucion es inestable y facilmente se separa de la
autofuncién generando una répida divergencia. Un segundo ejemplo es la ecuacion

mx+cxtkx+pfx’ = fo Cos(wt),

para la cual, como es sabido, en determinadas regiones en el espacio de los pardmetros,
existen soluciones cadticas. Mediante el andlisis de los autovalores es facil demostrar que si
los pardmetros k y B son ambos negativos entonces no pueden existir soluciones cadticas.
Naturalmente en ambos ejemplos no fue necesario conocer en forma explicita la solucién .

4 RESULTADOS NUMERICOS

En esta seccion se comparan los tiempos de procesamiento entre el método de Granm-
Schmidt® ® y el propuesto. El andlisis comparativo esta basado en usar las mismas
ecuaciones, parametros y condiciones de finalizacién para ambos métodos. Si bien en los
sistemas hasta de orden cuatro es posible determinar en forma explicita los autovalores se
opté por estandarizar los cédigos numéricos y restringir todos las operaciones a calculos
numéricos. La dindmica elegida corresponde a osciladores lineales. En la Tabla 1 se muestran
los tiempos de CPU para el cdlculo de los exponentes de Lyapunov para los dos métodos. En
este experimento numérico se determiné que en todos los casos el método de los autovalores
es el mas eficiente y tanto mds, cuanto mayor es la dimension del sistema. Solamente para la
dimensiéon dos, ambos métodos son equivalentes. Ambos casos presentan la misma
convergencia medidad en el numero de iteraciones. El equipo utilizado fue una Personal
Computer Genuinelntel Pentium(r) Processor Intel MMX(TM) Technology con 32 MB de
memoria RAM.
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Numero de ecuaciones | Método estandar M¢étodo de autovalores
Tiempo(seg.) Tiempo(seg.)
2 158.52 162.09
4 458.69 291.11
6 960.20 316.48
8 1967.31 403.32
10 2725.67 627.08
12 4006.48 853.70
14 5728.01 915.39
16 7862.75 1222.64
18 10528.94 1391.98
20 13482.61 2424.90

Tabla 1: Comparacién de los tiempos de CPU

5 ECUACION DE LORENZ

Si bien hemos contrastado los métodos utilizando diferentes problemas de la teoria de
sistemas dindmicos continuos” ¥, resulta interesante presentar la compracién mediante el
problema de Lorenz""* ® | ya que la ecuacién de Lorenz, posee un espacio de fases de gran
riqueza y para determinadas regiones del espacio de los pardmetros las soluciones poseen
comportamiento cadético. El mismo es

x=0(y—x)

Y=rx—y—2Xxz (5.1)

z=xy—bz
donde 6, r y b>0 son pardmetros. El sistema es no lineal debido a la presencia de los
productos cruzados xz y xy.. Estudiaremos la solucién con los valores iniciales: xp = 0, yp =
1 yzp=0ylos parametros ¢ =10, b = 8/3 y r varia desde 20 hasta 30 con incremento
unitario®. Como variable de control numérico, usamos la divergencia del sistema que es -
(I+0 + b) = -13.666. La integraciéon numérica se realizo hasta un tiempo final #x = 10000.
Para cada valor de r , mediante ambos métodos, se determinaron los tres exponentes. Si bien,
los espectros calculados por los dos métodos no tienen que ser numéricamente iguales,
coinciden en sus signos y por tanto dan la misma descripcion de estabilidad. En particular la
divergencia calculada mediante ambos métodos coinciden debido a la forma constructiva de
los mismos. En la Tabla 2 se presentan los resultados numéricos, para cada valor del
parametro r, la primera fila corresponde al método de Gram Schmidt y la segunda al método
de autovalores. Las pequefas oscilaciones en los tiempos de CPU, conforme r aumenta, se
debié a que el método de integracién de las EDO' s es de paso variablé > ' | Sobre la
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muestra realizada los tiempos de cpu? para Gram - Schmidt son (308 £22) seg. y para los

autovalores (210t 24) seg.

R A 2 I A+ Ay + Clase de | Tiempo
Atractor | (seg.)
20 | -0,15458 | -0.15509 | -13.35696 -13.666 Pto. Fijo | 321.1
-7,6792E-| -2.66583 -11.0007 -13.666 Pto. Fijo | 218.21
4
21 | -0.11981 | -0.12031 -13.4265 -13.666 Pto. Fijo | 296.82
-7.8351E-| -2.6659 -10.99998 -13.666 Pto. Fijo | 190.05
4
22 | -0.08624 | -0.08672 | -13.49367 -13.666 Pto. Fijo | 278.25
-8.5906E- | -2.66596 | -10.99985 -13.666 Pto. Fijo | 187.79
4
23 | -0.05375 | -0.05424 | -13.55863 -13.666 Pto. Fijo | 275.83
-9.4153E-| -2.66613 -10.9996 -13.666 Pto. Fijo | 255.84
4
24 | -0.02224 | -0.02254 | -13.62185 -13.666 Pto. Fijo | 330.49
-0.01174 | -2.66615 | -10.98878 -13.666 Pto. Fijo | 189.44
25 | 0.8177 | 2.69601E-4 | -14.48454 -13.666 Extrafio | 310.99
1.056461 | -2.07562 | -12.64746 -13.666 Extrafio | 236.34
26 | 0.84974 | 2.99457E-4 | -14.51661 -13.666 Extrafio | 328.01
1.108 -2.08948 | -12.68519 -13.666 Extrafio | 221.29
27 | 0.87917 | 3.39306E-4 | -14.54607 -13.666 Extrafio | 322.8
1.10442 -2.09055 | -12.68054 -13.666 Extrafio | 221.08
28 | 0.90402 | 3.62335E-4 | -14.57095 -13.666 Extrafio | 304.56
1.12939 -2.09583 | -12.70024 -13.666 Extrafio | 219.97
29 | 0.92853 | 3.64754E-4 | -14.59546 -13.666 Extrafio | 282.65
1.13214 -2.09876 | -12.70004 -13.666 Extrafio | 198.34
30 | 0.95038 | 3.92954E-4 | -14.61734 -13.666 Extrafio | 333.78
1.13214 -2.00876 | -12.70004 -13.666 Extrafio | 174.44

Tabla 2. Métodos Gram - Schmidt y de autovalores

Cuando los tres exponentes son negativos el conjunto limite es un punto fijo estable, esto
ocurre para volres de r entre 20 y 24. Cuando un exponente es positivo, los restantes negativos
y la divergencia negativa se tiene un atractor cadtico como sucede en el rango de r entre 25 y
30.
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En las Figuras la y 1b se representan los tres exponentes determinados mediante Gram-
Schmidt y por el método de autovalores respectivamente. En particular es interesante remarcar

lambda2

[
—t

-2 ; lambda1

Exponentes
1

lambda3

20 22 24 26 28 30

Figura la
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] " n n L an]
g -4 : lambda2
=
2 s
S
=S
-10
n n . lambda3
124 S
[ E—— | — | -
T T T T
20 22 24 26 28 30
r
Figura 1b

la region de transicion entre el régimen regular y el cadtico cuando r cambia de 24 a 25. En la
Figura 2 se muestra la evolucién del miximo exponente en funcién del tiempo y la
convergencia.En los diferentes experimentos numéricos realizados con distintos sistemas que
poseen soluciones cadticas hemos observado que cuando los pardmetros o condiciones
iniciales se aproximan a los valores que generan comportamiento cadtico, al menos uno de los
autovalores de la matriz J; posee comportamiento oscilatorio, aperiddico y de signo variable.
En particular para la Ec. de Lorenz se represento la parte real del autovalor en dos situaciones
tipicas: una para r = 28 donde el régimen es cadtico (representada en la Figura 3a) vy la
segunda para r = 23 donde las soluciones son regulares.
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En este caso la parte real del autovalor es también regular y periddico como se ve en la Figura
3b. Esto constituye una interesante observacién para comprender la existencia de caos: es
necesario que a lo largo de la trayectoria, la misma alterna irregularmente su comportamiento
de estabilidad e inestabilidad local.
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Figura 3a Figura 3b
6 CONCLUSIONES

Dado que el espectro de Lyapunov es de gran utilidad para caracterizar las propiedades de
estabilidad de las soluciones y en particular determinar la caoticidad de un sistema, en este
trabajo, se desarrollo un método alternativo para estimar dicha cantidad en forma simple. Su
implementacién numérica muestra que los tiempos de CPU son significativamente menores a
los empleado con el método de Gram - Schmidt, cuando se trata de sistemas de dimension
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alta tal como se mostré en Tabla 1. Si las ecuaciones permiten la determinacién explicita de
los autovalores de la matriz Jacobiana, los tiempos de cdlculo se reducen notablemente debido
a que se evita el cdlculo numérico matricial. En cuanto a las propiedades determinadas
mediante el método de autovalores, son similares a las obtenidas mediante los exponentes de
Lyapunov. En particular en el problema de Lorenz se compararon ambos métodos, en un
rango de parametros que contiene la transicion del régimen regular a cadtico, resultando
dichos métodos equivalentes En todos los sistemas estudiados, cuando los pardmetros o
condiciones iniciales se aproximan a los valores que generan comportamiento cadtico, al
menos la parte real de uno de los autovalores de la matriz Jacobiana, presenta un
comportamiento fuertemente oscilatorio, aperidédico y de signo variable. Esto nos permite
hacer una interesante observacion didactica para comprender la existencia de caos: a lo largo
de la trayectoria, la misma debe alternar irregularmente su comportamiento de estabilidad e
inestabilidad local. En una futuro, pensamos que es conveniente estudiar analiticamente con
mayor detalle las propiedades del método de autovalores. Una vez lograda dicha etapa, sera
de utilidad mejorar el c6digo numérico para implementarlo como libreria cientifica
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