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Resumen. En este trabajo se demuestra la influencia que tiene la longitud de |as piezas sobre
los factores tedricos de concentracidon de esfuerzos, y se refuerza la influencia de otros
parémetros geométricos ya conocidos. El estudio se presenta especificamente sobre placas
rectangulares ortotrépicas con agujero centrado sometidas a cargas tensoriales
unidireccionales, aplicando el método de los elementos finitos. Se demuestra que los factores
de concentracién de esfuerzo pueden alcanzar valores considerablemente grandes
comparados con los obtenidos en placas infinitas. Al mismo tiempo se reporta la longitud de
transicion para dos orientaciones diferentes de las fibras del material de la placa estudiada.
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INTRODUCCION

En el disefio de elementos de maguinas y de estructuras se hace indispensable conocer los
Factores Tedricos de Concentracion de Esfuerzos (FTCE) para diferentes discontinuidades
geométricas, presentes en la mayoria de estos elementos, como son: entallas, agujeros,
cambios de seccion, etc.

Cuando se trata de materiales anisotropicos, la determinacion de estos FTCE no es tan
directa, a diferencia de los materiales isotropicos, de los cuales se dispone de suficiente
informacion tedrica y experimental.

Es bien sabido que en las Ultimas décadas los materiales anisotropicos han cobrado
verdadera importancia a nivel industrial, debido a las extraordinarias caracteristicas mecénicas
que exhiben: alta resistencia especifica, altos médulos de elasticidad especificos, excelente
comportamiento bajo cargas ciclicas, etc.

Lekhnitskii*, fue uno de los primeros investigadores interesado en la determinacion de los
FTCE en placas infinitas anisotropicas con agujero circular y eliptico sometidas a diferentes
condiciones de borde. En trabajos més recientes”**® se han presentado resultados de los
FTCE en placas compuestas, con diferentes discontinuidades geométricas. uno o varios
agujeros elipticos o circulares, ranuras, etc., utilizando diversos métodos mateméticos.

Sin embargo, es solo hasta ahora que se han reportado y publicado trabajos sobre la
influencia de la longitud de las piezas sobre la magnitud de los citados FTCE en materiales
isotropicos™’. En estos, se establecieron los conceptos de pieza corta y de longitud de
transicion; el primero se refiere a las Ilamadas regiones de régimen de pieza cortay régimen
de pieza larga; y el segundo a un parametro de longitud adimensional, que representa el
[imite entre estas dos regiones.

En este trabajo se presenta un estudio similar a citado en el parafo anterior, pero
orientado a materiales anisotrépicos. Para ello se desarrollé un cddigo de elementos finitos
que permite estudiar la respuesta mecénica en piezas ortotropicas’. Especificamente se
trabajé con placas rectangulares ortotrépicas con agujero circular centrado y sometidas a
cargas tensoriales unidireccionales. Se determinaron los FTCE para diferentes relaciones
geométricas, longitud/ancho y diametro/ancho de la placa, presentdndose los resultados en
curvas tipicas de los FTCE en funcion de la relacion adimensional diémetro/ancho. De igual
manera, se determind la longitud de transicion de la placa. Este estudio se realizd para dos
orientaciones diferentes de las fibras del material.

FORMULACION

Problema de esfuer zo plano de la teoria de elasticidad en cuerpos ortotrépicos.

Para el andlisis de estado de esfuerzo plano generalizado, se considera una placa delgada
eléstica homogénea ortotropica de espesor uniforme, la cual esté en equilibrio bajo la accion
de fuerzas distribuidas en sus bordes y de las fuerzas volumétricas. Se asume lo siguiente:

1. En cada punto de la placa existe un plano de simetria elastico el cual es paralelo a plano
medio de la placa.

2. Las fuerzas aplicadas a los bordes y las fuerzas del cuerpo actiian en planos paralelos al
plano medio y estén distribuidas simétricamente con respecto a éste plano.
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3. Las deformaciones de la placa son pequefias, lo cual significa que se utiliza la teoria

linealizada de las relaciones desplazamiento—deformacion.

Enrelacion alaFig. 1, € plano medio lo representa el plano x-y. El espesor de la placa se
define por h; X, Y, expresan las componentes de las fuerzas distribuidas en los bordes por
unidad de érea; X, Y representan las fuerzas del cuerpo por unidad de volumen; siendo Z,=Z

= 0 de acuerdo alas condiciones anteriormente establecidas.

Fig. 1. Placa de espesor h sometida a cargas de traccion.

Las ecuaciones de equilibrio y de la ley de Hooke generalizada, aplicadas a problemas de

esfuerzo plano en placas ortotropicas, se reducen a las siguientes ecuaciones:

ﬂsx+ﬂtXY+X:O

ix Ty
t S
My 1 L+Y =0
ix Ty
N
exzisx_ uley:isx_ u_lzsy
El EZ El El
e, =- 1zsx+—sy:-uisx+—sy>
1 EZ EZ EZ
Oy=gt y

Las relaciones desplazamiento-deformacion estan dadas por:

_ fu _ _fu v
e T 0 ey—% O =+

L as correspondientes condiciones de borde actuando sobre los bordes de la placa se

expresan de la siguiente manera:

s, cog(n, x) +t , cos(n,y) = X, t,cos(n,x)+s cos(n,y) =Y,
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Las ecuaciones (1) y (4) pueden ser expresadas en funcion de los desplazamientos u y v,
utilizando las ecuaciones (2) y (3):

1€ EFE, Tu, EEuy, ‘ﬂvu v ou

e— — 4+ —I+ X =0 5
x E, - U E, ‘Hx E,-Uu’E, ‘Hyu ‘Hnglzg‘ﬂy ix g =4 ®
, ) N
_eGlzg_+ﬂ9u ﬂ & EiEla ‘Hu = ‘”—Vu+Y 0 (6)
x Ty ‘me Ty §E2 u,E, ‘ﬂx E,-uiE, yg
Las condiciones de borde se transforman en:
é EE, fu.,k EEu, 9vu éfu ﬂvu _
A — 4 —qcos(n, x) + G, & os(n y) = @)
gEz - uzzlEl ﬂX E u21E ﬂ H eﬂy ﬂXu
éfu _ Tvu & E,E,u,, fu EZ  qvU
+—pcos(n, x) + e——"‘ "2 cos(n,y) = (8
12811 ﬂ Ll eEz - uzzlEl ﬂX E u21E ﬂ H

El sistema de ecuaciones obtenidas, junto con las condiciones de borde, representan el
problema de esfuerzo plano en placas ortotrépicas.

Formulacion variacional del problema de esfuer zo plano.
La formulacion variacional de estas ecuaciones diferenciales, se expone a continuacion.

T7¢ fu fvu 1 e‘ﬂu ‘ﬂvu
+C,—(1~ Cas —n=X 93
T Pl Ty by wd 3

Sy ‘ﬂe‘ﬂu ‘ﬂvu 1%: E+c ‘HVE_Y (90)
‘er‘ﬂy xq Ty &™ fiyu

gcll Tu, Cy, ﬂ_vgnx Cu eﬂu o v Eny =X, (10a)
é  Tx ya &Iy 1xd
W1

éfu ﬂvu é fu fivu
c n, +ac, —+¢C n,=Y, (10b)

&y axi T ER 2 gy

Donde las constantes ¢;1, Ci12, C22 Y C33 Vienen definidas por:

EE E.En’ E

Cllz—i 12 :% Cx :—22 Cy =G, (11)
Ez - n21E1 Ez - n21E1 Ez - n21E1

y los términos: ny, ny representan los cosenos directores del vector unitario n, normal al
borde W :
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nN=nyi+nyj=cosai+senaj (12
Adicionalmente alas condiciones de borde sobre W 1, se tiene:

u(s) = U(S) (133)

13b)

Estas ecuaciones: 9, 10, 11y 13 definen el problema general bidimensional de valor en el
borde en elasticidad lineal, describiendo el problema de esfuerzo plano en cuerpos
ortotropicos linealmente elésticos.

En problemas bidimensionales, Fig. 2, Q representa el interior del dominioy W el borde,
el cual puede ser definido por las ecuaciones paramétricas. X = x(s), y = y(s), donde s es la
longitud de arco alo largo de W medido desde algun punto de referencia arbitrario. De igual
forma, el borde W del dominio esta dividido en dos partes: W, y fW,, sobre los cuales las
condiciones de borde son impuestas. Las condiciones de borde naturales se definen sobre
W, , mientras que las condiciones de borde esenciales se imponen sobre W,. Sobre W1
aparece el vector n, normal a un punto cualquiera perteneciente a éste borde.

} Sobre W
v(s) = v(s)

Glo n

X

0Q: X = X(s)
y=Y(s

0,

»

» X

Fig. 2 Dominio de un problema bidimensional de valor en el borde.

Al multiplicar las ecuaciones (9a) y (9b) por funciones de prueba w; y ws, integrando y
aplicando el teorema de Green, y después de varias operaciones de integracion se obtienen las
ecuaciones siguientes:

1w € '"V” ﬂ""le o, Wb wX ds- Xwdydx=0 (14
Q'ﬂxg:”ﬂx Wiy 8y ﬂx?“%dy@ﬁ QXvicly i

e o U IV e & T, M- g wv s Qwcay=0 (19

W Sy "ol §o a2 gy
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La declaracion variacional del problema general de esfuerzo plano en materiales
R V) V)
ortotrépicos comprende: encontrar funciones u, v I H*W) tal que u = u(s), v = v sobre
Wo; y 14y 15 se cumplan paratodawi, wo 1 HY(W) tal quews = G; y w>= G, sobre W,
M odelacion por elementos finitos
Al reemplazar el dominio W por un dominio W, el cual consiste de una coleccion de
elementos finitos E y puntos nodales N, y suponiendo |as siguientes aproximaciones:

N N
up (X, y) = é’l uif 7 (x,y) Ve(Xy) = é’l vit F(xy) (16)

Donde u, y Vi, pertenecen al subespacio H" de HY(\W,), u;, vi son tales que: u; = G, Vi = vJ en los
nodos sobre dWay, y las ecuaciones (14) y (15) se cumplan para toda wan y won1 H" tal que
Winh =Gy Wan= G sobre W,

Al reemplazar (16) en las ecuaciones (14) y (15), estas se convierten en:

éN éN . I ; ﬂf ﬂff+c firewrrs vé s ﬂff+c fr: ﬂff%xd%

= =L QET 2] ﬂX Tix Ty ﬂyg I@ Ty X ? T ‘qu) (a7
N N

%&%f PXqds- Q| ded;}é:o

éN éN X gcu I +Cy fire Wy u V§ ﬂfieEﬂ: ﬂfiemf%xd%
aia QE% é ﬂy X Ix ﬂyg Ié33 x T 2 ﬂy ﬂyq:) (18)

N <
a &%f ;Y ds- ng ijXd))aZO

En funcion de la matriz de rigidez, K, y el vector de carga, F, las ecuaciones (17) y (18) se

pueden expresar por:
[ ury+ [k Rt = (19)

[k fus+ [k 2 fvet = {72} (20)

Donde:
& ye qfeTf; qeafcu
K= ¢ &, +C,, ———(dxdy (21)
‘ éﬁ 3@1 ™ X “ My fyg

Y ye qfeqr; qf ¢ Tf S U
KiZ=¢ &c +C N 22
: Qﬁ?}lg@” v ™ 7% Tyg d =2
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Fil:@,v;hffxﬂd5+ Qﬁf ° Xdxdy (23

e Ty ﬂf.Eﬂfft‘J
! +cC ! (dxd 24
R I T v (24)

A
N
1
Q/
Qo=
() (ED; (¢}

F2= & feYdxdy + ¢y f °Y.ds (25)
QT Qi "

J

Las ecuaciones (19) y (20) representan el modelo por elementos finitos de las ecuaciones
de elasticidad de esfuerzo plano, (9a) y (9b).

RESULTADOSNUMERICOS.

Los resultados numéricos fueron obtenidos empleando un cddigo de elementos finitos
desarrollado para determinar la respuesta mecénica en piezas ortotrépicas’. Los resultados se
presentan sobre una placa rectangular de madera laminada (también conocida como
plywood), de dimensiones 2L x 2w, con agujero circular centrado, de radio a, sometida a la
accion de fuerzas tensoriales unidireccionales, S, tal como lo indica la Fig. 3. El espesor de la
placa, t, se considera constante y unitario. Para los célculos se trabajo con un cuarto de placa
debido ala simetria del problema.

2% O
—y ——»

Fig. 3. Placarectangular con agujero circular sometida a traccion
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Las propiedades mecénicas de la madera laminada o plywood son: Ex = 1.2x10° kg/cn?,
E, = 0.6x10° kg/cn, vy = 0.071y G = 0.07x10° kg/cn?’.

Los FTCE, Ky, se calcularon en funcién del esfuerzo nominal grueso, es decir, el esfuerzo
gue ocurre en la seccion transversal mayor, a partir de la formula siguiente:

K, = S max (26)

Sg

Donde omax. corresponde el esfuerzo principal en el borde del agujero y o4 representa el
esfuerzo nominal grueso en la placa, en la direccion X.

Los resultados del estudio realizado, se muestran en la Fig. 4, donde se observa la
influencia de los parametros L/w y, del ya conocido, a/w, sobre los FTCE.
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Fig. 4. FTCE para diferentesrelacionesL/w y a/w

En ambas gréficas, se observa que los FTCE se incrementan significativamente a medida
que la relacion L/w disminuye, es decir, a medida que la pieza se hace méas corta,
obteniéndose los valores mas altos de los FTCE para larelaciéon L/w = 1.0. Puede observarse,
ademas, que los méximos valores de los FTCE se obtienen cuando el médulo de elasticidad
mayor coincide con la direccion de aplicacion de la carga, es decir, para Ex> E;.

Por otro lado, al observar la convergencia de los FTCE en la Fig. 4a'y 4b, estos conducen
al valor de 5.45 y 4.15, respectivamente, a medida que la relacion a/w tiende a cero e
independientemente de la relacion L/w. Estos resultados fueron obtenidos por Lekhnitskii',
para placas plywood infinitas.

La Fig. 5 muestra la longitud relativa de transicion en funcién del parametro alw,
presentandose para dos orientaciones de las fibras del material: en la primera, el modulo de
elagticidad mayor coincide con la direccion de aplicacion de la carga, Fig. 5a, en la segunda,
el modulo de elasticidad menor coincide con la direccion de aplicacion de la carga, Fig. 5b.
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En ambas gréficas de la Fig. 5, se observa que la longitud relativa de transicion tiende a
un valor constante para el rango de valores de a/lw comprendido entre 0.4 y 0.8.

3 1 1 3 |
i | F
2 25 — = 2 25
b - hr v 4
2 — 2 -
/
1,5 —£ 15
1 1
0,5 0,5
0 0
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
alw alw
(5a) Ex> E (b)) Ex< Ey

Fig. 5. Longitud detransicion, L

CONCLUSIONES

1. Aligual que parael caso elastico-isotropico, se pudo determinar que los FTCE para piezas
de materiales ortotropicos se ven influenciados significativamente por la relacion geométrica
L/w, a igual que influenciados por parametros y aspectos ya conocidos, como por g emplo:
orientacion de las fibras y tamafio relativo del agujero.

2. Se ha establecido que el nuevo concepto de longitud de transicion presenta valores
distintos que dependen de la orientacion de la fibra de la [dmina.

3. Al observar la convergencia de los FTCE en la Fig. 4, estos conducen al valor de 5.45 y
4.15, respectivamente, a medida que la relacion a/w tiende a cero e independientemente de la
relacién L/w. Estos resultados fueron obtenidos por Lekhnitskii*, para placas plywood
infinitas.
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