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Resumen. En trabajos previos hemos presentado la Teselacion Delaunay Extendida (EDT)
para la generacion de mallas de poliedros que tienen sus vértices aproximadamente en una
misma esfera. Utilizando poliedros en distintos métodos numéricos se han encontrado
grandes ventajas por sobre los tradicionales elementos tetraédricos o hexaédricos. Dichas
ventajas indican la posibilidad de una generalizacién, relajando algunas limitaciones para
incluir una gama méas amplia de poliedros.

Donde més se han evidenciado las ventajas de utilizar mallas poliédricas es en la captura
precisa de superficies libres de fluidos y en aquellos casos que requieren una malla (0 un
control de la misma) en cada paso de tiempo. Ademas, los poliedros, a diferencia de los
elementos clasicos, son capaces de absorber una gran deformacion de la malla antes de
presentar serias complicaciones numéricas.

El presente trabajo es un analisis de las ventajas y los limites de la extension a poliedros no
esféricosy un estudio de las funciones de forma que podrian utilizarse como interpolantes.
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1. INTRODUCCION

La triangulacién Delaunay de un conjunto de puntos es la unién de todos los simplices
(puntos, segmentos, triangulos, tetraedros, ...) definidos por puntos del conjunto cuya
circunsfera no contiene ningln otro punto del conjunto. Es una herramienta muy poderosa
para generar mallas ssimpliciales para e MEF, principalmente porque se han desarrollado y
perfeccionado algoritmos capaces de generar muy rapidamente la triangulacion de un conjunto
de puntos"***° y, al menos en dos dimensiones, los tridngulos que se obtienen resultan
cualitativamente adecuados para ser utilizados en el MEF. Pero adolece de dos defectos que
requieren un postratamiento muy costoso. El primero es que todos los algoritmos requieren
que no haya mas de tres puntos en un mismo circulo ni més de cuatro en una misma esfera. En
la practica esto no se cumple casi nunca, obligando a adoptar medidas computacionalmente
costosas para sobrellevarlo. El otro problema, mas grave alin, se produce en tres dimensiones
por la existencia de nodos practicamente coplanares que forman los tristemente célebres
“divers’, que son tetraedros con dos aristas opuestas muy proximas’. Los slivers tienen
volumen y Jacobiano casi nulos y correspondientemente, las derivadas de las funciones de
forma tienden a infinito. Son la fuente primordial de los errores de calculo en elementos
tetraédricos y por lo tanto de dolores de cabeza para quien programa generadores de mallas 'y
debe evitarlos.

En contraste, las mallas de cuadrildteros y hexaedros no tienen esos problemas, pero no hay
ningin método para construirlas que comparta la facilidad y velocidad de los algoritmos
simpliciales. La generacion de cuadril&teros se puede hacer por avance frontal o por union de
tridngulos’, ambos métodos mucho mas onerosos en términos computacionales y para los
hexaedros, no hay a presente ningtin método general que funcione en forma robusta’.

El suavizado es un postratamiento cosmético de la malla que reposiciona los nodos para
evitar todos los problemas antes mencionados. Pero més all4 del costo computacional, que
siempre es muy alto’, en métodos de puntos y Lagrangianos es impracticable pues los nodos
no pueden ser movidos.

En los métodos de puntos toda la informacion del problema se aloja en un conjunto de
puntos gque definen el dominio. Los puntos se mueven y sus variables asociadas cambian con
el tiempo, segin un proceso gobernado por ecuaciones diferenciales discretizadas o por la
interaccién mutua de las particulas-punto. Pero ain los métodos sin malla requieren de una
malla. El andlisis sobre un conjunto de puntos requiere de algunos datos geométricos que
deben ser evaluados previo a céculo fisico; principalmente la frontera del dominio y €
entorno de cada punto. Si bien es cierto que esa informacién geométrica no es exactamente la
misma que la de una malla tradicional del MEF, es topol 6gicamente asimilable y, de hecho,
puede obtenerse a partir una malla construida con los puntos materiales, en la medida en que
el costo de produccién de dicha malla sea aceptable.

Todos los aspectos geométricos de los problemas planteados son resueltos en tiempos de
orden précticamente lineal utilizando la Teselacion Extendida de Delaunay o EDT™, que
consiste basicamente en una triangulacién estandar y una poliedrizacion que une simplices
vecinos formando elementos poliédricos que resultan tener muchas ventgjas; tanto sobre los
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tetraedros, principalmente por la ausencia de degeneraciones como sobre los hexaedros por la
facilidad de construccion. Las mallas construidas por EDT no requieren de ningdn
postratamiento de suavizado, por |0 que resultan adecuadas tanto para ser utilizadas como
mallas de elementos finitos como para extraer informacién geométrica de una nube de puntos.

El presente articulo describe someramente el proceso de poliedrizacion para enfocarse
luego en sefidlar algunas ventgjas adicionales y nuevas posibilidades que se han encontrado
trabajando con poliedros en el MEF y en métodos sin mallas.

2. POLIEDRIZACION

En e método de elementos finitos, €l dominio se particiona en elementos. En contraste,
para los métodos de puntos toda la informacién se aoja los nodos. Pero aln en este Ultimo
caso se requiere la definicion del entorno de cada punto; esto es, € conjunto de puntos
(cercanos) con los cuales interactlia cada punto. Para definir el entorno de un punto se pueden
utilizar una malla, en la medida en que la informacion se pueda generar rdpidamente; en
tiempos de orden cercano an, alo mas nlog(n), siendo n la cantidad de nodos. Con la EDT, la
malla se genera precisamente con ese costo computacional, por lo que resulta adecuada tanto
para generar una malla partiendo de la frontera definida desde CAD, como para poliedrizar
una nube de puntos moviles.

La poliedrizacién se obtiene, tal cual se explica en publicaciones previas', por unién de
simplices vecinos con circunsferas “proximas’ y en 3D se agrega la posterior captura de
poliedros vecinos cuyos nodos pertenezcan todos a poliedro “mayor” (tipicamente slivers).

ri

r; Prms

Cm = (C1+C2)/2
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T Pems =AriPHrg? /2

Figura 1: Proximidad de esferas en la poliedrizacion.

Dos circunsferas de elementos vecinos se consideran suficientemente proximas cuando sus
centros distan menos que &-r, donde & es un factor arbitrario y r es un promedio de los
circunradios. En la medida en que & aumente, aumentara también |la proporcién de poliedros
respecto alos simplices.
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En general, un valor de & = 0.01 es suficiente para garantizar que los nodos practicamente
coesféricos sean incorporados a un mismo elemento. De hecho éste es un parametro que solo
se modifica para realizar diversos experimentos numéricos, pero en los programas de célculo
cerrados permanece fijo en € valor antes citado. Con ese valor se garantiza la ausencia total
de diversenlamallay se eliminan todos |os problemas de la triangulacion estandar.

En los experimentos mencionados, se ha revelado que e factor de similaridad & puede
elevarse muy por encima de ese valor.

En los primeros andlisis el cuidado estaba centrado en evitar la formacion de poliedros
céncavos, pero hemos visto que éstos no ofrecen mayor dificultad en la medida en que €
centroide del poliedro sea un punto desde el cual todos los nodos son visibles 'y los puntos de
integracion queden en el interior de la interseccion de todas las esferas de los nodos del
poliedro como se explicard mas adel ante.

Figura 2: Efecto del aumento de & en una poliedrizacion.

El limite geométrico para €l crecimiento de o llega cuando se unen todos los simplices de
un nodo. Dicho nodo quedaria entonces en medio del poliedro y artificialmente despojado de
todos sus elementos. Esa anomalia sucede recién para valores de o cercanos a la unidad, pero
por debajo de ese limite se pueden calcular en forma segura las funciones de forma y sus
derivadas.

En la Figura 2, se puede ver una malla sencilla con densidad de nodos variable, los
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poligonos no simpliciales se muestran en color mas oscuro. La malla de la izquierda fue
poliedrizada con un valor de & 10 veces superior a habitual y ala derecha con un valor de 0.8,
que ya puede ser considerado peligroso por la posible presencia de elementos concavos, pero
aun asi los resultados son aceptables. En una malla normal, con 6=0.01, hay una minima
cantidad de poliedros, que se producen por la casual presencia de algunos nodos coesféricos.
Al aumentar & se forma una gran cantidad de poliedros no simpliciales e incluso llegan a ser
mayoria, sin que la malla presente ningln problema de calidad.

3. ENTORNO DE UN NODO

Los elementos cuadriléeros/hexaédricos siempre han sido preferidos a los simpliciales,
quizas por algunas razones no muy bien fundadas, pero es cierto que una misma densidad de
nodos requiere muchos menos hexaedros que tetraedros. Ademés esta € concepto de
vecindad, dos nodos en diagonales en un cuadrilatero o un cubo no siempre son Vecinos
naturales en el sentido estandar (Delaunay), pero parece razonable que deben influenciarse
mutuamente.

El entorno natural (natural neighborhood) de un nodo es la unién de las esferas de V oronoi
del nodo. En algunos métodos sin puntos, como el Natural Element Method o NEM*! se
considera que un nodo influencia el valor de cualquier variable en los puntos de su entorno
natural y que a su vez e nodo esté influenciado por lo que sucede en su entorno natural. En
particular, se [laman vecinos naturales de un punto a conjunto de nodos que definen las
esferas de Voronoi que contienen a punto.

G , Q r T j

Figura 3: Entorno y vecinos de un nodo.

Para g emplificar, la Figura 3 muestra un caso tipico, los nodos marcados con un circulo
hueco en latriangulacién de laizquierda no son vecinos naturales del nodo central, puesto que
no estan definiendo ninguna esfera de Voronoi del nodo, aunque su influencia mutua con el
nodo central deberia ser similar ala de los otros nodos diagonal es.

Esa discontinuidad de la influencia puede resultar nociva, una variable cualquiera que se
asigne a nodo central a partir de sus elementos puede quedar mal evaluada debido a esa
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disposicion. Por gemplo, si se quiere asignar una normal a cada nodo computando las
normales a sus elementos, en una transicion suave no habria mayor problema, pero si las dos
aristas horizontales del medio fuesen parte de un quiebre de la geometria (parte de una arista
geométrica) las normal es asignadas de esa forma estarian mal cal culadas debido al mayor peso
de los cuatro tridngul os inferiores frente alos dos de arriba.

En e Meshless Finite Element Method o0 MFEM*, se utiliza un concepto distinto de
vecindad definiendo como entorno de un punto a elemento que o contiene y como entorno de
un nodo a la union de los elementos del nodo. Los vecinos de un punto cualquiera o de un
nodo son los nodos de definicién del entorno. Es decir que todos los nodos marcados en la
poliedrizacion de la figura derecha seran correctamente considerados vecinos del nodo central
y tendran influencia mutua.

4. FUNCIONESDE FORMA E INTEGRACION

Los primeros métodos basados en el concepto de entorno natural utilizaban funciones de
forma Sibsonianas®, pero ya se vio que resulta mejor utilizar las coordenadas Laplacianas
normalizadas***°, que resultan més facilmente computables, sobre todo en tres dimensiones.

En e NEM, las funciones de forma en un punto estan gobernadas por sus vecinos
naturales, por lo tanto un nodo tiene influencia sobre cualquier punto de sus esferas de
Voronoi. En contraste, en el MFEM, e soporte compacto de las funciones de forma esta
limitado al interior del conjunto de elementos que comparten un nodo. Esto simplifica (hace
posible) la imposicion de condiciones de contorno arbitrarias: Puesto que las funciones de
forma estén valuadas sélo en el interior del dominio (y no se “escurren” hacia afuera junto con
las esferas de Voronol), la imposicion de condiciones de Dirichlet en los nodos es
perfectamente posible.

Otra ventgja de la poliedrizacion se observa al integrar las funciones de forma y sus
derivadas.

La presencia de abundante cantidad de dlivers en la teselacion Delaunay impide la
utilizacion de los simplices originales paralaintegracion en € poliedro. En su lugar se recurre
aunadivisiéon del poliedro en simplices formados con las caras y un punto interior, que puede
ser € centroide del poliedro. Para integrar se utiliza un punto de integracion en € centro de
cada uno de esos simplices. Por eso es que deciamos antes que €l centroide del poliedro debe
ver atodos los nodos. Los puntos de integracion deben estar en € interior de lainterseccion de
todas las esferas de Voronoi de |os nodos, esto es s pretendemos conservar la convexidad de
las funciones de forma, pero no es en absoluto grave si se viola esta condicion.

En algunas aplicaciones numéricas, es necesario iterar en cada paso de tiempo sin
modificar las conectividades para no perder la continuidad de las funciones de forma. Resulta
ser que un poliedro soporta las deformaciones mucho mejor que una triangulacién
equivalente.
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Figura 4: Puntos de integracion durante la deformacién de un elemento.
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En la Figura 4 se puede observar la secuencia de un poligono deformandose por el
movimiento hacia la izquierda del nodo extremo derecho. Los nimeros indican el
desplazamiento del nodo en unidades del radio del elemento y los puntos marcados son los
puntos de integracion. En una triangulacion equivalente, tal como se muestra debgjo, €l
elemento estaria dividido en triangulos, y si por casualidad hubiese un triangulo formado con
los tres nodos de la derecha, el Jacobiano quedaria enseguida invalido, por e aplastamiento de
dicho tridngulo.

El poligono, en cambio, soporta muy bien la deformacion, puesto que €l Jacobiano sigue
siendo positivo en los puntos de integracion aln cuando e poliedro es concavo y hasta un
punto intermedio entre los dos Ultimos pasos de la secuencia. Como se puede observar i se
analiza la grilla métrica indicada como fondo, el Jacobiano local en los puntos de integracion
serevierte cas a final de la secuencia. En la préctica, 10s pasos de tiempo son adaptados de
acuerdo a la divergencia de la velocidad para evitar llegar tan lgos, pero se puede apreciar la
superior robustez de los poliedros frente a los simplices en ésta situacion.

5. FRONTERA DE UN CONJUNTO DE PUNTOS

A diferencia del problema de la generacion de una malla dentro de una superficie
preestablecida desde el CAD, la frontera de un conjunto de puntos no es ni siquiera resultado
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mateméticamente bien definido. En la Figura 5 se muestra en un conjunto de puntos a modo
de gilemplo, en este caso es un paso de tiempo intermedio del problema de un chorro de
liquido llenando un recipiente.

La unica frontera bien definida para un conjunto de puntos arbitrario es € envoltorio
convexo (convex-hull), cuyo interior es la union de todos los semiespacios que contienen
puntos del conjunto. La frontera de la triangulacion Delaunay del conjunto de puntos es €l
convex-hull.

Si se eliminan todos |los elementos cuya esfera tenga un radio mayor que cierto parametro
real o, se obtiene una malla cuya frontera se denomina a-shape del conjunto de puntos dado®.

Figura 5: Frontera de una nube de puntos.

En la parte inferior de la figura se muestran los resultados obtenidos con dos valores de a
distintos. Como se puede observar, existen puntos que quedan aislados y también aparecen
huecos en e dominio. Cualitativamente, ambos resultados se corresponden en forma aceptable
con lafisicadel problema.

En elementos finitos se suele utilizar h(x,t) para representar e valor requerido para la
distancia entre nodos vecinos en un punto del espacio y en cada paso de tiempo. Los nodos de
ese problema en particular deberian tener una distribucién uniforme y constante; pero el
movimiento, guiado por las ecuaciones del continuo, produce una distribucion variable. En el
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seno del liquido, la densidad de la distribucion es aproximadamente la requerida, pero en las
cercanias de los huecos y de los nodos aislados aparece una brusca variacion de la densidad de
puntos.

El valor de a esta intimamente ligado ala densidad de puntos, se pretende que €l algoritmo
de a-shape capture esas variaciones de densidad y reconozca esas zonas de alto gradiente
como frontera. Comparando las dos figuras inferiores, se puede ver que distintos valores de a
generan fronteras distintas, pero aceptables en la medida en que los valores de a sean del
orden de h.

También ligada con a esta la curvatura de la superficie, puesto que a mide € radio de la
esfera méas grande que admite e dominio. Con un valor infinito para a se obtiene como
frontera & envoltorio convexo de los nodos. Con valores de o un poco menores que h se
generan huecos internos o burbujas. Cuando a adquiere un cierto valor limite menor que h,
desaparecen todos |os el ementos.

Cuando se tiene una densidad de puntos intencionalmente variable en € seno del dominio,
la definicidn original no sirve. Un valor de a similar a h maximo cerraria artificidlmente las
concavidades de la geometria en las zonas de alta densidad, y por €l contrario, uno similar al h
menor dejaria huecos artificiales en la zona de grandes elementos. Para poder trabajar sobre
conjuntos de puntos con densidad no uniforme, a debe considerarse como un factor (préximo
alaunidad) que multiplicaa h variable.

En resumen, el agoritmo de definicion de la frontera consiste en un recorrido por lalistade
elementos (ya sean simpliciales o poliédricos) y, cuando la esfera correspondiente al el emento
tiene un radio mayor que a-<h>, sus nodos se marcan como fronteray el elemento se elimina
de la malla. La Unica consideracion especial debe hacerse sobre el h(x,t) que se usa como
comparador: Puesto que € centro de la esfera puede estar arbitrariamente alejado de |os nodos
(al menos en los nodos de la frontera), se toma para el elemento el h promedio de sus nodos.

Con esto se obtiene una frontera adecuada a la densidad de puntosy sin los trastornos de la
recuperacion de lafronteral” que presentan los métodos clésicos de mallado.

6. CONCLUSIONES

La poliedrizacion resulta ser una herramienta que permite combinar la velocidad y
simplicidad de la teselacion Delaunay con las ventgjas de los elementos cuadriléteros o
hexaédricos en un tiempo razonable y en forma robusta.

La poliedrizacion tiene ademas las ventgas de aceptar una mayor deformacién por
movimiento de los nodos, conservando el gradiente de las funciones de forma dentro de
limites aceptables, del orden del gradiente esperado de acuerdo a la densidad de la
distribucion.

La superficie de la malla se obtiene en forma muy répida y sencilla; ain con densidad
variable y capturando en forma adecuada la geometria del dominio, sea éste concavo o
CoNvexo.
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