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Abstract. La Visualizaci¶on Cient¶³¯ca se ha convertido en una de las herramientas m¶as
importantes en el estudio de la din¶amica de sistemas no lineales, an¶alsis num¶erico de
espacios vectoriales, y el estudio de °ujos y mec¶anica del continuo. En la mayor¶³a de los
casos particulares de estos sistemas, las soluciones anal¶³ticas cerradas son excesivamente
complejas o bien imposibles de encontrar. Por dicha raz¶on el an¶alisis num¶erico y la in-
terpretaci¶on gr¶a¯ca de los resultados representan la ¶unica soluci¶on pr¶actica posible. Los
m¶etodos usuales para la visualizaci¶on de diagramas de fase y espacios vectoriales, as¶³ co-
mo las dem¶as t¶ecnicas de an¶alisis en sistemas din¶amicos y mec¶anica del continuo, parecen
generar una disyuntiva de calidad vs. interactividad. En efecto, las t¶ecnicas que proveen
posibilidades de interactividad (vectores o streamlines, por ejemplo) se caracterizan por
producir resultados de calidad pobre, lo cual puede llevar en muchos casos a una interpre-
taci¶on err¶onea de los resultados visuales. Otras t¶ecnicas que producen visualizaciones de
mayor calidad, como por ejemplo la LIC (Line Integral Convolution) producen resultados
gr¶a¯cos adecuados sin requerir intervenci¶on, pero con un costo computacional excesivo,
a¶un en gr¶a¯cos de bajas resoluciones. En este trabajo presentamos un una nueva t¶ecnica
que permiten alcanzar resultados que combinan calidad, riqueza de informaci¶on y tiempos
interactivos. La misma se basa en la aplicaci¶on local de un ¯ltro direccional sobre una
textura, tomando como direcci¶on la correspondiente al espacio vectorial en cada punto.
Esta t¶ecnica puede aplicarse en forma conjunta con las existentes, produciendo resultados
de muy buena calidad con tiempos interactivos.
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1 INTRODUCCI¶ON

La visualizaci¶on cient¶³¯ca ha cobrado importancia con el paso de los a~nos, debido princi-
palmente al creciente desarrollo de la tecnolog¶³a, lo cual posibilita el c¶omputo num¶erico de
grandes vol¶umenes de datos en tiempos interactivos, a¶un en computadoras personales. En
consecuencia, se ha tornado m¶as sencillo para investigadores de todo tipo de disciplinas el
desarrollo de modelos matem¶aticos y su an¶alisis y simulaci¶on num¶erica. Esto hace cada
vez m¶as ventajoso el uso de m¶etodos numericos que intentar resolverlo anal¶³ticamente,
lo cual muchas veces ha probado ser de una alt¶³sima complejidad, si no imposible en la
mayor¶³a de los casos.
Pero el an¶alisis num¶erico de un modelo no ser¶³a posible si no existiera una forma de

conocer y comprender los resultados relevantes. La visualizaci¶on de determinadas pro-
piedades del sistema nos ayuda a interpretar en una forma r¶apida e intuitiva su compor-
tamiento para una condici¶on dada. Esta idea conceptual debe darnos la mayor cantidad
de informaci¶on posible acerca del sistema, a la vez de proporcionarnos la su¯ciente °e-
xibilidad para permitir su an¶alisis en forma interactiva. El objetivo del presente trabajo
consiste en lograr una metodolog¶³a de visualizaci¶on del comportamiento din¶amico de sis-
temas que sea adecuada para el correcto estudio de estos sistemas, y de un relativamente
bajo costo computacional y manejo sencillo e intuitivo que permita tiempos interactivos
con el usuario.
La visualizaci¶on aplicada al estudio de estos temas consiste en obtener una idea concep-

tual del comportamiento de un sistema din¶amico a partir de sus ecuaciones diferenciales.
Esto ha llevado a la creaci¶on de numerosas t¶ecnicas y met¶aforas visuales con el ¯n de
caracterizar el comportamiento del sistema de la manera lo m¶as ¯el posible, y a partir de
cualquier condici¶on inicial. De esa manera fueron propuestos m¶etodos tales como glifos,
trayectorias de part¶³culas, ¶³conos, Streamlines, Hyperstreamlines, Spot Noise, LIC, etc.
[1, 2, 3, 10, 15, 16] Estas t¶ecnicas son de gran importancia te¶orica y experimental en diver-
sas disciplinas, como por ejemplo din¶amica de los °uidos, ecolog¶³a, electr¶onica, mec¶anica
no lineal, etc. Estas aplicaciones han ido cobrando importancia en la misma medida en
que los sistemas din¶amicos han sido incorporados y utilizados como modelo matem¶atico
mediante sus ecuaciones diferenciales.
En este trabajo presentamos una t¶ecnica que permiten alcanzar resultados que com-

binan calidad, riqueza de informaci¶on y tiempos interactivos. En la siguiente Secci¶on
se muestran brevemente los m¶etodos tradicionales (°echas y streamlines), en la Sec. 3
veremos la evoluci¶on respecto de los m¶etodos basados en texturas e introducir algunos
m¶etodos mejorados presentados anteriormente, en particular la Cumulative Line Integral
Convolution. En la Secci¶on siguiente presentamos un nuevo m¶etodo, que se basa en la
aplicaci¶on local de un ¯ltro direccional sobre una textura, tomando como direcci¶on la
correspondiente al espacio vectorial en cada punto. A lo largo de todas las Secciones
utilizamos dos ejemplos de sistemas, para poder comparar adecuadamente los resultados
obtenidos.
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Figura 1: El sistema (1) representado con °echas, (a) sin normalizar, y (b) normalizado.

2 M¶ETODOS CONVENCIONALES

La visualizaci¶on de campos vectoriales se inici¶o tradicionalmente con la m¶as sencilla y
directa manera de representar un vector: una °echa. Esta met¶afora codi¯ca los vectores
tangentes al campo en sentido y magnitud, proveyendo los datos necesarios para represen-
tar las magnitudes principales asociadas a un vector. La primer complicaci¶on que presenta
este tipo de representaci¶on es la necesidad de normalizar la magnitud de los vectores, para
poder visualizar todo el campo vectorial y no producir solapamientos. Consideremos el
siguiente sistema din¶amico: (

_x = 2cos(x)¡ cos(y)
_y = 2cos(y)¡ cos(x) (1)

En la Fig. 1 se muestran los resultados obtenidos al representar con °echas las ecua-
ciones del sistema (1), gra¯c¶andolas con una herramienta matem¶atica muy popular para
este tipo de an¶alisis. Este sistema tiene tres diferentes tipos de puntos cr¶³ticos: fuentes
o repeledores, sumideros o atractores, y puntos silla. La identi¯caci¶on visual de ellos es
realmente de¯ciente.
A causa de estas de¯ciencias, surge como idea natural la de gra¯car curvas integra-

les (streamlines) en el espacio de fases. La representaci¶on de un diagrama de fases con
streamlines se basa en elegir una adecuada cantidad de condiciones iniciales (semillas),
y a partir de cada una de ellas realizar una integraci¶on num¶erica. Los par¶ametros de
esta visualizaci¶on son entonces la cantidad y posicionamiento de las semillas, la cantidad
de pasos de integraci¶on a realizar en cada streamline, y el valor del diferencial ¯nito de
integraci¶on. Esta t¶ecnica, asi como la anterior, tiene sus propias ventajas y desventajas.
Tambi¶en es r¶apida como las °echas (dependiendo de la longitud de las streamlines), pero
supera a aquella en no producir solapamiento (y por lo tanto no necesitar de normalizaci¶on
ninguna). Sin embargo permanece el problema de un cubrimiento no uniforme del dia-
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(a) (b) (c)

Figura 2: El sistema (1) representado por: (a) Streamlines, (b) Streamlines + Path Search, y (c) Stream-
lines + Path Search con desaturaci¶on.

grama de fases. A la vez se pueden producir interpretaciones ambiguas al no visualizarse
expl¶³citamente el sentido del °ujo. Por ¶ultimo, determinadas situaciones como por ejem-
plo trayectorias homocl¶³nicas, o ciclos l¶³mite metaestables, son dif¶³cilmente representados
de manera clara.
Algunas de estas limitaciones se pueden solucionar con t¶ecnicas m¶as o menos ela-

boradas. Por ejemplo, la direcci¶on de la din¶amica puede representarse modi¯cando la
saturaci¶on del color de la representaci¶on del streamline. De esa manera, los atractores
se visualizan con colores menos saturados, y los repeledores con color fuerte. Tambi¶en
puede mejorarse el desparejo cubrimiento debido a la estabilidad local por medio de un
mecanismo de b¶usqueda inversa o recorrido \hacia atr¶as" del streamline, de manera que
la gra¯caci¶on del mismo no comienze exactamente en la posici¶on de la semilla, sino que se
realice una din¶amica inversa previa. En la Fig. 2 puede verse el mismo sistema din¶amico
que en la Fig. 1, pero representado con estas t¶ecnicas.
Una comparaci¶on ¯nal puede realizarse con el siguiente sistema:(

_x = x¡ y ¡ x ¢ (x2 + 5 ¢ y2)
_y = x+ y ¡ y ¢ (x2 + 5 ¢ y2) (2)

En este caso el sistema tiene un ciclo l¶³mite, el cual es imposible de apreciar con °echas
o con streamlines b¶asicos (ver Fig. 3). Para tener en cuenta en cuanto a la interactividad
alcanzable con estos m¶etodos, en la m¶aquina implementada (PIII 800MHz) los tiempos
estuvieron en el orden de 200mseg para las °echas, 300-400mseg para los streamlines, y
en los 500-600mseg para los streamlines con Path Search y desaturaci¶on.

3 M¶ETODOS BASADOS EN TEXTURAS

La idea b¶asica de los m¶etodos basados en texturas es la de realizar una convoluci¶on local
entre una textura de entrada y un segmento de trayectoria dentro del diagrama de fases.
El mecanismo mas simple de estos es llevado a cabo a trav¶es de las tangentes del campo
vectorial, y los m¶as actuales incluyen una convoluci¶on de l¶³nea, como la ideada por Cabral
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(a) (b) (c)

Figura 3: El sistema (2) representado por: (a) Flechas, (b) Streamlines, y (c) Streamlines + Path Search
+ desaturaci¶on, donde se puede apreciar claramente el ciclo l¶³mite del sistema.

(a) (b) (c)

Figura 4: (a) Sistema (1) visualizado con LIC y L = 30 (t = 16 seg.), (b) con paso adaptativo y L = 30
(t = 8.4 seg.), y (c) paso adaptativo y L = 100 (t = 26 seg.).

y Leedom en 1993 [1] conocida como Line Integral Convolution, o LIC. El efecto de esta
representaci¶on es visualizado como un esfumado en la direcci¶on del °ujo.
Por la metodolog¶³a empleada, la LIC se hace atractiva para la visualizaci¶on de siste-

mas cuyo diagrama de fase es desconocido, ya que el resultado no depende en nada de
los par¶ametros de la evaluaci¶on (cantidad y longitud de trayectorias, disposici¶on de las
semillas, etc.). Tampoco se corre el riesgo de que las zonas inestables del diagrama de
fases queden ralamente cubiertas. Por otro lado, la visualizaci¶on del °ujo es cont¶³nua
y las principales caracter¶³sticas del sistema quedan al descubierto. La calidad del LIC
depende de la longitud L (en pixels) de la curva convolucionada, o tama~no del kernel.
Tambi¶en puede ser importante el uso de una funci¶on ponderadora que asigne mayor o
menor importancia a los diferentes pixels de la textura. En [14, 9] se pueden encontrar
m¶as informaci¶on acerca de las curvas integrales, el teorema de convoluci¶on, y la in°uencia
de la forma del kernel en la LIC. En las Fig. 4(a) se presenta el sistema (1) gra¯cado
con esta t¶ecnica. Se observa que la calidad de las representaciones es muy buena, pero al
mismo tiempo los costos computacionales son muy altos.
Una optimizaci¶on que mejora en mucho la performance de este algoritmo consiste en

modi¯car adaptativamente el paso de integraci¶on en funci¶on del valor local de la velocidad
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(a) (b) (c)

Figura 5: El sistema (2) representado por el algoritmo LIC de paso adaptativo. (a) L = 5 y t = 0.8seg.,
(b) L = 30, y t = 4.2seg., y (c) L = 100 y t = 10.6 seg.

de la trayectoria. Esta idea no solo hace m¶as e¯ciente la evaluaci¶on, dado que evita el
sobremuestreo, sino que tambi¶en puede mejorar la calidad al evitar tambi¶en la posiblidad
de submuestreo. En las Figs. 4 y 5 se puede observar el resultado de aplicar esta t¶ecnica
y la mejora en los tiempos de c¶omputo. Se aprecia que el resultado es m¶as suave a mayor
longitud de kernel, tambi¶en aumenta mucho el costo computacional con kernels grandes,
y adem¶as no es f¶acil interpretar el gr¶a¯co para determinar la existencia o no de una
trayectoria cerrada. Existen otras t¶ecnicas originadas a partir de la LIC, como la de Spot
Noise [15] y la de Ink Dropplets [12], que pueden implementarse con una mayor velocidad
de c¶omputo, pero no producen necesariamente resultados de buena calidad.
Sin embargo, una mejora considerable puede obtenerse a partir de una modi¯caci¶on de

la LIC, en la cual no se realiza una convoluci¶on completa de todos los pixels de la textura
visitados por la trayectoria, sino que se utiliza un acumulador para computar el color
¯nal a partir de los pixels visitados. Este m¶etodo, denominado CLIC o Cumulative Line
Integral Convolution fue propuesto y estudiado en trabajos anteriores [5, 4], y muestra
reunir las ventajas de streamlines y LIC en forma simultanea. En la Fig. 6, se pueden
comparar los tiempos y resultados que este m¶etodo produce, observ¶andose su satisfactoria
calidad y de bajo costo computacional. La representaci¶on genera un cubrimiento uniforme
del diagrama de fases y los puntos cr¶³ticos del sistema son adecuadamente representados.
En trabajos posteriores se presentaron variantes y mejoras al m¶etodo, como el Doble

CLIC, consistente en una pre-recorrida del campo en sentido inverso, para luego convo-
lucionarlo en el sentido directo, lo cual produce resultados m¶as suaves. Tambi¶en existen
variantes de menor tiempo de c¶omputo, que aprovecha los resultados intermedios obteni-
dos anteriormente (llamada variante R del m¶etodo), pero a la vez produce un p¶erdida en
la precisi¶on de los c¶alculos.
Un tema de gran importancia pero que no ha recibido su¯ciente atenci¶on es el de

la textura de entrada para el algoritmo LIC y sus variantes. Hasta el momento hemos
presentado todos los m¶etodos basados en texturas gra¯cados con una textura de entrada
de tipo ruido blanco, que es la textura cl¶asica utilizada para ejempli¯car estos m¶etodos.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 6: Ambos sistemas analizados, teniendo en (a) y (d) el sistema gra¯cado por LIC adaptativo con
un kernel de 50, arrojando tiempos de 13seg (a) y 6seg (d). Luego en (b) y (e) el m¶etodo CLIC, con
kernel de 500 y tiempo de aproximadamente 1.5seg. Finalmente, en (c) y (f) las versiones tipo R del
m¶etodo CLIC, con tiempos del orden de los 800mseg.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 7: Tres texturas diferentes, donde todas tienen codi¯cado en sus colores la direcci¶on, y los resulta-
dos de convolucionarlas en el mismo sistema (1) utilizando el algoritmo Doble CLIC. En todos los casos
el tiempo de ejecuci¶on est¶a en el orden de los 2 seg.

Sin embargo, hemos destacado tambi¶en la importancia que tiene la composici¶on de la
textura para resaltar las caracter¶³sticas del sistema en este tipo de m¶etodos. En efecto,
la textura constituye un medio para introducir determinadas caracter¶³sticas geom¶etricas
y crom¶aticas en la imagen ¯nal, las cuales interact¶uan con la distribuci¶on geom¶etrica de
las trayectorias en el diagrama de fases. La LIC, as¶³ como el CLIC, interaccionan con la
textura, realizando un esfumado direccional en el sentido del campo vectorial.
La importancia y utilidad de este aspecto para la e¯cacia de la visualizaci¶on ha sido

poco estudiado (con excepci¶on de [11] donde se considera solamente la distribuci¶on es-
pectral de diversos ruidos utilizados como textura). El ruido blanco de alta frecuencia
como textura de entrada permite resaltar los detalles ¯nos en el campo vectorial, mien-
tras que el mismo ruido ¯ltrado con un pasabajos tiende a destacar la forma global del
diagrama de fases. En [4, 5] se han sugerido algunas t¶ecnicas para generar texturas m¶as
adecuadas, las cuales luego pueden ser utilizadas para resaltar diversas caracter¶³sticas de
un determinado campo vectorial.
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(a) (b) (c)

Figura 8: A partir de a) obtenemos la texturas ¯ltradas horizontal (¯gura b, campo a 0o) y verticalmente
(¯gura c, campo a 90o).

4 FILTRADO ADAPTATIVO DIRECCIONAL

Como pudimos ver en la Secci¶on anterior, la LIC resalta las caracter¶³sticas de la textura
cuya direcci¶on coincide con el campo en dicho punto. Sin embargo, y como veremos a
continuaci¶on, ¶esta no es la ¶unica manera de producir tal resultado.
El ¯ltrado espacial por convoluci¶on de una imagen se basa en la idea de una integraci¶on

pesada por un kernel de convoluci¶on [8, 7], de similar manera a la vista en la LIC con
su integral lineal. Los ¯ltros de convoluci¶on son ampliamente utilizados en el ¶area del
procesamiento de im¶agenes para el ¯ltrado de ruido, en compresi¶on de im¶agenes y video,
segmentaci¶on y reconocimiento de formas, comunicaciones, etc.
El ¯ltrado por convoluci¶on es capaz de producir excelentes resultados a¶un con kernels

peque~nos (3x3), lo que produce el efecto esperado a un bajo costo computacional. El
¯ltrado para resaltar bordes es un ejemplo de ¯ltrado direccional. A continuaci¶on, mos-
tramos como un simple kernel est¶atico nos permite visualizar una direcci¶on determinada
que se encuentra en fase con la textura de entrada. En este caso es un ¯ltrado horizontal
(o vertical si rotamos 90o la matriz o kernel), denominado ¯ltro de Sobel. [13, 6]

0B@F11 F12 F13
F21 F22 F23
F31 F32 F33

1CA =
0B@ 1 2 1
0 0 0
¡1 ¡2 ¡1

1CA
En la Fig. 8 podemos observar una textura ¯ltrada horizontal y verticalmente. Como

vemos, en esta textura son especialmente visibles las direcciones principales, pues fue
dise~nada para resaltarlas (en rojo y verde), adem¶as de ambas diagonales (en azul). En el
caso de la visualizaci¶on de °ujos, el inter¶es radica en resaltar la direcci¶on del mismo en
cada punto dentro del diagrama de fase. Una forma de lograrlo ser¶³a aplicar un ¯ltrado
adaptativo, cuya direcci¶on est¶e de acuerdo a la de la din¶amica local del sistema.
As¶³ como la LIC produce una convoluci¶on lineal sobre las trayectorias, el Filtrado

Adaptativo Din¶amico (o FAD) produce una convoluci¶on espacial en el entorno del punto
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 9: Dos secuencias de los mismos sistemas convolucionados con el Filtro 1 (a, b y c), y el Filtro 2
(d, e y f ). En todos los casos el tiempo de ejecuci¶on ronda en los 350mseg.

analizado (ya no s¶olo en la direcci¶on del campo vectorial), obteniendo un resultado suave
(dependiendo del ¯ltro), y rico en informaci¶on de la din¶amica local. En otras palabras,
el m¶etodo se basa en tomar como patr¶on un kernel de ¯ltrado horizontal (0o) y luego
exponerlo a una rotaci¶on local en cada punto (en funci¶on de la direcci¶on local del °ujo
en dicho punto), y ¯ltrar en ese lugar la textura para resaltar la din¶amica local. En la
Fig. 9 vemos como, los mismos sistemas gra¯cados en la Fig. 7, ahora mejorados con los
siguientes dos ¯ltros de resalte horizontal:

Filtro1 :

0B@ 1 2 1
0 0 0
¡1 ¡2 ¡1

1CA ; F iltro2 :

0B@¡1 ¡1 ¡1
2 3 2
¡1 ¡1 ¡1

1CA
Con esta t¶ecnica se consiguen resultados de muy buena calidad, mejorando los m¶etodos

ya existentes basados en texturas como la LIC y el CLIC. De esta forma, hemos conse-
guido el resultado esperado: resultados de alta calidad en tiempos interactivos, lo que los
convierte en una herramienta poderosa para la interpretaci¶on de resultados num¶ericos.
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5 CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

En este trabajo brindamos una breve revisi¶onde los m¶etodos cl¶asicos de visualizaci¶on,
avanzamos sobre las t¶ecnicas m¶as modernas, para llegar a proponer mejoras que permiten
hacer de estos m¶etodos herramientas de visualizaci¶on muy poderosas. A la vez, presenta-
mos un nuevo m¶etodo que puede reforzar la e¯cacia obtenida por otros m¶etodos basados
en texturas como LIC o CLIC. Su potencia se halla en realizar un an¶alisis en un entrono
del punto analizado, diferenci¶andolo de la LIC que s¶olo tiene en cuenta la direcci¶on del
campo vectorial.
Con estas t¶ecnicas combinadas o de forma independiente, el investigador tendr¶a a

su alcance la posibilidad de manipular lo par¶ametros de ajuste para lograr entender o
modelar un dado problema. El bajo costo de las mejoras introducidas hacen que a la vez
se conviertan en herramientas interactivas, permitiendo un f¶acil estudio del sistema en
an¶alisis.
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