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Resumao O problema da geracdo de grades computacionais atrai o0 interesse dos

pesquisadores em modelagem numeérica desde o inicio da utillizacdo dos métodos
computacionais na resolucéo de problemas de aplicacdo. A modelagem numérica na area d:
dindmica dos fluidos computacional, que inclui as aplicacbes em aerodinamica,

autodinamica, meteorologia e oceanologia, se baseia na resolucédo de equacfes de Navier
Stokes. A forma dessas equacdes € relativamente simples em coordenadas ortogonais

portanto, pode ser observado o esforco continuo dos pesquisadores no desenvolvimento d:
técnicas de geracao de grades ortogonais.

Neste trabalho estudamos alguns problemas provocados pela utilizacdo de equacte
generalizadas de Laplace como as primitivas na geracdo de grades ortogonais. Construimo:s
alguns exemplos para regides simples (tais como quadrado e circulo) que mostram a
impossibilidade de manter a forma pré-definida da regido sob a escolha prévia da funcao de
distorcdo. Este comportamento de transformacdes ortogonais se refere as propriedades d.
mapeamentos quase conformes, que englobam as ortogonais, quando o problema
considerado numa regido limitada e a funcdo de distorcdo € continua e positiva no
fechamento dessa regido. Além disso, mostramos que a ortogonalidade de transformaca
pode ser perdida devido a aplicacdo de condi¢des inadequadas de contorno e representamc
um tipo de condi¢cfes que garante a ortogonalidade de coordenadas computacionais.

2282


marce
2282


A. Bourchtein, L. Bourchtein, B. Herreira

1 INTRODUCAO. CONDICOES DE ORTOGONALIDADE

Consideremos dois vetores planares quaisquer ndo umelab), v=(c,d). A condigéo
de ortogonalidade deles pode ser expressa via produto escalar:

ulv = (a,b)c,d)=ac+hd = 0. (1)

Podemos também representar a condicdo de ortogonalidade na forma mais geométrica (o g
de fato se utiliza na geometria diferencial e leva as condi¢cdes usuais de ortogonalidade d
coordenadas planares). Um vetor € ortogonal ao outro se pode ser obtido deste pela rotacéo
90 graus no sentido horario ou anti-horario e posterior mudanca de comprimento. Se
primeiro vetor tem a forma

u = (a,b)=u/(cosa,sena) 2)
em coordenadas poIare(s,a) entdo o segundo, para ser ortogonal ao primeiro, deve ter a
forma
v=(c,d)=2)(sem,-cosa). (3)
(Os vetores(sena,-cosa) e (~sena,cosa) séo os resultados da rotagdo em 90 graus do

vetor unitario (cosa,sena) no sentido horario e anti-horério respectivamente.) Das
expressoes (2) e (3) segue a relacdo entre as coordenadas:

c= iMb , d= ?Ma
u u
ou, denotando o coeficiente de distor¢céao (extensdo/dilatacao) dietemos
c=fb, d=-fa. (4)

Esta € a segunda forma de representacdo da condicdo de ortogonalidade de dois vetor
Obviamente, as duas formas (1) e (4) séo equivalentes.

Aplicaremos agora essas duas condicfes para o caso de coordenadas planares curviline
Lembrando que os vetores covariantes tangentes as linhas coordenadas tém a forn
u:(xf,yf),v:(xn,yn), concluimos que as duas formas de representar a condicdo de

ortogonalidade entre estes vetores séo

XeX, + Yy, =0 (5)

X =y, ., fys=-x, . (6)
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De novo, as duas sdo equivalentes e as equacdes de (6) sdo as condi¢cdes primitivas
ortogonalidade utilizadas usualmente em geometria diferencial.

Assim, uma transformacdo € chamada ortogonal se (5) ou (6) sédo satisfeitas. Entretant
muitas vezes as condicdes de ortogonalidade sdo expressas em termos de equact
generalizadas de Laplace:

(f&)ﬁﬁ%xn%=0,(fyg)f+Ef5yn%:o @)

As Ultimas sé@o consequéncias diferenciais das condicdes (6), mas em varios trabalhos st
consideradas como as condicdes primitivas de ortogondiitidti®emonstraremos a seguir

gue um cuidado deve ser tomado na utilizacdo das equacdes (7), que perdem certa informac
em comparacao com as (6).

2 QUESTOES DE EXISTENCIA DE MAPEAMENTO

Consideremos o mapeamento de um quadrado uni@rie[01]x[01] em outro
Q:[O,l]X[O,l] sob o qual os lados do primeiro correspondem aos lados respectivos do
segundo (veja Fig.1). Entdo, sendo as coordenadas computacgnpaisdo primeiro
guadrado, as coordenadas fisicasy do segundo e o0s lados correspondentes
& =const x=const e n=const y=const, a transformacdo considerada satisfaz as
condicbes de contorno

x(0.n)=0, x(Ln)=1, y(£.0)=0, y{1)=1. (8)

na Yi
)

2. 8.

| 8

1¢ 1X
Figira 1. Mapeamento entre quadrados unitarios

|

Comparemos agora as transformacfes ortogonais geradas pelas condi¢des (6) e (7). Daren
primeiro um exemplo bem simples quando as funcdes sédo de fato univar'»évetéf),

y= y(n). Neste caso a segunda condicdo em (6) se transforma numa identidade e as equact
de Laplace se simplificam a forma
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(fxg)f =0, E%yn% =0.

Considerando o casb =constz €hegamos aos dois problemas de condi¢cdes de contorno
(em uma variavel):

e =0, x(0)=0,x(1)=1 ey, =0 y(0)=0, y(1)=1
cujas unicas solucdes séao
x=§ ey=n, 9

respectivamente. Se as equacdes (7) fossem primitivas, entdo concluimos que as solugcdes
sdo validas para qualquelr constante. Entretanto, a primeira condicdo primitiva em (6)

indica que (9) sao realizaveis somente quando

f:ﬁ:

X

Essa é a condicdo de existéncia de mapeamento dentro das restricdbes impostas, que se pe
guando as equacdes (7) sdo tomadas como as condi¢des primitivas de ortogonalidade.

Faremos agora analise do mapeamentaQdeem Q sem fazer restricdo na forma de
funcdesx e y. Integrando a primeira equacéao em (6) e utilizando as condi¢des (8), obtemos

1 1 lg ]E‘l 1 |:| 1 1
dn( fx.d& = [ fx),_ —[f.xdédn = (dé(y,dn =1.
AU R S il e
Se f ndo depende d&, entdo a ultima relacdo se simplifica a
1
Ifdr] =1,
0

e casof =const, concluimos que
f =1.

Considerando que a funcéo de distor¢a@ positiva e continua n@ , podemos chegar

as mesmas conclusdes a partir da teoria geral de transformacdes quase conformes. Realmet
neste caso a transformacéo (6), (8) é quase conforme e do resultado de Gseigseue o

Unico mapeamento quase conforme@ea Q € o mapeamento 1-quase conforme, isto &, a
transformacao conforme, o que implicaque . 1
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Consideremos agora o mesmo problema, expressando a condicdo de ortogonalidade €
termos das equacdes generalizadas de Laplace (7). Demonstremos que a descricdo do mes
mapeamento d&2 a Q pelas relacdes (8), (7) ndo revela nenhuma restricdo a funcao de
distorcéo f . Para isso, consideremos o problema para furgéo

(fxf)z +Eflxn% =0, x(0,n)=0, x(Ln)=1. (10)

Para simplificar, suponhamos quie= const. Primeiro, introduzindo uma nova funcao
X =x-¢&, (11)

transformamos a segunda condi¢cdo de contorno numa condicdo homogénea sem modificar
demais relacgoes:

(), +Ef1xn% =0, x(0.n)=0, X(Ln)=0. (12)

Aplicando o método de Fourier, separamos as variaveis

X(&.n)=FE)h)

e encontramos o problema de Stourm-Liouville para fuRgcéo
Fe =AF, F(0)=0, F@)=0 (13)
e a seguinte equacéao para funGio
G,, = Af G, (14)

onde A é a constante de separacao.
As solucdes do (13) séo

F.=serkr€), A, =-(km)f’, k=1,2,...
e as solucdes de (14) tém a forma

G, = Acexplpn)+ B expl- ) , py = fkrr, k=1,2,..

Assim, as solucdes de (12) podem ser expressas via série
X =5 FGy = 5 (Aexplun)+ B expl- i ))serlkre). (15)

Finalmente, a solucdo do problema (10) se encontra pela formula (11). A especificacao d
mais duas condi¢des de contorno nas demais fronteiras vai definir os coefiiemBas Do
mesmo jeito se resolve o problema para fungéo
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Podemos observar que o processo de resolucdo ndo impde nenhuma restricdo quantc
funcdo f . Isto se confirma pela teoria das equacdes elipticas. Realmente, para qfialquer

suave a solucdo do problema de Dirichlet para equacdo em (10) existe & éimigado as
condicbes de contorno nas duas fronteiras, isto €, considerando o problema (10), podemc
encontrar um conjunto de solugbes, cuja superposicdo infinita representa uma série cor
coeficientes a serem determinados pela satisfacdo das condi¢cdes de contorno omitidas. P
exemplo, se o problema de Dirichlet para funcéem a forma

(%), +%xn% =0, x(0n)=0, x(Ln)=1, x(0)=¢&, x(E1)=¢, (16)

entdo X(£,0)=0, X(£1)=0 e, conseqiientement& =0, isto &, todos os coeficientes
A, B, sao nulos. Entdox =& . Notamos mais uma vez que o problema de Dirichlet com

guaisquer valores na fronteira sempre define uma Unica solucdo tantocpara pargy sem
gualquer exigéncia a funcab.

Consideremos ainda o mapeamento conforme do qua@rpd@ o circulo unitari€ sob
0 qual os vértices do quadrado sao levados aos quatro pontos equidistantes da circunferénc
unitaria. Para simplificar as construcdes posteriores dividimos este mapeamento em dua
partes: a primeira € a transformacdo conforme do semiplano superior complexo num
retangulo e a segunda é a transformacdo conforme do circulo u@itdaca o semiplano
superior.

A transformacdo do semiplano supeSoem um retanguld? se realiza pela integral de
Schwarz-Christoffel (integral eliptica da primeira espéci€ndo em vista a simetria do
problema podemos considerar os quatro pontos simétricos do eixo real

X =1, = 1 X --1

1 2 k 1 3 k

como pré-imagens dos veértices do retangulo (veja Fig.2). Neste caso a integral de Schwar:
Christoffel pode ser escrita na forma

X, = -1 17)

O<k<1l,Imz>0 (18)

B 2 dt
= e

Os comprimentos dos lados do retangulo séo definidos pelas formulas

=K(k"),

. dt iy dt iy dt
O o) Y e o)
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ondek? +k'? = 1e o parametré& deve ser escolhido de tal modo que o retanBuweja um
quadrado, isto @K (k)=K'(k). Apds algumas transformacdes algébricas a solugéo dessa

~ 2
equacao se encontra na forina (\/E —1) .
A forma geral de uma transformacéo conforme do circulo unEar@semipland é

— ,Imo >0, (19)
(o)

o € um ponto fixo do semiplano superior. Levando em conta a simetria do problema,
podemos considerar 0 caso quando as red®esC sao simétricas em relacdo ao eixo
imaginario e os pontos equidistantes na fronteira do circulo séo escolhidos na forma

Zl — e—in/41 Zz — ein/41 Zs — ei3n/41 Z4 — ei57'[/4 (20)
(0 que sempre pode ser obtido devido a rotacdo adequada do €fjculeste caso
o =ia, a>0 e aférmula (19) se torna

. Z—la
=i 21
4 tia (21)
invertendo a ultima férmula, temos
(22)
1-i
z=a '; )
{ —i
R —t f—t R —t

14 e A % //

Q R S

16 K K u 1 -1

k

Figura 2: Mapeamento entre quadrado e circulo unitarios

Encontramos os valores dem pontos marcados da circunferéri€ia

Z = a(\/§ —1), z, = a(\/§ +1), Z, = —a(\/§ +1), z, = —a(\/§ —1),
onde z, =2(¢,), 1 =1,2,34. Os pontos do eixo real utilizados na primeira transformacgéo s&o
definidos em (17). Portanto escolhemos paramatrde tal modo quez, = a(\/i—l): X, -
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Entdo,a=~2+l ez, = (\/5 +1)2 =x, =1k, isto é, o pardmetrk tem o mesmo valor que
foi encontrado na primeira transformacao.

Assim, a funcdo (22) com parémen{o:\/i+1 leva o circulo unitaricC ao semiplano
superiorS de tal modo que os pontos (20) passam aos pontos (17). Depois, a transformaca
(18) com parametrd = (\/5—1)2 leva este semiplano ao quadrd&igcom comprimento do

lado igual a2K ) de tal modo que os pontos (17) passam aos Vértices respectivos do quadrad
(veja Fig.2). Finalmente, a transformacédo deste ultimo quadrado no quadrado @itario
mostrado na Fig.2 se realiza pela transformacéo

v~v=i(w+ K). (23)

Assim, a composicdo de transformacfes conformes descrita representa o mapeamen
conforme de quadrad@ para circulo unitaricdC sob o qual os vértices do quadrado séo
levados aos quatro pontos equidistantes da circunferéncia unitaria.

Por outro lado, a transformacdo desejada pode ser considerada como resultado ¢

resolucdo do sistema de equacdes de ortogonalidade expressas em coordenadas fisicas pol:
r,a

fre =ra, , fra, =-r, (24)
e completadas pelas condi¢des de contorno
rn)=r@n)=r(.0)=r1)=1
e pelas condicGes de correspondéncia entre 0os pontos

a(o,o)=57" ,a(LO):—% ,a(],l):% ,a(o,1)=37".

Utilizando o resultado da construcdo do mapeamen@mubraC e o teorema de unicidade de
transformacées quase conforfigsodemos concluir que para uma funcéo constdnt®
sistema (24) tem solugcdo somente quande , istb é, entre todas as transformacdes
ortogonais com funcad = const pode ser realizada somente aquela dom . Nd. entanto,

se em vez das equacdes (24) usarmos suas consequéncias diferenciais

(f(lnr)f)Z +Efl(lnr)n% =0, (faf)f +Eflan% =0,

entdo, de novo, conseguimos encontrar a solugdo para qudlgueonst. Isso se deve ao

fato de que a colocacéo do problema de condi¢cdes de contorno bem posto para essas equagc
ndo depende do valor do paramefrd
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3 QUESTOES DE ORTOGONALIDADE DE MAPEAMENTO

Mostremos agora que as equacdes generalizadas de Laplace (7) nem sempre assegura
ortogonalidade de coordenadas geradas. Embora muitas vezes (7) séo utilizadas para gerar
grades ortogondig® a experiéncia de alguns autdPéSrevela que junto com as condicdes
inadequadas de contorno, as equacdes (7) podem resultar num sistema de coordenadas 1
ortogonal. Para conveniéncia de analise reescrevemos as relacdes (6) e (7) mais uma vez:

X =y, , fys ==x (25)

UJ

(fxf){+Eflxn%:o,(fyf)f@flyn%:o. (26)

Sob a hipotese da suavidade das funcoes, as relacbes (26) se encontram como uma Simg
consequéncia diferencial de (25). A reciproca nao é verdadeira, isto €, de um modo geral, &
funcdesx, ysatisfazendo (26) podem néo ser solucdes de (25).

Realmente, introduzimos no lugar de (25) as seguintes equacdes mais genéricas

fx. =y, + fA, fy, =—x, + 1B, 27)
ondeA eB sao duas funcdes den . Evidentemente, (27) vai resultar em (26) se, e somente
se, as funcdeA e B satisfazem as equacoes

(fA), +B, =0, (fB), - A, =0. (28)

Consideremos primeiro a situagcdo mais simples quando , istdl €, a de transformacdes

conformes. Neste caso temos as condicdes de Cauchy-Riemann para funcdo de variav
complexaC =B +iA:

A =-B,, B, =A,. (29)
Considerand@ e B como componentes de um campo Vvetorial (tri—dimensidhad)(A, B,O),
concluimos que este campo € potencial e irrotacional ao mesmo tempo:

rotV =0, divV =0, (30)
entdo existe potencial deste canmptal queV = Op = gradp e 0%p = 0. Portanto, qualquer
fungdo harmonicg vai gerar funcbesA=p,, B=p, tais que as relagdes (29) sejam
satisfeitas e, conseqientemente, as equacoes

Xe =Yy, +A, Yy, =—Xx +B, (31)

mesmo nao sendo as de Cauchy-Riemann, vao definir duas fungdes harméricpsrque
as consequéncias diferencias de (31) séo

02x=0, 0%y =0. (32)
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Assim, duas funcBes harmdnicas quaisquer ndo satisfazem necessariamente as condicdes
Cauchy-Riemann, mas, sim, de um modo geral, as condicbes (31) com funcBes
satisfazendo (29). As funcdese y vao resultar numa funcéo analitica de variavel complexa,
somente quando a escolha apropriada das condi¢cdes de contorno para as equacdes (32) ¢
feita, isto é, se fossem usadas tais condi¢cdes de contorno que correspondem ao anulamento
funcdesA eB em (31).

Para dar um exemplo especifico consideramos a funcdo harménica elgoestan

que vai gerar as funcoes=p, =1, B=p, = . Entdo as equacoes (31) vao tomar a forma
Xe =Y, +1, ¥y, ==X, +1, (33)
introduzindo as funcdes
X=x-§Y=y-¢, (34)
reescrevemos (33) na forma de relacdes de Cauchy-Riemann

Xe =Y, Y, ==X

n
Escolhendo qualquer funcdo analitiéa temos garantia que as suas partes real e imaginaria
satisfazem as Ultimas relacdes. Por exemplo, escolhehdmz= a(f +il7), allR,
encontramos X =aé,Y=an (as condicbes de Cauchy-Riemann resultam em
Xe=Y,=a,Y, ==X, =0). Pelas féormulas (34) encontramos as fungbes
x=aé+&,y=an+& que nado satisfazem as condicdes de Cauchy-Riemann (realmente,
X =a+ly, =a;y, =1,% =0, isto & sdo satisfeitas as condi¢cdes (33) ) e portanto nao
representam o mapeamento ortogonal cbm . Mais do que isso, essas duas funcbes nao

podem representar uma transformacdo ortogonal par@, porque, devido as condi¢des
primitivas de ortogonalidade (25), temos

isto €, uma contradicéo.

No caso genérico, quandoz , ds equacdes (28) também tem varias solu¢cdes ndo nulas.
Alguns exemplos destes podem ser obtidos considerando as formas simplificadas de funca
de distor¢céo. Casd = f(n), as equacoes patee B tém a forma

(f&){+%fl,6h%=O,(fBE)E+E%Bn%=O, (35)
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junto com condi¢cBes respectivas de contorno. Clasof (E ) as equacoes parae B tém a
forma

(f(tA);), +A, =0 (f(1B),), +B,, =0, (36)

junto com condi¢cdes respectivas de contorno. No caso genfén'c{)(f ,17) as equacodes sao
mais complexas. Por exemplo, a equacao pgnade ser expressa na forma

éﬁ%f;(m{ ca +(1A) % + (1), =o0.

Coloquemos a questéo: quais sdo as condi¢cdes de contorno que, junto com as equag
(26), garantem a satisfacdo de condicOes de ortogonalidade (25)? Naturalmente, as equact
(25) séo o primeiro candidato para tal tipo de condi¢cdes. Assim, consideramos 0 seguint

problema:
(fxf)f+Eflxn%:O,(fyf)f+Ef£yn%:O emQ (37)

Xe =y, ., fys ==x, eml =0Q. (38)
Como foi demonstrado antes o sistema (37) € equivalente ao sistema
fxe =y, +fA, fy, =-x, + B (39)
ondeA eB satisfazem as equacoes
(fA), +B, =0, (fB), - A, =0. (40)
As condicdes (38) resultam em condicoes homogénea#é edda
A=0,B=0 em/[ =9Q, (41)

gue sdo consistentes com (40) e destacam a Unica solucdo nula do problema (40), (41
Portanto, junto com as condi¢cdes (38), as equacbes (37) sdo equivalentes as condi¢cd
primitivas de ortogonalidade (25).

Da teoria de equacdes elipticas, segue que as condi¢cdes de contorno (38) fecham o siste
(37). A Unica preocupacao a respeito de (38) € a sua concordancia com as equacgdes (3
porque as (38) podem ser consideradas como generalizacdo das condicdes de Neumann. |
entanto, aplicando a verificacdo familiar das condicées de Neumann, podemos concluir que
nenhuma restricdo na fronteira vai aparecer além das definidas em (38). Realmente
integrando a primeira equacéo em (37), obtemos
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g(fxf ), + Efi X, %dQ - ii(fxf ), + % X, %dfdn =i(fx§ ), +i%f§ X, %::O dE =

1

| (v, ). dn + [ o), a8 = y@n),, - yn),, + (ve.0), - vy, )=0

O calculo analogo € valido para segunda equacdo. Assim, as condicdes (38) sa
automaticamente consistentes com as equacdes (37) sem qualquer ajuste complementar.
Embora as condi¢cdes (38) garantam a ortogonalidade de coordenadas curvilineas, elas n
séo de simples aplicacdo pratica, porque geralmente levam ao acoplamento das duas equact
em (37), enquanto a passagem de (25) a (26) se justifica na pratica pelo desacoplamento
duas equacdes e fungdes incognitas. Ao mesmo tempo, a utilizacdo de quaisquer condicdes
contorno pode resultar na perda de ortogonalidade, como mostram os exemplos construidos.

4 CONCLUSOES

Foram consideradas as questdes de existéncia e ortogonalidade de transformacdes bases
nas equacdes generalizadas de Laplace. Atraves dos exemplos simples de mapeamento er
guadrados unitarios e entre quadrado e circulo unitarios foi demonstrado qagaatitiessas
equacdes pode levar a grades computacionais que perdem as propriedades desejadas impo
previamente. Foram obtidas as equacdes que definam duas funcdes provocando a violagao
condices de ortogonalidade e foram indicadas as condi¢cdes de contorno que podem garan
o anulamento dessas funcOes, restabelecendo dessa maneira a ortogonalidade de gra
computacionais.
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