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Resumen. En este trabajo se presenta una aproximacion en deformaciones impuestas
con el objetivo de obtener un elemento triangular lineal capaz de abordar problemas en
deformaciones finitas. La geometria del elemento se define por 3 nudos con sdlo grados
de libertad de traslacion y estd basado en una formulacion Lagrangiana Total. Las de-
formaciones se calculan a partir del tensor métrico el cual se interpola en funcion de
valores a la mitad de cada lado. Para la evaluacion del tensor métrico en cada lado se
recurre a la geometria de los elementos adyacentes, de tal forma que resulta una parcela
de 4 elementos. Esto conduce a una aproximacion no-conforme, pese a lo cual el ele-
mento pasa la prueba de la parcela. Se considera plasticidad con deformaciones finitas
usando un par tension-deformacion logaritmico. Se supone una descomposicion aditiva
de deformaciones eldsticas y pldsticas y se adopta una ley hiper-eldstica para la relacion
tension-deformacion eldstica y una funcion de fluencia cuadrdtica anisétropa (Mises-Hill)
para el comportamiento pldstico. El elemento ha sido implementado en un cédigo implicito
para problemas con no linealidad moderada y en un cédigo explicito para problemas fuerte-
mente no lineales. Se muestran varios ejemplos a los fines de evaluar el comportamiento
de la presente formulacion.
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1. INTRODUCCION

Para el andlisis de problemas en deformaciones finitas se prefiere casi exclusivamente
a los elementos de bajo orden y con grados de libertad nodales que tengan un significado
fisico claro. En el caso bidimensional esto conduce a tridngulos lineales y cuadrildteros
bilineales.

Si se restringe a los elementos a tener sélo grados de libertad translacionales, el tridn-
gulo lineal (Tridngulo de Deformacién Constante de 6 grados de libertad) por un lado
requiere mallas finas para obtener resultados de precisién ingenieril y por otro lado blo-
quea en problemas quasi-incompresibles como es el caso de los problemas que involucran
plasticidad o elastémeros en deformacién plana.

Desde el punto de vista de las técnicas para el desarrollo de elementos el cuadrilatero
bilineal si presenta variantes y ello ha conducido a intensas investigaciones para obtener
cuadrildteros eficientes y robustos. De esta forma se han desarrollado elementos que no
bloquean en el limite de incompresibilidad o en problemas dominados por la flexién y que
tienen un buen comportamiento en mallas gruesas.

Las técnicas utilizadas y su base tedrica han ido evolucionando en los tltimos treinta
anos, comenzando con el adicionado de modos incompatibles para mejorar el compor-
tamiento flexional o la integracién reducida de la componente volumétrica para evitar el
bloqueo por incompresibilidad, hasta las técnicas de deformaciones impuestas y mejoradas
(ver por ej. la Referencial y las referencias alli citadas).

Desde el punto de vista de las aplicaciones industriales la utilizacién de tridngulos
resulta mucho maés versédtil, esto estd principalmente asociado a los generadores de ma-
llas existentes que para el caso de tridngulos resultan més eficientes y robustos que los
de cuadrildteros, lo que permite ademds remallados automa&ticos cuando las mallas se
distorsionan mucho durante el proceso.

Por ello se han propuesto distintos tridangulos lineales con grados de libertad nodales
distintos de los desplazamientos. Esto ha dado lugar por un lado a elementos mixtos o
hibridos y por otro a elementos con rotaciones y/o derivadas de los desplazamientos como
grados de libertad. En el caso de utilizar c6digos explicitos, los elementos hibridos presen-
tan algunos inconvenientes debido a que no todos los grados de de libertad tienen masa
asociada y requieren técnicas especiales para la integracion en el tiempo.? Los elementos
con grados de libertad rotacionales son menos comunes y han estado restringidos a proble-
mas de tensién plana. A los fines de evitar el bloqueo volumétrico se ha propuesto también
evaluar la componente volumétrica como un promedio sobre un conjunto de elementos.?

En este trabajo se presenta un elemento triangular cuya geometria se define por 3 nudos
con sélo grados de libertad de traslacion. Para el cdlculo de las deformaciones se utiliza
ademds la geometria de los elementos adyacentes, de tal forma que resulta una parcela
de 4 elementos. La aproximacién propuesta interpola el tensor métrico en forma lineal en
en funcién de valores a la mitad de cada lado. El elemento desarrollado resulta capaz de
abordar problemas elasto-plasticos en deformaciones finitas.
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El contenido de este trabajo es el siguiente, en la seccién 2 se presentan las ecuaciones
que gobiernan el comportamiento del sélido. Las secciones 3 y 4 estdn dedicadas a la
aproximacién por elementos finitos, alli se presenta una propuesta para evaluar los gra-
dientes a partir de una parcela de elementos, se aproximan los tensores métricos y las
deformaciones y se derivan las expresiones necesarias para su implementacién computa-
cional. Las secciones 5 y 6 muestran un resumen de los experimentos numéricos realizados
en régimen lineal y no-lineal. Finalmente en la seccién 7 se resumen algunas conclusiones.

2. CINEMATICA DEL SOLIDO

Se presenta inicialmente los aspectos més relevantes asociadas al comportamiento del
sélido. Mayores detalles pueden encontrarse en la vasta literatura dedicada a este campo.

Considérese un sélido con dominio 2° en R® y cuyo contorno es I'Y. Sean X y x
las posiciones de un punto cualquiera en las configuraciones indeformada y deformada
respectivamente.

En cada punto es posible definir al gradiente de la deformacién

F(X)=[F, F, F5| (1)

ox
0X;
Esto permite introducir al tensor métrico covariante a en cada punto

F; (X)

Qap = Fa : Fﬁ (3)

y a partir del gradiente F , el producto F'F = U? = C (con U el tensor de estiramiento
derecho, y C tensor de deformacién derecho de Cauchy-Green ) resulta

(U2)a5 = Qap (4)

Con U? es posible definir diferentes medidas de deformacién Lagrangianas. Una ventaja
de trabajar con éstas es que estdn referidas a fibras materiales por lo cual resulta sencillo
tratar materiales anisétropos. Para ello se realiza la descomposicion espectral de U

3
U:Z)\ara®ra (5)

a=1

donde A\, y r, son los autovalores y autovectores del tensor de estiramiento derecho U.
Para considerar plasticidad con deformaciones finitas debe usarse un par tensién-

deformacién adecuado, aqui se adopta el par de Hencky de tal forma que la medida de

deformacién (logaritmica) a utilizar es (restringiéndonos a problemas bidimensionales):

€11 €21 0 3
Eln: €12 £&29 0 = Z In ()\a> ro, ®r, (6)
0 0 £33 a=1
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En forma consistente se adopta como medida de tensién al tensor de tensiones de
Hencky. Por otro lado al usar una formulacién Lagrangiana total, resulta conveniente
trabajar con el segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff (S) para la evaluacién
de fuerzas residuales. La relacién entre el tensor de Hencky T y S resulta de definir los
tensores rotados

T,=RI TR, (7)
S, =RI'SR, (8)

donde R, es el tensor rotacién obtenido a partir de los autovectores de U
Ro=[r r rs] (9)

La relaciéon entre Ty v Sy, es:
1
Stho = 37 Tthon (10
In (Ao/A

3 (A =A%)
lo que permite calcular

S=R; S, R’ (12)

Con las anteriores definiciones la forma débil de las ecuaciones de movimiento pueden
escribirse como

STI = / [0Bqy : S]dQ° + 611,y = 0 (13)
QO

donde E¢ es el tensor de deformaciones de Green-Lagrange

3
Bor =35 (% - raor, =5 (U 1) (14)

a=1

El modelo constitutivo utilizado en las aplicaciones numéricas posteriores corresponde
a un material elasto-plastico asociado a metales dictiles. En el caso de metales, donde
las deformaciones eldsticas son pequenas, la utilizaciéon de una medida de deformacion
logarftmica, permite razonablemente adoptar una descomposicién aditiva de componentes

eldsticas y plasticas
E,.=E; +E, (15)

Se adopta ademds una relacioén lineal (constante) entre tensiones y deformaciones eldsticas

T = CE;, (16)
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que a su vez se separa en sus componentes desviadora y volumétrica. En las implementa-
ciones numéricas la componente volumétrica se promedia en el centro del elemento a los
fines de evitar el bloqueo volumétrico.

Las ecuaciones constitutivas se integran a través de un algoritmo de retorno estandar.
La funcién de fluencia adoptada es la de Mises-Hill con endurecimiento isétropo no lineal.

3. FUNCIONES DE APROXIMACION Y EVALUACION DE LOS GRA-
DIENTES

La idea bésica es partir de una malla de tridngulos de tres nudos sobre la superficie
a modelar, pero a diferencia de un elemento finito estdndar, para la evaluacién de las
deformaciones se hace uso, ademds de la configuracién de cada elemento, de la geometria
de los tres tridngulos adyacentes al tridngulo que se estd considerando. Por lo tanto para
cada tridngulo se utiliza una parcela de 4 elementos que lo incluye como tridngulo central
(M en la Figura 1.a), de tal forma que la geometria (cuadrética ahora) queda definida
por la posicién de 6 nudos.

X=Y N'X! (17)

6
X= Z N x! (18)
=1

Visto en el espacio isoparamétrico se mantienen los vértices del tridngulo principal
(tridngulo lineal estédndar), los cuales ocupan las posiciones

= nudo 1: (§,7) = (0,0)
= nudo 2: (§,n) = (1,0)
= nudo 3: (§,7) = (0,1)
en tanto que los tres nudos restantes que forman la parcela ocupan las posiciones
» nudo 4: (¢,7) = (1,1)
» nudo 5: (§,n7) = (—1,1)
= nudo 6: (§,n) = (1,—1)

Es entonces posible definir un conjunto de funciones de forma (no-estandar) sobre este
elemento cuadratico (con ( =1 — & —n):

N'=(+&n N'=§(C-1)
N2=¢4n¢ N =35(6—1) (19)
N’=n+¢ N°=2(n-1)
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(@) (b)

Figura 1: Parcela de elementos (a)en coordenadas espaciales (b)en coordenadas naturales

El objetivo de esta interpolacién es la definicién de los gradientes en puntos selecciona-
dos a los fines de utilizar una aproximaciéon en deformaciones impuestas. La evaluacion
de las gradientes se realiza en tres puntos sobre el contorno del elemento principal. Estos
puntos corresponden al punto medio de cada lado, indicados como puntos Gi, Go v Gs
en la Figura 1.b. Esta eleccién tiene las siguientes caracterfsticas:

= Los gradientes en dichos puntos dependen exclusivamente las posiciones de de los
nudos asociados a los dos tridngulos adyacentes al lado. Esto puede verse facilmente
derivando las funciones de forma y evaluando a la mitad de cada lado.

= Cuando se evaltien los gradientes en los tridngulos vecinos, se utilizardan los mismos
puntos, de esta forma los gradientes serdan los mismos independientemente desde
que tridngulo se los evalie. Bajo ciertas implementaciones, en una base de datos

orientada a los lados y no a los elementos, se podria hacer una sola evaluacién por
lado.

Se definen como t; y to a los vectores unitarios ortogonales en dos direcciones carte-
sianas convenientemente elegidas, que pueden ser las direcciones principales de ortotropia
del material. Las derivadas (naturales) de las funciones de forma valuadas en la configu-
racién original (supraindice 0), permiten evaluar las matrices Jacobianas de la transfor-
macion isoparamétrica para la evaluacién de las derivadas cartesianas de las funciones de

forma. s ,
Ni | 1 Ng
EIEENE 20

con
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X/g . tl X"’Z . tl

J = Xoe -ty Xoy -t

(21)

Lo cual permite evaluar el gradiente en la configuraciéon deformada respecto al sistema
cartesiano material

[, x02] = [0, %] T (22)
y con éstas el tensor métrico covariante
ainl a2 XX Xip - Xr
U= = (23)
921 Q929 Xrg + X1 Xrg - Xig

y finalmente las medidas de deformacién membranales que se considere conveniente. Por
ejemplo, el tensor de deformaciones de Green-Lagrange

L xi-x1—1  xX1-Xn ILian—1 ap
Eqr=— == 24
“L™9 l Xrg - Xrp Xrg - Xrg — 1 2 as azp —1 (24)
Puesto en la forma matricial habitual del MEF
E11 X - X — 1
E22 = = Xrg + Xrg — 1 (25)
2E12 oL 2X!1 * Xrg
cuya variacion es sencillamente
EH Xt (SX/l
0 E22 = Xrg * 5X12 (26)
2FE12 X1 - 0Xig + 0Xrq - Xrg

En los puntos del contorno donde no existe el elemento adyacente, el gradiente se
define sencillamente como el gradiente del elemento principal. A partir de la definicién
de los gradientes en los tres puntos sobre los lados del tridngulo, es posible interpretar al
elemento como uno en deformaciones impuestas si se interpola linealmente al tensor
métrico en funcién de los valores calculados en los lados.

a(¢n)=(1-20)a +(1-2)a"+(1—2n)a’ (27)

4. MATRIZ DE RIGIDEZ

Se consideran en forma separada como es usual las componentes material y geométri-
ca. La parte material no ofrece dificultades y resulta de la integral

/ B” CB dA (28)
A
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donde las matriz B es la que resulta de evaluar las variaciones de las deformaciones cuyo
célculo no ofrece dificultades. En tanto que C es la matriz de constitutiva (en el caso
elasto-pldstico tangente o algoritmica Ce,).

La parte geométrica resulta de evaluar

su” K¢ Au :/ 8&11 (6e"N) Au dA (29)
A

Que se obtiene de sumar las contribuciones en los tres lados
4
Su"KC Au = 2 Z Z [ NEE) NI NIy IO NI )

+ <N/11(K)Né(K) + N,g(K)N,{(K)) Ng()] 5uJ(K) . AUI(K) (30)

O escrito en forma matricial

am LI N N | [ M o
ou’KS Au="— su’ [ NJ N [ M 12“ ’1}A J} 31
! ZZZ{“ (NG N2 Ny N, || a2 (81)

5. EJEMPLOS NUMERICOS LINEALES

En esta seccién se presentan dos ejemplos con el objetivo de evaluar el comportamiento
del elemento desarrollado en régimen lineal. En esta primera parte de las evaluaciones
numéricas los resultados han sido obtenidos con un programa para andlisis estdatico con
integracién implicita de las ecuaciones de movimiento. En las comparaciones de denomina
TR3 al elemento desarrollado en el cual se realiza la integracién de las fuerzas de corte
usando 3 puntos de integraciéon y con TR1 cuando se utiliza un solo punto de integracion,
equivalente a promediar los tensores métricos evaluados en los tres lados. Para realizar
comparaciones se incluyen los resultados obtenidos con otros tridngulos: el tridngulo de
deformacién constante (TDC), el tridngulo de deformacién lineal (TDL) y un tridngulo
lineal (3 nudos) con tres grados de libertad por nudo (2 desplazamientos y el giro de la
normal al plano) desarrollado por Felippa y colaboradores (FM-Opt) basado en el esquema
ANDES* optimizado para reproducir estados de flexién.

5.1. Prueba de la parcela membranal

Uno de los objetivos principales de esta propuesta es lograr una aproximacién mem-
branal (no conforme) con un comportamiento numérico similar al tridngulo de deformacién
lineal, que satisfaga la prueba de la parcela. Para evaluar esto se ha utilizado un dominio
cuadrado de lado unitario sometido a fuerzas nodales asociadas a un estado de tensién
constante (en ambas direcciones y de corte). Dos posibles parcelas de elementos se mues-
tran en la Figura 2. En la primera de ellas se muestran las fuerzas nodales necesarias para
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- 0.25
i 1
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' 4 =
Y 0.25
(a) = L - (b)

Figura 2: Prueba de la parcela membranal

obtener un estado tensional uniforme S,, = S;, = Sy, = 1, en la segunda se indican las
fuerzas necesarias para obtener un estado de traccién uniforme en la direccién ;. Notar
en la segunda que las fuerzas nodales son las mismas que las asociadas al tridngulo lineal
y no las del tridngulo cuadrético. Para ambas mallas se obtienen los resultados correctos
en todos los puntos, usando 1 o 3 puntos de integraciéon. Notar ademds que las parcelas
de elementos utilizadas para el cdlculo de los gradientes estdn bastante distorsionadas.
Por ejemplo en la primera parcela, se ha sombreado la parcela utilizada para calcular las
deformaciones en el elemento .

5.2. Problema membranal de Cook

El presente ejemplo® corresponde a un problema con una importante cantidad de ener-
gia de corte, donde se intenta evaluar la habilidad del elemento para distorsionarse. En
la Figura 3.a se muestra la geometria analizada y la carga actuante. Se trata de un panel
trapezoidal empotrado en un extremo y una carga de corte en el otro. En el Cuadro 1 se
muestra el desplazamiento vertical del punto C (centro del borde cargado) para las dis-
tintas mallas utilizadas. Estos resultados a su vez se grafican en la Figura 3.b en funcién
del niimero de grados de libertad utilizados.

De los resultados presentados puede verse como el presente elemento usando 3 puntos
de integracién (TR3), para la malla mds sencilla (con sélo dos elementos) es apenas supe-
rior al tridngulo de deformacién constante, pero a medida que se aumenta la discretizacién
da resultados similares al tridngulo de deformacion lineal. El elemento que incluye grados
de libertad rotacionales optimizado para tratar problemas de flexién converge més lenta-
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Figura 3: Problema membranal de Cook. a) Geometrfa b) Desplazamiento vertical del punto C

mente. Por otro lado si en el elemento propuesto se utiliza un sélo punto de integracion
(TR1) la convergencia en el desplazamiento medido es significativamente mejor que el
resto de los elementos para mallas gruesas.

subdivision
Elemento | 2 x2 4x4 8x8 16 x 16 32 x 32
TR3 6,986 17,635 22,663 23,767 23,923
TR1 8,021 22,829 24485 24,195 24,027
FM-Opt | 20,560 22,450 23,430 23,800 23,910
TDC 5971 11,993 18,234 22,022 23,412
TDL 18,358 23,302 23,857

Cuadro 1: Desplazamiento del punto C para el problema membranal de Cook (tensién plana)

6. EJEMPLOS NUMERICOS NO-LINEALES

En esta segunda parte, se presentan resultados en el rango no-lineal geométrico y ma-
terial. Dadas las caracteristicas de los problemas analizados, con fuertes no linealidades
asociadas a comportamientos inestables y a contacto con friccién, se ha recurrido a un
programa con integracién explicita de las ecuaciones de movimiento.® Este programa per-
mite obtener soluciones seudo-estaticas por relajacion dindmica. Por otro lado los ejemplos
analizados en esta parte corresponden a problemas y axilsimétricos o en deformacién plana
. Se pone especial énfasis en detectar si el elemento es capaz de analizar problemas elasto-
plasticos donde el flujo plédstico es is6coro y problemas eldsticos quasi-incompresibles.
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6.1. Problema membranal de Cook

La misma geometria estudiada en la seccién 5.2 se utiliza ahora pero en condiciones
de deformacién plana y considerando dos materiales. Un material eldstico lineal quasi-
incompresible con médulo de corte p = 80,1938 GPa y tres valores distintos del médulo
de compresién volumétrica K, = 401,0 x 10®> GPa, Kz = 40,1 x 103 GPa y Ko =
4,01 x 10® GPa que corresponden a valores de la relacién de Poisson v = 0,4999, 0,4990
y 0,4900 respectivamente. Y un material elasto-plédstico definido por constantes eldsticas
n = 80,1938 GPa y K = 164,21GPa y plasticidad J; con una tensién de fluencia con
endurecimiento no lineal definida por

oy (") = 0,450 + 0,12924 €” + (0,715 — 0,450) (1 — e~ '%* <) [GPaq] (32)

En el caso eléstico la carga aplicada es de 100 kN y de 5 kN en el caso elasto-plastico.

L2
.~

(o2}

——=—-——- TR1
—e— TR3

IS
|

Desplazamiento superior
(8]
Desplazamiento superior
(2]
|

i e }
TRloC —-—-8-—— Q1PO
3l -—-*®--QlP 3 ——a—— QIlE4
——-<4-—— QIlE4
1 1 1 1 1 1
2 10 20 30 25 10 20 30
Numero de Elementos por lado Numero de Elementos por lado

Figura 4: Problema membranal de Cook. Convergencia de las soluciones por elementos finitos. (a) Elas-
ticidad finita quasi-incompresible (b) Plasticidad finita con ley de flujo Jo

En la Figura 4.a se ha graficado el desplazamiento vertical del vértice superior en
funcién del nimero de elementos por lado de la malla. La Figura 4.a corresponde al
caso eldstico. Se ha utilizado la versiéon TR1 (un punto de integracién) y se muestran los
resultados para los 3 médulos K, estos resultados se denominan con TR1-A, TR1-B y
TR1-C. Claramente para un valor del médulo de Poisson v = 0,4999 (TR1-A) el elemento
converge lentamente, en tanto que para valores de v < 0,499 (TR1-B) converge bien. A
los fines de comparar se han incluido los resultados obtenidos para el valor de Poisson
més elevado con dos cuadrildteros de cuatro nudos: Q1PO® equivalente a integrar con un
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s6lo punto de integracién la parte volumétrica y con cuatro la parte cortante; Q1E4 que
es un elemento en deformaciones mejoradas.” Ambos cuadrildteros muestran un mejor
comportamiento que el tridngulo propuesto en el caso quasi-incompresible.

La Figura 4.b corresponde al caso elasto-plédstico, aqui se han considerado ambas ver-
siones del elemento propuesto (1 y 3 puntos de integracién) y se ha comparado con los
cuadrildteros Q1PO y Q1E4. Los resultados con 1 punto de integracién convergen mejor
que los cuadrildteros utilizados para comparacion, en tanto que con 3 puntos de integracion
la convergencia es méds lenta, pero no hay bloqueo numérico.

6.2. Estriccion de una barra cilindrica

Este ejemplo consiste en la simulacién de la estricciéon durante un ensayo de traccién
de una barra metdlica cilindrica de 12.826mm de didmetro y 53.334 mm de longitud.
Este problema ha sido usado por algunos autores’ para evaluar el comportamiento de
elementos axilsimétricos y tridimensionales en problemas de localizacién con plasticidad
incompresible. El material de la barra responde a los mismos pardmetros eldsticos (médulo
de Young E = 206,9G Pa y relacién de Poisson v = 0,29.) y de endurecimiento isétropo
no lineal definidos para el ejemplo anterior.

1
80
M (a) - (b)
0.9 N S o
AN 60 "
\\\ ! \
0.8H - pd
o A VAV =<, s
= 400 QuadL N\ S0 400 QuadL
o7l —————- 400 Q1PO A s | 400 Q1PO
|| ———— 100TR1 \4 4 — 4+ 100 TR1
v 400 TR1 20 v 400 TR1
0.6 1 > 800 TR1 \ > 800 TR1
______ 800 TDC k ------ 800TDC
05 I I I 1 I 0 1 L L 1
0 0.1 0.2 0.1 0.2
DL/L DL/L

Figura 5: Estriccién de una barra cilindrica. a) radio en el cuello de la estriccién versus alargamiento
relativo. b) Carga axial versus alargamiento relativo.

Para estudiar el comportamiento del elemento se han utilizado 3 mallas distintas de
6x 11, 11 x 21 y 11 x 41 nudos con 100, 400 y 800 elementos triangulares respectivamente.
Para comparacién se han considerado resultados obtenidos con elementos cuadrildteros
sobre la malla mds fina que corresponden a 400 elementos. Estos elementos cuadrilateros
evitan el bloqueo volumétrico utilizando un tinico punto de integracién para la presion y
se denominan aqui Q1P0® y QUADL.!" En la Figura 5.a se ha graficado el radio relativo
en el cuello de la estriccién en funcion del alargamiento relativo. Puede observarse que
con la malla mds gruesa existe algin grado de bloqueo, pero que este es pequeno frente
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al comportamiento mostrado por el tridngulo esténdar (TDC) incluso para mallas finas.
Para las mallas més finas el elemento muestra un comportamiento similar a los elementos
cuadrildteros. Como referencia en la Figura 5.b se ha graficado la carga axial en funcién
del alargamiento relativo, donde pueden hacerse consideraciones similares.

6.3. Estiramiento de una lamina circular con un punzén esférico

\ Z atriz
~—-59.18 mMm =
\o
o2
r

Punzoén

Q
60‘%((\

Figura 6: Estiramiento de una lamina circular con un punzén semiesférico

Como 1ltimo ejemplo se considera un problema con geometria de revolucion. Este
benchmark fue propuesto en la Referencia!! y ha sido ampliamente utilizado para com-
parar elementos bidimensionales de sélido. La geometria se muestra en la Figura 6. El
espesor de la ldmina es 1 mm. Las constantes eldsticas del material son £ = 69,004G Pa
y v = 0,3, en tanto que la ley de endurecimiento es o, = 0,589(10~* + ¢?)%?!6 A Pqa. Para
el contacto entre herramientas y punzén se ha utilizado la técnica de penalizacién y se
ha adoptado un coeficiente de friccion p = 0,3. La malla utilizada es uniforme con 28
elementos en la direccién r y 4 en la direccién z (28 x 4 x 2) y se ha utilizado un tnico
punto de integracién por elemento. En la Figura 7.a se muestra la resistencia al avance
del punzén a lo largo del proceso. Estos resultados estdan de acuerdo con la mayorfa de las
simulaciones donde se usan elementos de sélido, que captan los efectos locales de flexién
y las presiones y fuerzas de corte que se producen en el contacto con la matriz y las zonas
de mayor friccién.® En la Figura 7.b se ha graficado el espesor a lo largo del radio para
diferentes avances del punzén y en la Figura 7.c la deformacién plastica equivalente en la
superficie media de la ldmina.
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Figura 7: Estiramiento de una ldémina circular con un punzén semiesférico. (a)Fuerza en el punzén ver-
sus avance del punzon. (b)Relacién de espesor a lo largo del radio para diferentes avances del punzén
(c)Deformacién pléstica equivalente a lo largo del radio para diferentes avances del punzén

7. CONCLUSIONES

Se ha presentado un elemento triangular para el andlisis de sélidos bidimensionales. La
geometria queda definida por 3 nudos y sélo utiliza grados de libertad traslacionales, lo
que lo hace eficaz para ser utilizados en c6digos con integracién explicita de las ecuaciones
de movimiento. El elemento es no conforme sin embargo pasa el patch test y las prue-
bas numéricas realizadas no indican problemas. En problemas de tensién plana donde la
discretizacién es masiva, el elemento presentado muestra un comportamiento excelente.
Esto lo hace elegible como parte membranal de elementos de ldmina!? cuando se intente
modelar problemas de conformado de ldminas, donde el comportamiento membranal es
el més importante y se requiera un discretizaciéon masiva del dominio. En problemas de
deformacién plana y axilsimétricos con deformaciones finitas en régimen elasto-plastico el
comportamiento es muy bueno, similar a los elementos cuadrildteros con deformaciones
mejoradas. En problemas en deformacién plana, con material eldstico quasi-incompresible,
el elemento bloquea para valores de la relaciéon de Poisson muy cercana a 0,5 pero para
valores menores a 0,499 el comportamiento ya es bueno. El comportamiento del elemen-
to todavia debe ser evaluado para deformaciones superiores a 1 y las caracteristicas de
convergencia en geometrias y mallas més complejas donde existan variaciones locales im-
portantes del tamano de los elementos.
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