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Resumo. Neste trabalho é realizado um estudo numérico de convecção mista em cavidades
retangulares utilizando simulação de grandes escalas. Foi utilizado o modelo de turbulência
sub-malha baseado na teoria de transferência de vorticidade. O escoamento é estudado para
alguns números de Rayleigh e números de Reynolds para razão de aspecto A=1. O método
numérico utilizado é volumes finitos com o método Simple para acoplamento pressão-
velocidade. O número de Nusselt, velocidade média e temperatura são avaliados e são
comparados com resultados numéricos e experimentais encontrados na literatura.
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1 INTRODUÇÃO

Encontram-se muitos trabalhos na literatura, relacionados ao estudo de convecção mista
para diversos tipos de geometria. Na engenharia, de forma geral, os problemas que são
encontrados tais como: resfriamento eletrônico, controle térmico de ambiente, etc. motivam
para estudo deste tipo de problema. A seguir serão apresentados trabalhos teóricos relevantes
encontrados na literatura.

Cortella et al.1 apresentaram em seu trabalho o estudo da distribuição de velocidades e
temperaturas em um refrigerador. O método utilizado é o de elementos finitos. O código
computacional é baseado na formulação de vorticidade e função corrente, incorporando um
modelo de turbulência LES, onde os fluxos turbulentos são estimados baseados na teoria de
transferência de vorticidade (TTV). Este modelo de turbulência LES, também apresentado por
Lardat e Ta Phuoc2; Saro, Manzan e Cortella3  será utilizado no presente trabalho com
algumas adaptações.

No seu trabalho, Zhang et al.4 estudaram a convecção natural, convecção forçada e
convecção mista  em cavidades. Utilizaram simulação de grandes escalas com o modelo
dinâmico filtrado sub-malha como modelo de turbulência. Alguns resultados da velocidade do
ar, temperatura do ar e distribuição da turbulência são apresentados e comparados com
resultados experimentais.

Peng et al.5 estudaram a convecção natural para baixos números de Rayleigh utilizando o
modelo k-ω como modelo de turbulência. Também estudaram a convecção mista em uma
cavidade retangular de geometria e condições idênticas ao utilizado no trabalho de Zhang et
al.4, apresentando diversos resultados.

Um estudo numérico de escoamento com convecção mista em uma cavidade com paredes
verticais isotérmicas foi realizado por Angirasa6. O escoamento é estudado em detalhes. São
apresentados resultados da evolução do número de Nusselt para alguns números de Grashof.
Também são apresentados alguns resultados da distribuição da temperatura e das linhas de
corrente na cavidade.

No presente trabalho estuda-se a convecção mista em uma cavidade retangular, originados
pela forças de empuxo e pela circulação de fluido que entra na cavidade a uma certa
velocidade e temperatura. Um programa computacional foi desenvolvido em linguagem
FORTRAN, utilizando o método de volumes finitos.

2 DESCRIÇÃO DO PROBLEMA

A geometria estudada é apresentada na figura 1. Uma cavidade retangular de domínio Ω,
com altura H e largura L é considerada. Na parte superior esquerda da cavidade, superfície S2,
existe uma abertura para a entrada de fluido com dimensão inh . O fluido entra com uma
velocidade inu  e temperatura TC. Na parte inferior direita, superfície S5 existe uma abertura
para a saída do fluido com dimensão outh . A superfície horizontal inferior S6 possui
temperatura TH e as demais superfícies: S1, S3 e S4 possuem temperatura TC.
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Figura 1 – Geometria estudada  e malha utilizada.

2.1 Hipóteses para o problema

As seguintes hipóteses serão consideradas nos problemas estudados:

(i) regime não permanente;
(ii) escoamento bidimensional;
(iii) escoamento incompressível;
(iv) regime turbulento;
(v) as propriedades do fluido são constantes, exceto a massa específica nos termos de

empuxo.

2.2 Formulação Matemática

As equações de conservação de massa, conservação de quantidade de movimento e a
equação da energia, os quais governam o escoamento e o campo térmico são
rescpectivamente:
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onde ui são as componentes de velocidades na direção x e y respectivamente, p é a pressão, T
é a temperatura, µ é o coeficiente de viscosidade, Γ é a difusividade térmica, β e coeficiente
de expansão volumétrico, g a aceleração da gravidade e S o termo fonte. Na equação 2, o
último termo representa o termo de empuxo onde se considera a relação de Boussinesq, onde

0T  é a temperatura de referência, dado por:

( )/2TTT CH0 += , (4)

De foma análoga ao praticado na decomposição de Reynolds, a quantidade é decomposto
em:

'+= , (5)

onde  é a componente de grande escala e '  é a componente de pequena escala.

Aplicando-se a operação de filtragem nas equações de conservação, onde foi utilizado a
função filtro por volume, conforme é apresentado no trabalho de Krajnovic7, considerando
que a massa específica é constante, obtém-se as seguintes equações filtradas:
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Na equação (6) da quantidade de movimento e equação (7) de energia, tem-se os produtos
de variáveis filtradas jiuu  e Tu j , que representam o transporte turbulento de quantidade de
movimento e de calor respectivamente, entre as grandes escalas e escalas sub-malha.
Decompondo em componentes de escalas resolvida e sub-malha obtem-se:
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Pode-se escrever em função de tensores adicionais:

ijijijjiji RCLuuuu +++= , (11)

ijjjjj CLTuTu +++= . (12)

onde:

jijiij uuuuL −= , (13)

i
'
j

'
jiij uuuuC += , (14)

'
j

'
iij uuR = , (15)

TuTuL iij −= , (16)

''
j

'
jj TuTuC += , (17)

''
jij Tu= . (18)

ijL é o tensor de Leonard, ijC o tensor Cruzado, ijR o tensor de Reynolds sub-malha, jL o
fluxo turbulento de Leonard, jC o fluxo turbulento Cruzado e ij o fluxo turbulento sub-
malha.

Os termos de Leonard e Cruzado, conforme Padilla8 , podem ser desprezados. Conforme
apresenta Krajnovic7 tem-se as propriedades dadas pelas equações (19) e (20), as quais serão
utilizadas nas deduções das equações.

jiji uuuu = , (19)

0uuuu '
jij

'
i == . (20)

Como resultado do cálculo das médias em cada célula da malha, as equações de
conservação  tornam-se:
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A equação de quantidade de movimento pode ser rescrita como:
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Sendo µ constante, vem:
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Considerando massa específica constante, da equação de conservação de massa vem:
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e introduzindo o tensor deformação sub-malha:

jijiij uuuu −= , (27)

as equações de conservação tornam-se:
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onde  é viscosidade cinemática do fluido,  é a difusividade térmica e calculada por:
Pr= . Sendo Pr o número de Prandtl. Os tensores ij  e ij  que aparecem nas equações (29)

e (30) serão modelados na seção 3.
O número Rayleigh e a razão de aspecto são definidos, respectivamente,  por:

( )
Pr

HTTg
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3
CH −

=  , (31)

1
L
HA ==

 . (32)

3 MODELOS SUB-MALHA

Muitos modelos  de escala sub-malha utilizam a hipótese do gradiente de difusão,  similar a
hipótese de Boussinesq o qual expressa o tensor de Reynolds sub-malha  em função da taxa de
deformação e da energia cinética. Conforme pode ser visto em Neto9 o tensor de Reynolds é
definido como:

kkijijTij S
3
2S2 −−= , (33)

onde T é a viscosidade turbulenta, ij  é o delta de Kronecker e ijS  é o tensor taxa de
deformação dado por:
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Substituindo ijS  na equação (28) obtém-se:
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De maneira semelhante obtemos a equação de energia:
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onde a difusividade térmica turbulenta é calculada por:
.

tTT Pr= . (37)

onde Prt é o número de Prandtl turbulento (Prt=0,4).
Os modelos sub-malha propõem a seguinte expressão para  a viscosidade turbulenta T :

qcT = , (38)

onde c é uma constante adimensional, e q são os comprimentos de escala e velocidade
respectivamente:

O parâmetro  é relacionado como tamanho do filtro utilizado e geralmente é definido
para o caso bidimensional como:

( ) 21
21   ∆∆=∆= , (39)

onde 1∆  e 2∆  são os comprimentos do filtro nas direções x e y.

3.1 Modelo Sub-malha de Smagorinsk

Este modelo baseia-se na hipótese de equilíbrio entre a as tensões turbulentas sub-malha e
a dissipação viscosa:

S- ijij = . (40)

A dissipação viscosa é modelada como:
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3q≈ . (41)

E da equação (29) substituida na equação (26) e com a (32) obtém-se:

Sq ≈  , (42)

onde

( ) 21
ijij SS2S = . (43)

Pode-se escrever que a viscosidade turbulenta é dado por:

( ) SC
2

sT = , (44)

onde 0,1Cs = é a constante de Smagorinsk.

3.2 Modelo Baseado na Teoria de Transferência de Vorticidade (TTV)

Neste modelo de turbulência implementado, os fluxos turbulentos são determinados
baseado na teoria de transferência de vorticiade (TTV) conforme é apresentado por Cortella et
al.1; Lardat e Ta Phuoc2 ; Saro, Manzan e Cortella3. Neste modelo a viscosidade turbulenta é
calculada pela seguinte equação:
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onde ω é a vorticidade, dada por:

y
u

x
v
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∂
∂= , (46)

c é a constante adimensional, aproximada por c = 0,2 e  é a dimensão do filtro dado por:

( ) 21
21= . (47)

4 CONDIÇÕES INICIAIS E DE CONTORNO

A partir deste ponto do trabalho, serão omitidas as barras que indicam os valores médios do
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tipo T  e u . Na figura 1 mostra-se a cavidade onde foram impostas as seguintes condições
iniciais e de contorno:

Em Ω :         u(x,y,0) = 0,v(x,y,0) = 0,T(x,y,0) = 0; (48)

Em S1 :        u = v = 0, T = TC                      ( superfície isotérmica ); (49)

Em S2 :        u = uin , v = 0  T = TC,              (Entrada do Fluído ); (50)

Em S3 :        u = v = 0, T = TC                      (superfície isotérmica ) (51)

Em S4 :        u = v = 0, T = TC                      (superfície isotérmica). (52)

Em S5 :       0
x
u =
∂
∂ , v = 0, 0

x
T =
∂
∂              (Saída do Fluído). (53)

Em S6 :        u = v = 0, T = TH                     (superfície isotérmica). (54)

5 MÉTODO NUMÉRICO

Um programa computacional foi desenvolvido em linguagem FORTRAN, onde as
equações de conservação foram discretizadas através do método dos volumes finitos. São
utilizados os esquemas Upwind e Diferença Central para os fluxos convectivos e o esquema
Diferença Central para os fluxos difusivos. O arranjo de malha utilizado foi o co-localizado. A
malha gerada é a malha cartesiana não uniforme. Para o acoplamento entre a pressão e a
velocidade foi utilizado o método SIMPLE. Para o cálculo do sistema de equações obtidos é
utilizado o método iterativo SIP (Strongly Implicit Procedure). O modelo de turbulência TTV
foi implementado no código computacional desenvolvido. Alguns detalhes dos métodos
numéricos utilizados podem ser vistos em Maliska10 e Versteeg et al.11.

Os seguintes passos são utilizados para a resolução dos problemas:

1) Leitura dos diversos dados iniciais e dados de contorno;
2) Cálculo das velocidades u, v ;
3) Cálculo de p’ e correção das velocidades u, v e da pressão p;
4) Cálculo da temperatura T,
5) Cálculo da viscosidade turbulenta,
6) Volta ao passo 2, incrementando o tempo, caso não atingiu-se o critério de parada.

O número de Nusselt local é calculado por:
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e o número de Nusselt médio é calculado por:

∫=
H

0
dxNu

L
1Nu (55)

6 TESTES NUMÉRICOS REALIZADOS

Para validar o código computacional desenvolvido, inicialmente foi realizado um teste de
convecção natural turbulenta em uma cavidade quadrada, conforme é apresentado na figura
2(a). Para este caso, as superfícies laterais são isotérmicas, sendo que a superfície S1 é mantida
a temperatura constante TH e a superfície S3 é mantida a temperatura constante TC. As
superfícies superior e inferior são isoladas. A figura 2(b)  apresenta os resultados do número
de Nusselt local do presente trabalho, comparando-os com os resultados experimentais de
Tian et al.13, para a superfície S1. O número de Rayleigh é Ra=1,58x109. Os resultados foram
satisfatórios.

O segundo teste numérico realizado foi o estudo da convecção mista em uma cavidade
quadrada. A figura 3(a) e 3(b) apresentam os resultados da velocidade média u* e da
temperatura média T* na cavidade, respectivamente, com dimensões H=L=1,04[m]. A
velocidade média u* e a temperatura T* é obtida como a média da grandeza em cada ponto no
intervalo de tempo de 0t400  a 0t600 , onde 0t  é dado por ( ) 21

0 HTgHt = sendo
( )CH TTT −= . Estes valores foram os mesmos utilizados por Peng et al.12 . Para este caso o

fluido entra por uma abertura na parte superior esquerda da cavidade, superfície S2, com
dimensão 0,018[m]h in = . O fluido entra com uma velocidade ]sm0,57[u in =  e temperatura
TC=15 [ºC]. O fluido sai por uma abertura na parte inferior direita, superfície S5, com
dimensão 0,024mh out = . A superfície horizontal inferior S6 possui temperatura TH=35,5 [ºC].
As demais superfícies: S1, S3 e S4 possuem temperatura TC=15[ºC]. O passo de tempo ∆t
utilizado para os cálculos foi: 0t0.0131t = . Estes valores serão utilizados para os todos
casos estudados, nos resultados apresentados na seção 7.

 Para este teste numérico, o número de Reynolds é calculado por: 678/hu  Re inin ==  e o
número de Rayleigh 823 10259,3/HTgRa x=∆= .
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Figura 2 – (a) Geometria (b) Número de Nusselt Local – Superfície S1.
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Figura 3 – (a) Velocidade média na posição x / L = 0,5  (b) Temperatura média [ºC] .

A seguir passaremos a apresentar os resultados deo estudo da convecção mista em uma
cavidade quadrada, para escoamento laminar e turbulento, para alguns números de Rayleigh e
números de Reynolds.

7 RESULTADOS

A figura 4 apresenta o número de Nusselt médio versus número de Rayleigh Ra, para os
números de Reynolds: 10, 100 e 500. Os resultados são para a superfície quente S6 e para uma
superfície fria S1. Observa-se que o número de Nusselt permace com  pouca variação para os
números de Rayleigh Ra = 0, 104, 105 e 108, ou seja, praticamente constante. Somente na
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região laminar, isto é, para números de rayleigh baixos tem-se uma maior variação nas curvas.
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Figura 4 – Nu x Ra para a superfície S6 e S1

A figura 5 apresenta a função corrente e a distribuição de temperatura para o modelo TTV
implementado. Os números de Rayleigh e Reynolds são: Ra = 0 e Re = 10. Não temos as
forças de empuxo. Tem-se somente convecção forçada devido a entrada do fluído pela
abertura na parte superior esquerda da cavidade, superfície S2.

Figura 5 – Função Corrente ψ e temperatura para Ra = 0 e Re = 10

A figura 6 apresenta a função corrente e a distribuição de temperatura para os números de
Rayleigh e Reynolds, respectivamente : Ra = 0 e Re = 100.  Com o aumento da velocidade na
entrada do fluido, verifica-se uma recirculação do fluido por toda a cavidade. A distribuição
de temperatura passa a preencher melhor outras regiões da cavidade, acompanhando a
recirculação do fluido.
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Figura 6 – Função Corrente ψ e temperatura para Ra = 0 e Re = 100

A figura 7 apresenta a função corrente e a distribuição de temperatura para os números de
Rayleigh e Reynolds, respectivamente: Ra = 0 e Re = 500. Verifica-se recirculação do fluido
por toda a cavidade juntamente com duas recirculações menores na parte superior e inferior
esquerda da cavidade. Também a distribuição de temperatura tendem a acompanhar a
recirculação.

Figura 7 – Função Corrente ψ e temperatura para Ra = 0 e Re = 500

A figura 8 apresenta a função corrente e a distribuição de temperatura. Os números de
Rayleigh e Reynolds são: Ra = 105 e Re = 10. Verifica-se que as forças de empuxo exercem
significativamente a recirculação do fluido por toda a cavidade, formando pequenas células de
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recirculação menores. Verifica-se que a distribuição de temperatura tende a acompanham o
movimento do fluido.

Figura 8 – Função Corrente ψ e temperatura para Ra = 105  e Re = 10

A figura 9 apresenta a função corrente e a distribuição de temperatura. Os números de
Rayleigh e Reynolds são: Ra = 105 e Re = 100. Verifica-se que as forças de empuxo exercem
significativamente a recirculação do fluido por toda a cavidade, formando pequenas células de
recirculação menores.

Figura 9 – Função Corrente ψ e temperatura para Ra = 105  e Re = 100

A figura 10 e 11 apresentam a função corrente e a distribuição de temperatura. Os números
de Rayleigh e Reynolds são repectivamente : Ra = 105 ; Re = 500 e Ra = 108 ; Re = 500.
Verifica-se que as forças de empuxo exercem significativamente a recirculação do fluido por
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toda a cavidade, formando pequenas células de recirculação menores. Para Ra = 108 tem-se
uma distribuição de temepatura mais complexa devido aos efeitos de turbulência.

Figura 10 – Função Corrente ψ e temperatura para Ra = 105  e Re = 500

Figura 11 – Função Corrente ψ e temperatura para Ra = 108  e Re = 500

8 COMENTÁRIOS E CONCLUSÕES

Neste trabalho estudou-se a convecção mista em uma cavidade quadrada, utilizando o
modelo de turbulência baseado na teoria de transferência de vorticiade (TTV).

No primeiro teste numérico foi calculado o número de Nussel local em uma cavidade
quadrada, para a superfície quente. Os resultados foram comparados com os resultados
experimentais do trabalho de Tian et al.13. Verfica-se boa concordância com os mesmos.
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No segundo teste numérico, foram apresentados os resultados da velocidade média e
temperatura média em uma cavidade quadrada, com convecção mista. Os resultados foram
comparados com os resultados experimentais de Blay et al.14 e os resultados teóricos de Peng
et al.5. Verifica-se boa concondância dos resultados da velocidade média com os resultados
teóricos de Peng et al.5. Para a temperatura os resultados são satisfatórios para somente a
regão central da cavidade. Para as regiões próximas as superfícies os resultados não são bons.

Apresentou-se então os resultdados  do número de Nusselt médio para os seguintes valores
de número de Rayleigh: 0, 104, 105 e 108; e os seguintes números de Reynolds: 10,100 e 500.
A figura 4 apresenta estes resultados simplificados, para a superfície quente S6 e a superfície
fria S1. Verifica-se que o número de Nusselt médio praticamente não varia para cada número
de Reynolds. Para valores de Rayleigh baixos( < 105 ), tem-se pequenas variações.

As figuras 5 a 11 apresentam a função corrente e a distribuição de temperatura na cavidade.
Verifica-se  que a medida que o número de Rayleigh aumenta, as forças de empuxo passam a
predominar sobre o fluido. Também com o aumento do número da velocidade de entrada,
forma-se uma grande célula de recirculação na cavidade.

O modelo TTV fornece resultados satisfátorios, mas verifica-se a necessidade de melhores
resultados para regiões escipecíficas da cavidade. Mais testes deverão ser realizados para
melhor avaliação deste modelo de turbulência.
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