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Resumen. Este trabajo trata la formulacion en elementos finitos del problema
hidromecadnico en suelos parcialmente saturados. Se aplica un modelo constitutivo
elastoplastico basado en una extension del modelo MRS Lade, en donde se introducen la
tension total neta y la succion como variables independientes del estado de tensiones.
Consecuentemente las funciones de fluencia de cono y capa y de potencial plastico del
modelo MRS Lade, asi como los parametros de endurecimiento ablandamiento son
modificadas introduciendo su dependencia con la succion. Se realizo la implementacion
numeérica de un algoritmo de integracion implicito para las ecuaciones constitutivas en el
marco del Método de Proyeccion al Punto mas Cercano (CPPM), que corresponde a una
generalizacion del método de Backward-Euler. El proposito del modelo es predecir la
particular respuesta de los suelos parcialmente saturados para diferentes caminos de carga y
su ilustracion mediante diagramas de flujo—deformacion. La succion es tratada en las
ecuaciones globales de la misma manera que los desplazamientos. Las ecuaciones de
gobierno para suelos parcialmente saturados son resueltas mediante la aplicacion de la
ecuacion de equilibrio, de continuidad y la conocida ley de Darcy. Finalmente se discute la
implementacion del modelo en un programa de elementos finitos y se analizan las soluciones
computacionales a problemas de valores de borde.
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1. INTRODUCTION

Los problemas de ingenieria que involucran a los suelos parcialmente saturados ha
sido tratados en los ultimos afios como medios continuos porosos, lo que ha llevado a una
descripcion mas realista de la compleja relacion existente entre el proceso hidraulico y la
respuesta mecanica inducida por el mismo.

En este trabajo se utiliza este concepto con la aplicacion de un modelo constitutivo
elastoplastico para medios cohesivos friccionales del tipo cono—capa extendido del modelo
de MRS-Lade, al que se le suma una estrategia de la integracion numérica de las ecuaciones
constitutivas para un acoplamiento parcial de las tensiones , deformaciones y flujo en medios
porosos. La técnica comprende a un amplio espectro del comportamiento en régimen
transitorio de suelos parcialmente saturados a saturados con una formulacion simple.

El flujo del agua en los suelos es generalmente descripta como el resultado del gradiente
del potencial y de las caracteristicas del sistema de poros descrito por medio de la distribucion
, tamatfio y tortuosidad de los poros. Esas propiedades hidraulicas se resumen por medio de la
curva de retencion de agua y del coeficiente de permeabilidad hidraulica.

En principio el flujo del agua en el medio es resuelto mediante las ecuaciones de continuidad
y la ley de Darcy.

2 ECUACIONES DE TRANSPORTE

Para representar el flujo en suelos parcialmente saturados se utiliza la ecuacion de
Richards. Esta ecuacion se deriva de la combinacion de la ecuacion de conservacion de la
masa 0 ecuacion de continuidad y la ley de Darcy, asumiendo que los efectos del aire ocluido
en el agua y la compresibilidad de la matriz solida son despreciables. La porosidad del suelo
se describe en base a la curva de retencion O(s) y al tensor de conductividad hidraulica o
permeabilidad K(s), que se pueden expresar como funciones de la succion s segiin Croney

and Coleman (1961) and Richards et al. (1995).
La ecuacion de continuidad es :

00

—=-Vq+G 1
o q (D
donde ¢ es el flujo volumétrico dado por la ley de Darcy :
q=—K(s)Vp )
G = volumen extraido de agua
$ = succion
t = tiempo
0(s) = contenido volumétrico de agua
K (s) = Tensor de conductividad hidraulico

V = operador matematico (9/0x,d/dy)
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p=potencial del agua en los poros

Combinando las ecuaciones (1)y (2) :
20

at—V[K(S)Vp]+G (3)
y
90 0s _
ga_V[1<(s)vp]+G 4)

donde 2—9 =c(s) es la capacidad capilar ¢ la pendiente de la curva succion-volumen de
s

agua contenido caracteristica del suelo.
Resulta la ecuacion diferencial de segundo grado de Richards[1] :
s
) ==V K&)Vp ]+ G )
Para materiales isotropicos , en este caso, para simplicidad con K constante y para cuerpos
planos en dos dimensiones es :
’p d’p

+
ox® oy’

K(s)( J +G= c(s)ﬁ 6)
ot
Notemos que es necesario computar la derivada segunda del potencial para encontrar la
solucidn, y el proceso se simplifica considerando la forma variacional.
La solucion con ecuaciones diferenciales con condiciones de borde se denominan “forma
fuerte” del problema.

2.1 Potencial del agua en el suelo

El potencial del agua en el suelo se define como la energia libre del agua en el punto
considerado como la elevacion 6 carga de agua. Ademas podemos definirla como una presion
equivalente, succion 6 carga. En estos términos podemos escribir:

p=p,8z-5S (M
g = aceleracion de la gravedad
z =altura a
Pw = densidad del agua
S = succion

La presion total se puede definir entonces como la succion equivalente en el punto
considerado relativa a la presion del agua libre[2].
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2.2 Formulacién del flujo

La solucién de las ecuaciones utilizadas para el flujo del agua estdn sujetas a

simplificaciones por el grado de dificultad que ellas implican.
Algunas de ellas son :

Las funciones 6(s) and K(s) son de caracteristicas histeréticas y extremadamente no
lineales , consideradas como constantes para simplicidad.

No se consideran ademas efectos de temperatura, la salinidad del suelo y los cambios
de las propiedades hidraulicas debido a cambios tensionales.

No se considera flujo del aire

Se asume como valida la ley de Darcy

La matriz sélida del suelo es rigida y el flujo es isotermal.

Por lo tanto, debemos enfatizar que la prediccion del flujo del agua en la zona no saturada
es complicada por la heterogeneidades del suelo.
Las ecuaciones (5) son fuertemente no lineales por la dependencia de K y 6 de la succion.

2.3 Problema de flujo

Si a la ecuacion

aa—“—p:V[K(s)Vp J+G ®)
s Ot

multiplicamos por la funcion arbitraria W (x;)

gW,q,,p)=W(x,) (Cp_G_H]i,i):O 9

e integrando en el dominio Q:

GOV,q,,p) = [W(x) (c p~G+g,;) dQ2=0 (10)

Integrando por partes y aplicando el teorema de Green e introduciendo ¢,, término de

condicion de borde , obtenemos :

GOV,q,,p) = [W(x)) (¢ p=G ) dQ — [W,q,dQ+ [Wg,dr=0  (11)
Q Q l"q

Y si ademas se introduce la ley de Darcy obtenemos :

G(.q,.p)= [Wx,) (c p—G ) dQ+ [W,K p,dQ+ [Wgq,dl =0 (12)
Q Q T,

q

Notemos que esta forma tiene solo derivadas de primer orden en contraposicion de las
segundas derivadas en la ecuacion original, solucion que se denomina “forma débil”’[3].
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2.4 Elementos finitos

Considerando la condicién que " y p sean continuas en €2,y las primeras derivadas
. . . . . L., 0
puedan ser discontinuas en €2 , definimos los elementos isoparamétricos de condicion C :

Na

X =2 N,(&)x
1=1 (13)
b = 2N1(§)pil

para las coordenadas y la presion equivalente en el agua contenida en el suelo.
Para cada elemento sera:

[wepaa=w's, p’ (14)
Qe
con
S,= [N, cN, dQ (15)
Q,
S= INZch dQ (16)
Q,

que define la matriz de capacidad capilar elemental del suelo
De igual manera:

[wkp,ae=w'k, p’ (17)
Qe
donde
Hy,= [N, kN, dQ (18)
Q,
H= [VN? k VN, dQ (19)
Q,
define la matriz de conductividad elemental. Finalmente:
ch dQ — qu,,dF:WfF, (20)
Qe T
con
F,= [N,cdQ- [N,g,dr Q1)
Qe T,

eq
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La forma variacional se puede escribir:
Ny
G, =2 W' (S, p'+K, p’ =F)=0 (22)
e=1
ycomo W' esun pardmetro arbitrario se debe cumplir que:
No
Z(Su pJ+K1J pJ_F1)=O (23)
e=1
En forma matricial :
Sp + Hp = F (24)
para el problema transitorio el conjunto de ecuaciones diferenciales se resuelve para el
vector de presiones equivalentes nodales , p.
2.5 Interaccién suelo-fluido intersticial
El tensor de tensiones efectivas es :
6=6+mp (25)
donde : m” =[1,1,1,0,0,0]
La relacion general tension deformacion viene dada por:
de'=D° de° =D° (de—de") (26)
donde D es la matriz de rigidez elastica, de° es la tasa de deformacion elastica, de y

de” la total y plastica respectivamente.
Se pueden escribir las ecuaciones discretas de equilibrio para la mezcla s6lido- fluido de la

manera :
LBTch+Mﬁ+Cﬁ+f=0 27

donde u son los parametros de discretizacion en desplazamientos, o sea :
u=Nu (28)

donde B es la matriz de deformacion y M, C, f tienen el significado de matrices de masa,

amortiguamiento y fuerza.
Sin embargo, el término en el que aparece la tension se debe dividir de la forma :

[B"6dQ = [B" 6'dQ~ [ B m pdQ (29)

para permitir asi que se introduzcan las relaciones entre tensiones efectivas y
deformaciones. Si discretizamos las presiones de la forma :
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p=N,p (30)
tendremos que : Q= jBT mN  dQ 31
[B" cda=([B" DB do)u=Ku (32)

donde K es la matriz de rigidez estandar y Q acopla el campo de presiones y las
ecuaciones de equilibrio.
La ecuacion de equilibrio resulta :

Mu+Cu+Kua-Qp+f=0 (33)
En la anterior discretizacion se han utilizado de forma conveniente las mismas formas de

elemento para las variables w y P, aunque pueden tener interpolaciones distintas[3].

Las ecuaciones dinamicas se acoplan al campo de presiones equivalentes con la ecuacion
adicional de flujo transitorio ecuacion (24).

3 MODELO CONSTITUTIVO

Para materiales cohesivos friccionales parcialmente saturados, el tensor de tensiones
denominado “efectivo” viene dado por la suma del tensor de tensiones neto mas el tensor de
succion :

oc=0+S (35)

donde : o es el Tensor de Tensiones Neto y S es el Tensor de Succion.[4]

El tensor de tensiones “efectivo” se expresa como :
0'=D:e”’=D(€°5+€°;) o’=D°:e" (36)
e'=Am, K& =h(é"), Kk =h(o;s:1) (37)

En las ecuaciones precedentes ¢”es el tensor de tensiones de Cauchy ahora llamado
“efectivo” , m es el gradiente de la funcién potencial y x  significa algiin conjunto
conveniente de variables internas de endurecimiento y ablandamiento funcion del estado
tensional y de succion.

La ecuacion (36) representa la ley de Hooke generalizada , con relacion lineal entre
esfuerzos y deformaciones elasticas a través del tensor de rigidez D . Se asume la relacion
simétrica Djjq = Dyiij. , m es el gradiente de la superficie de potencial plastico, & el médulo
plastico y 4 es el parametro de consistencia plastico que debe ser determinado con el auxilio
del criterio de carga-descarga de Kuhn-Tucker. Combinando las ecuaciones de incremento de
deformaciones plasticas y elasticas, el incremento de tension se obtiene como :

0’=D": (é Y ) y usando la regla de fluencia resulta :6'=6°-~1 D*: m (38)
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y como la funcion de fluenciaes F=F(0;s:k) y lade potencial plastico O=Q(0;s;K) se
tendra que las componentes plasticas de la deformacion seran :

£ =ﬂ‘9% - &=179, (39)

Las condiciones de fluencia y consistencia plastica son:

F=F(0;s;x)<0
>0 . AF=0 . F=0 (40)

> 5

Se consideran dos variables de tensiones:

la tension neta total

y la succion

(e.-p,)
T,\;\f

T\’Z

[(p.-p.)
0
0

T

(0,-».)
T

vz

0

(p.-p.)
0

(41)

(42)

3.1 Superficies de Fluencia Cono y Capa.

El modelo consiste en un fragmento de superficie de fluencia curva alisada constituida por
la superficie de fluencia movible del cono hasta alcanzar la tltima superficie de falla y otra
superficie extendida entre el cono y el eje hidrostatico que también evoluciona con el trabajo
de endurecimiento. La superficie de fluencia tiene la forma de un cono asimétrico, con el
vértice localizado a la izquierda del origen del espacio de tensiones, dependiendo de las
caracteristicas cohesivas del material en cuestion y representada por la ecuacion :

FCOYIO {p’q’e’S’KCUUO‘} =f{ q ’9 ’S} _ncom) {KCOIZO} (p+S_pL) = 0 (43)
con : 119,65} = q[1+ qq J 216}
1; NEX
=7 ; q4=30p 3 cos 302203 Do (44)
3 N

donde g, , m, Neono y la cohesion p, son parametros del modelo y &, €s la variable
de endurecimiento, calculada en base al trabajo plastico acumulado[5][6].
La cohesion del material p,. es variable con la succion segln la ecuacion : p. =k s , con
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k parametro del material [7][8]. La superficie de capa, que involucra principalmente la
respuesta volumétrica , viene dada por una superficie eliptica en plano meridiano expresada
en términos de los invariantes de tensiones como :

2 2
F,. <p,q,e,s,:«ﬂ,,,a>=[mj +[ij “1=0 43)
P, S

En las figuras N°1 y N°2 se indican la forma de las superficies de fluencias :

OPeap
Figura N°1-Superficies de fluencia en el espacio p-q Figura N°2 -Superficies de fluencia en p-g-s.

3.2 Funciones de Potencial Plastico

El modelo emplea dos funciones de potencial plastico. La ley de fluencia ideada por Sture
y otros asume una ley de fluencia no asociada para el cono en correspondencia con un
comportamiento expansivo, viene da por la expresion :

ch)no (pi q’e’s) = f(q90) - nncono(p + §— p(‘,) (46)

con n parametro material de no asociatividad

Para la superficie de capa la regla de fluencia es asociada, por lo que la funcion de fluencia
coincide con la funcion de potencial plastico .

Los parametros de endurecimiento y ablandamiento xion0 Yy Keqp se€ definen en término del
trabajo plastico acumulado w® que es disipado durante la carga en el actual camino de
tensiones:

w? = J.O':,ﬁ‘p dt (47

y en término de la ley incremental :

_ -r
1 pm
K..COHG = 1 (pj wp K‘Cap = ( p’o J Wp (48)
Ceono Pa \ Pa ccap p a p a
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donde : ccono, Ceaps Pa» Peapo, I 'y ¥ son constantes del material [8].

Se considera a : p..,0 como la presion de preconsolidacion dependiente ademas del valor
de la succion y que se define ,segun la expresion de Schrefler[9][10], y que se utiliza como
una superficie de fluencia adicional conocida como “carga-colapso” como :

Deapo =po*+ 1 s (49)

con: i constante del material, po* es la presion preconsolidacion en condiciones de
saturacion ,ver Figura N°2.

4 SIMULACION NUMERICA

Para verificar la respuesta del modelo implementado, se realiza la simulacion
numérica de un ensayo de filtracion a través de un suelo de relleno contenido en una caja
rigida de dimensiones que se indican en Fig. N° 3 , que fuera presentado por Y. Kohgo en
[11].

El ensayo fue ejecutado para simular el proceso de filtracién y de asentamiento de un
terraplén de presa de tierra. El nivel del agua que ingresa a la caja por su lado derecho es de
h=37,5 cm y se permite el egreso del flujo por el lado izquierdo hasta el nivel indicado, como
condiciones de borde aplicadas.

En la Figura N° 4 se muestran , las curvas tension -deformacion correspondientes al ensayo
de compresion triaxial realizado con control de succién para distintos valores de succion
constante, con la finalidad de evaluar los parametros utilizados en el modelo constitutivo. En
ella se puede observar que las magnitudes de la tension de corte se incrementan al aumentar el
valor de la succion , concordantes con la respuesta dada por los ensayos de laboratorio.

Ensayo triaxial CTC
=147 Ipa Desplazamiento axial
] < -600
NA £ 500 f o
T T 1 7
I T S -400
I T g 300
£ 300 1 /
Rigido T $ 8 200 |
__Q:" "Rl‘g!‘dﬂ' 5 -100 4
i iy A
A+ 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Figide ¢ impermeable
100 em I [— — —s=0kpa s=44 kpa 5=88 kpa |
Figura N° 3 - Malla y condiciones de borde Figura N° 4- Respuesta ensayo triaxial
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El ensayo fue ejecutado para simular el proceso de filtraciéon y de asentamiento de un
terraplén de presa de tierra. El nivel del agua que ingresa a la caja por su lado derecho es de
h=37.,5 cm y se permite el egreso del flujo por el lado izquierdo hasta el nivel indicado, como
condiciones de borde aplicadas.

En la Figura N° 4 se muestran , las curvas tension -deformacion correspondientes al ensayo
de compresion triaxial realizado con control de succidon para distintos valores de succion
constante, con la finalidad de evaluar los parametros utilizados en el modelo constitutivo. En
ella se puede observar que las magnitudes de la tension de corte se incrementan al aumentar el
valor de la succion , concordantes con la respuesta dada por los ensayos de laboratorio.

El proceso de filtracion a través del suelo con la distribucion de las presiones equivalentes,
el asentamiento y estado de tensiones verticales se realiza utilizando el andlisis flujo-
mecanico parcialmente acoplado desarrollado anteriormente. La malla de elementos finitos,
sus dimensiones Yy las condiciones de borde se indican en la Figura N° 3 y el analisis se
realiz6 en condicion de deformacion plana. Para modelar la malla se han usado elementos
cuadrilateros isoparamétricos de 8 nodos. En el borde superior se aplico una presion q = 147
kpa. Los parametros materiales del modelo utilizado se indican en Tabla N° 1, y en Tabla N°2
las caracteristicas del medio.

Elasticidad E=25000 Kpa | n=0.10 k=05 | p’ =600Kpa

Mod. Poisson v=0.20 0=0.80 k2=0.75 ceap=1.50

e=0.70 n= 1.023 Ccono=0.009 rcap:1 .50
m=0.038 Veono=1.50 leono=1.35 i=1.00

Tabla N°1-Constantes del modelo

Permeabilidad Kx= 600 Retencion c= 10 P.Unit.y= 14.7 kN/m’

Permeabilidad Ky= 100 p=0.20

Tabla N°2-Caracteristicas del medio

Los resultados de la simulacion con la distribucion de las presiones de poros
equivalente y los desplazamientos verticales se indican a continuacion.

Los valores del estado de succion inicial del relleno y la distribucion inicial de
deformaciones debido a la carga aplicada e inmediatamente antes de comenzar el flujo, se
muestran primero en las Figuras N° 5 y 6 . Luego se indican el estado de presiones de poros y
desplazamientos verticales para un tiempo intermedio de t= 100 y finalmente para el estado
estacionario, superpuestos a la malla deformada.

La distribucion de presiones de poros y de desplazamientos verticales del relleno
debido a la filtracion progresiva son consistentes con los ensayos realizados en laboratorio y
al problema geotécnico analizado.
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ggqg} BHEN
i -F.OGE01
3333} -5 B8E0
e 4. 71EM
-2 84E401 -3 53BN
%?gg} -2 36E01
e 18
[ 111 Time = 0.00EHIC -
Tima = 0.00EHI0
3.00E+01
2 4B -2 B9EDT
1.00E+01 -1 45ED
62101
1.29E400
2 200 -4 J6E-01
| TOE -3 72E01
7 T4EHI -2 48E01
3 T0E+ -1 ME01
Time = 1.00E+00 0.00EHD
e — + D0Es0 Time = 100E400
| | sl e
= B -2 4B+ -3 73BN
E-=--___, - Xl =M} 7 43E01
-1. 206400 ~fi. 2401
4. 29EH0 -4 J9E01
|.T9E+H1 -3, T4E01
2.74E401 -3 49E01
3T0EHD1 T 1 25ED
Time = 3.00E+00 0LODEHD
Time = 3 DOEAD
Figura N°5. Distribucion de presiones Figura N°6. Distribucion de los desplazamientos
durante la filtracion. verticales durante la filtracion.

5 CONCLUSIONES

El andlisis flujo-mecéanico parcialmente acoplado se realizé utilizando el método
descrito anteriormente para el problema de flujo acoplado parcialmente , con el modelo
constitutivo MRS-Lade extendido para suelos parcialmente saturados, en el que interviene el
tensor de succion como variable independiente del estado de tensiones. La distribucion de las
presiones de poros y succiones adquieren la forma hidrostatica en el modelo siendo la
distribucion en los ensayos es algo mas compleja. También se encuentran diferencias con
valores sobreestimados y en la distribucion de succiones antes de comenzar la filtracion. La
distribucion de los desplazamientos verticales en la modelacion muestra similitud con el
ensayo pero con valores maximos algo menores a los del laboratorio, posiblemente porque
requiere mayor ajuste de los pardmetros del modelo constitutivo.

Las simulaciones realizadas indican una respuesta acorde a la esperada y consistente
con simulaciones y los ensayos de laboratorio realizados y publicados. El método propuesto
se considera adecuado para analizar problemas estdticos geomecanicos que involucran
cambios en la presion de poros.
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