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Abstract.

An application of the Generalized Finite Element Method (GFEM) to laminated com-
posite plates and shells problems is presented in this work. Two kinematical models are
considered: the Mindlin-type model, known as �rst order model, and a third order model
with deformable thickness. The approximation space is hierarquically constructed follow-
ing the main ideas of the GFEM using globals de�ned enrichment functions. In the case of
shells,the de�nition of an adequate support for the enrichment functions made it necessary
to introduce a special procedure in order to take into account curved surfaces in the 3D
physical space. Some examples illustrate the numerical performance of the model. Con-
vergence curves as well as locking analysis are compared with analytical solutions when
available.
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1 INTRODUC� ~AO

As estruturas de material composto laminado est~ao ocupando um espa�co crescente na
constru�c~ao de componentes mecânicos estruturais devido a suas singulares caracter��sticas
de resistência, rigidez e peso.

Sua simula�c~ao requer um tratamento diferenciado em rela�c~ao aos modelos de materiais
isotr�opicos, assim como crit�erios de falha espec���cos dependentes de valores precisos de
tens~oes e deforma�c~oes.

Por outro lado, a automatiza�c~ao do processo de an�alise cada vez mais requer esfor�cos
na redu�c~ao da responsabilidade do analista na escolha de aspectos t�ecnicos relacionados
ao m�etodo num�erico. Neste ponto s~ao citados a escolha de re�no adequado de malha e
ou a ordem das fun�c~oes e interpola�c~ao dos elementos mediante t�ecnicas adaptativas.

Baseado nestas observa�c~oes, este trabalho coloca em foco a an�alise de problemas
est�aticos de componentes materiais compostos laminados. A abordagem deste problema
�e feita a partir do tratamento de dois aspectos fundamentais que s~ao o modelo cinem�atico
e a constru�c~ao do espa�co de interpola�c~ao.

Em rela�c~ao ao primeiro aspecto, s~ao abordadas as teorias de ordem superior capazes de
contornar os problemas caracter��sticos de laminados, garantir uma distribui�c~ao quadr�atica
das tens~oes cisalhantes transversais, satisfazer as condi�c~oes de Poisson e levar em consid-
era�c~ao as tens~oes transversais normais �as �bras do laminado.

O segundo aspecto da problem�atica ser�a abordado utilizando o Generalized Finite El-

ements Method (GFEM) de Duarte, Babuska & Oden5 . Esta t�ecnica �e oriunda dos
m�etodos sem malha que constroem o espa�co de aproxima�c~ao por enriquecimento da
parti�c~ao da unidade apresenta caracter��sticas peculiares relevantes em problemas de sim-
ula�c~ao num�erica. Dentre estas s~ao citadas a possibilidade de um re�no \p\ direcionado,
a inclus~ao de fun�c~oes que fazem parte dos modos de solu�c~ao do problema de valores no
contorno e utiliza�c~ao total ou parcial do car�ater sem malha do m�etodo (fun�c~oes de aprox-
ima�c~ao associadas ou n~ao �a uma malha). As caracter��sticas supracitadas conferem a esta
metodologia a possibilidade de construir espa�cos de aproxima�c~ao 
ex��veis com capacidade
de contornar problemas de re�no adaptativo de forma vers�atil bem como livrar-se total
ou parcialmente da perda de preciss~ao acarretada pela distor�c~ao da malha.

Embora existam vantagens incontest�aveis no emprego de materiais compostos, o pro-
cesso de simula�c~ao de seu comportamento estrutural apresenta detalhes complexos. Os
efeitos de deforma�c~oes transversais normais e de cisalhamento s~ao mais acentuados numa
estrutura laminada que noutra similar constitu��da de material homogêneo. Isto se deve
ao fato do m�odulo de elasticidade na dire�c~ao das �bras apresentar um valor muito elevado
em rela�c~ao �as outras dire�c~oes. Al�em disto torna-se indispens�avel a utiliza�c~ao de uma mod-
elagem adequada da distribui�c~ao de tens~oes transversais, j�a que as tens~oes cisalhantes s~ao
respons�aveis pela transmiss~ao de esfor�cos entre as lâminas. Dentre as teorias que tentam
modelar os problemas estruturais de material composto laminado encontram-se as abor-
dagens micro-mecânicas (os modelos possuem informa�c~oes dos materiais constituintes do
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laminado) e as teorias macro-mecânicas onde s~ao utilizadas propriedades m�edias de cada
lâmina.

Nas teorias macro-mecânicas a primeira modelagem foi feita utilizando a Teoria Cl�assica
da Lamina�c~ao (TCL) que assume as hipotesses cinem�aticas de Kirchho� para placas e
Love para cascas. Estas teorias n~ao leva em conta o efeito da deforma�c~ao cisalhante nem
as deforma�c~oes normais as �bras e portanto, s~ao incapazes de predizer ruptura por cisal-
hamento na resina e delamina�c~ao. Sua utiliza�c~ao limita-se a modelos com raz~ao largura
m�edia espessura L=h � 100. As teorias de primeira ordem, tamb�em conhecidas como
teorias de Reissner-Mindlin para placas e cascas, modelam o campo de deslocamento
com fun�c~oes lineares da variavel "�" da espessura. Estas teorias levam em considera�c~ao
a deforma�c~ao cisalhante mas apresentam inconsistência f��sica provenientes do pr�oprio
modelo cinem�atico. Neste caso, al�em de n~ao serem consideradas as tens~oes transversais
normais �as �bras, por hip�oteses do modelo, n~ao s~ao satisfeitas as condi�c~oes de contorno
de Poisson. �E necess�ario, nesta situa�c~ao, a introdu�c~ao de coe�cientes de corre�c~ao, para
considerar o efeito da energia de deforma�c~ao de uma distribui�c~ao parab�olica das tens~oes
(Reissner 6). Para rela�c~oes largura m�edia espessura L=h < 10 come�cam a surgir diferen�cas
signi�cativas nos resultados de deslocamentos e tens~oes com rela�c~ao a solu�c~ao anal��tica da
elasticidade tridimensional de Pagano & Hat�eld15. Uma proposta para modelar de forma
mais realista o comportamento de materiais compostos laminados consiste na extens~ao
do modelo de primeira ordem por fun�c~oes polinomiais da vari�avel "�" da espessura.
Consegue-se com isto uma distribui�c~ao parab�olica das tens~oes cisalhantes, considerar o
efeito das deforma�c~oes normais �as �bras e satisfazer as condi�c~oes de contorno nas su-
perf��cies livres do laminado. Numa abordagem cronol�ogica das teorias utilizadas com
as caracter��sticas enunciadas distinguem-se os modelos cl�assicos que utilizam solu�c~oes
anal��ticas e os modelos num�ericos como elementos �nitos (FEM). Dentre os primeiros
encontram-se os trabalhos de Pipes & Pagano19, Lo, Christensen & Wu12, Reddy10,
Pagano & Hat�eld15 , Pandya & Kant2, Kant & Manjunatha24, Xiao-Ping21 entre out-
ros. A simula�c~ao num�erica de campos primais empregando estas teorias �e apresentada nos
trabalhos de Sivakumaran, Chaudury & Vajarasathira13, Kant & Kommineni23, Tessler
& Saether 1 dentre outros. Os modelos supracitadas caracterizam-se por ter a fun�c~ao
cinem�atica do campo de deslocamento e o espa�co de interpola�c~ao �xos para um deter-
minado problema. Estes modelos embora apresentem resultados satisfat�orios em prob-
lemas est�aticos e dinâmicos, com solu�c~oes regulares n~ao s~ao adequados para contornar
solu�c~oes com singularidades. Os modelos hier�arquicos construidos por um re�no do mod-
elo cinem�atico e do espa�co de fun�c~oes de aproxima�c~ao constituem um paso a frente na
abordagem de problemas de camada limite, de singularidades geom�etricas e de carrega-
mento. Dentro deste foco encontra-se o trabalho de Babuska, Szabo & Actis7 e Actis,

Szabo & Schwab18. A proposta destes autores constitue-se de um re�no hier�arquico para
o modelo cinem�atico e para o espa�co de elementos �nitos que satisfaz os requisitos de
aproximabilidade, consistência assint�otica e taxas de convergência �otimas. O trabalho
apresentado neste artigo segue a linha dos modelos hier�arquicos. Aqui a hierarquia no
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modelo cinem�atico ser�a levada a cabo pelas teorias de primeira ordem de Mindlin e de
terceira ordem com normal extenss��vel Kant22. O enriquecimento do espa�co de aprox-
ima�c~ao ser�a levado a cabo por re�no \h\, \p\ e \hp\ constru��dos segundo a t�ecnica
do GFEM. Os aspectos te�oricos resultados e conclus~oes do trabalho s~ao abordados nas
se�c~oes a seguir.

2 CONSTRUC� ~AO DO ESPAC�O DE APROXIMAC� ~AO

A constru�c~ao do espa�co de aproxima�c~ao segue a �loso�a do Generalized Finite Element

Methods (GFEM) proposto por Duarte, Babuska & Oden5 . Esta t�ecnica apresentada
independentemente por Melenk & Babuska8 com o nome de Partition of Unity Finite El-

ement Method (PUFEM) e por Duarte & Oden4 sob o nome de hp-Clouds, engloba os
m�etodos que constroem o espa�co de aproxima�c~ao por produto da parti�c~ao da unidade com
fun�c~oes que apresentam boas propriedades de aproxima�c~ao. Dentre estas s~ao frequente-
mente utilizadas as constru��das por pruduto tensorial de polinômios de Legendre , produto
completo de polinômios de�nidos no dom��nio real ou modos conhecidos da solu�c~ao.

Neste trabalho �e utilizado especi�camente o m�etodo hp-Clouds, com a parti�c~ao da
unidade constru��da com fun�c~oes lagrangeanas bilineares de�nidas sobre o dom��nio do el-
emento. Consegue-se com isto fun�c~oes com propriedade delta de Kronecker de sumo
interesse no tratamento de condi�c~oes de contorno nos problemas de Dirchlet. Em contra-
partida o espa�co de aproxima�c~ao resultante �e de baixa regularidade e com as di�culdades
inerentes da utiliza�c~ao da malha.

A constru�c~ao do espa�co de aproxima�c~ao com estas caracter��sticas �e mostrado a seguir.

2.1 Espa�co de Aproxima�c~ao Fp

N :

A id�eia fundamental do hp-Clouds consiste na constru�c~ao do espa�co de aproxima�c~ao
Fp

N por enriquecimento da parti�c~ao da unidade com o conjuto Lp obtido pelo produto
tensorial de polinômios de Legendre ou mediante conjuntos completos de polinômios �p,
que podem ser de Legendre ou fun�c~oes polinomiais de�nidas no dom��nio real R2 . Os
espa�cos obtidos desta forma tem a propriedade de P � span fFp

Ng onde P �e o conjunto
dos polinômios de grau g � p:

No caso de construir Fp

N por produto tensorial, se tem:

Fp

N = ff'�Lij (x)g : 1 � � � N; 0 � i; j � p; i; j � 0; p � 0g (1)

Se for constru��do o espa�co span fFp

Ng atrav�es de enriquecimento por conjuntos com-
pletos de plinômios �p a fam��lia Fp

N �e dada por:

Fp

N = ff'�Lij (x)g : 1 � � � N; 0 � i; j � p; 0 � i+ j � pg (2)
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Figure 1: Dom��nio circular 
� das fun�c~oes de enriquecimento da nuvem centrada em x�

As fun�c~oes de enriquecimento Lij (x) s~ao constru��das num dom��nio circular Fig.1 de�nido
por w� = fx 2 R

2 j kx� x�kR2 < h�g. Quando o enriquecimento �e feito usando base poli-
nomial de Legendre �e necess�ario mapear o subdom��nio w� para o subdom��nio padr~ao bw�;

j�a que as fun�c~oes bLij �cam de�nidas em [�1; 1]2 : Sendo assim, bw� = f� 2 R
2 : k�k

R2
< 1g

e F� : bw� ! w� �e uma fun�c~ao mapeamento de�nida por F� (�) = h�� + x�; � 2 b
�.

Desta forma, as fun�c~oes �cam �nalmente de�nidas por '�Lij (x) := '�bLij ÆF�1� (x), onde,

F�1� : w� ! bw� �e dado por F�1� (x) = x�x�

h�
e bLij (�) �e o produto tensorial de polinômios

de Legendre de�nidos em [�1; 1]2.
De forma gen�erica a base de fun�c~oes Fp

N tem a seguinte de�ni�c~ao

Fp
N =

8>><
>>:

'1 '2 :::: 'N
'1Ls=1 '2Ls=1 :::: 'NLs=1
::::: ::::: :::: ::::::::

'1Ls=M '2Ls=M :::: 'NLs=M

9>>=
>>; ; (3)

onde, se for usado produto tensorial com polinômios de Legendre, o n�umero de produtos
para cada fun�c~ao parti�c~ao da unidade �e dado por M = ((p + 1)2 � 1). Se, ao contr�ario,
forem utilizados conjuntos completos �p o valor de M �e dado por, M = (p+2n )� (2n), onde
n = 1; 2; 3: Neste caso n = 2 j�a que se trata de uma abordagem em R

2 .
A fam��lia Fp

N descrita acima apresenta sua fundamenta�c~ao matem�atica descrita por
três teoremas apresentados em Duarte & Oden4.
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Figure 2: Base pseudo-normal
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; associada aos n�os kinf e ksup.

3 MODELOS DE ORDEM SUPERIORADAPTADOS AO ELEMENTODE

AHMAD

O trabalho apresentado neste artigo, utiliza as teorias de primeira ordemMindlin e terceira
ordem com normal extenss��vel Kant22, para modelar o campo de deslocamento associado
a uma metodologia de enriquecimento "p" para o espa�co de elementos �nitos.

O item fundamental deste trabalho consiste na t�ecnica de abordagem da problem�atica
de constru�c~ao do espa�co de aproxima�c~ao em superf��cies com curvatura n~ao nula utilizando
o m�etodo hp-Clouds (Duarte & Oden4).

A seguir ser�a feita uma breve introdu�c~ao da discretiza�c~ao do dom��nio utilizando o
elemento �nito s�olido degenerado (elemento de Ahmad et alli20) para cascas e �nalmente
�e apresentada a t�ecnica dos planos tangentes para adaptar a metodologia do hp-Clouds

ao tratamento de super�cies curvas.
O elemento s�olido degenerado, introduzido na literatura por S. Ahmad, B. M. Irons

& O.C. Zienkiewicz 20, consiste em um elemento de casca obtido a partir de um elemento
s�olido 3D, como ilustrado na Fig.2. Ser�a apresentado a seguir a adapta�c~ao dessa for-
mula�c~ao para adequa-la �a formula�c~ao do hp-Clouds com enriquecimento hier�arquico e �as
teorias de ordem superior de primeira e terceira ordem com normal extenss��vel.

3.1 De�ni�c~ao Geom�etrica do Elemento

Para obter a fun�c~ao de mapeamento da geometria do elemento parte-se de�nindo um
sistema de coordenadas locais associadas aos n�os extremos de cada elemento como indi-
cado na Fig.2. Este sistema de coordenadas �e chamado de pseudo-normal com rela�c~ao �a
superf��cie de referência do elemento, j�a que o vetor relativo a espessura �e obtido em fun�c~ao
dos vetores de posi�c~ao Xsup

k
e Xinf

k
, referentes aos n�os ksup e kinf do elemento. Portanto o



����

#� �#����������
�����&��0
$�
����� ���
������� �$%&���������#�������������������������������������������������������������������������

vetor pseudo-normal associado ao n�o k �e obtido por:

V3k = X
sup
k
�Xinf

k
; v3k =

V3k

kV3kk
: (4)

De�ne-se o n�o k na posi�c~ao intermediaria porXk =
�
X

sup
k

+Xinf
k

�
=2. O vetorV3k pode ser

tambem escrito em fun�c~ao da espessura tk associada ao n�o k e o seu vetor normalizado
v3kV3k = v3ktk. Uma das formas de obter os demais vetores componentes da base �e
atrav�es do produto vetorial com os versores i; j;k do sistema global de coordenadas.

Supondo que j seja um vetor unit�ario n~ao paralelo a v3k, de�nem-se os vetores �1
k
e �2

k

como:

�1
k
= j� v3k; �

2
k
= v3k � �1

k
: (5)

As coordendas globais de um ponto X (�; �; �) s~ao dadas pela express~ao

X (�; �; �)=

8<
:

X (�; �; �)
Y (�; �; �)
Z (�; �; �)

9=
; =

nX
k=1

Nk (�; �)

8<
:

Xk

Yk
Zk

9=
;

ref

+

nX
k=1

Nk (�; �)
tk
2
v3k� : (6)

onde "n" corresponde ao n�umero de n�os do elemento de casca, situados sobre a superf��cie
de referência, Xref (Xk; Yk; Zk) s~ao as coordenadas nodais sobre a superf��cie de referência
e Nk (�; �) as fun�c~oes de interpola�c~ao do elemento associada a cada n�o.
3.2 Modelo de primeira ordem ou modelo de Mindlin

O modelo de primeira ordem proposto aqui utiliza polinômios lineares na variavel z da
base local ao longo de cada pseudo normal do elemento para aproximar os deslocamentos
membranais:

u (�; �; �) =
nX

k=1

Nk (�; �)

8<
:

uk
vk
wk

9=
;

ref

+
nX

k=1

Nk (�; �) �
tk
2

2
4 �1kx ��2kx

�1ky ��2ky
�1kz ��2kz

3
5
�

�k

�k

�
(7)

Na express~ao (7) uk; vk e wk s~ao as componentes do deslocamento do n�o k da superf��cie
de referência nas dire�c~oes globais X; Y e Z: Os vetores �1k e �2k forman a base ortonormal
associada �a pseudo-normal de dire�c~ao v3k; que s~ao de�nidos pelas express~oes (5). As
constantes �k e �k s~ao os ângulos de rota�c~ao da pseudo-normal em torno das dire�c~oes �2k
e �1k respectivamente conforme Fig.2.

3.3 Modelo de Terceira Ordem com Normal Extenss��vel

A teoria de terceira ordem usada neste trabalho �e aquela apresentada por Kant22. Os
deslocamentos membranais s~ao aproximados por fun�c~oes polinomiais c�ubicas incompletas
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da variavel local z associada a cada pseudo-normal e os deslocamentos transversais por
uma polinomial quadr�atica. De forma geral pode ser formulado como:

uq (�; �; �) =

nX
k=1

8<
:Nk (�; �)

8<
:

uk
vk
wk

9=
;+Nk (�; �)

�
tk

2
�

�2

8<
:

v3kx
v3ky
v3kz

9=
;w�

k

+Nk (�; �) �
tk

2

2
4 �1kx ��2kx

�1ky ��2ky
�1kz ��2kz

3
5
�

�k

�k

�

+Nk (�; �)

�
�
tk

2

�3

2
4 �1kx ��2kx

�1ky ��2ky
�1kz ��2kz

3
5
�


k
�k

�9=
; ; (8)

Embora n~ao leve em considera�c~ao as condi�c~oes de contorno de Poisson nas superf��cies
livres da estrutura esta teoria consegue uma distribui�c~ao parab�olica para as tens~oes cisal-
hantes e leva em considera�c~ao a deforma�c~ao na dire�c~ao normal.

Uma das di�culdades no tratamento de superf��cies com curvaturas n~ao nulas (cas-
cas) �e a de construir o enriquecimento "p" do espa�co de aproxima�c~ao no dom��nio real
(caracter��stica b�asica dos m�etodos sem malha ). Uma forma de vencer este desa�o foi
apresentada por Petr Krysl & Ted Belytschko17 na aplica�c~ao do Element Free Galerkin

Method na an�alise de cascas �nas. Naquela ocasi~ao os autores propuseram a constru�c~ao de
uma parametriza�c~ao para a superf��cie em quest~ao utilizando fun�c~oes obtidas por Moving
Least Square. A t�ecnica utilizada no presente trabalho �e apresentada na se�c~ao seguinte.

4 ESPAC�O DE APROXIMAC� ~AO EM SUPERF�ICIES COM CURVATURA

N~AO NULA

Um dos aspectos importantes dos m�etodos chamados \sem malha" e a separa�c~ao entre o
dom��nio de integra�c~ao e o espa�co de aproxima�c~ao.

Nos elementos isoparam�etricos, pela propria de�ni�c~ao, s~ao utilizadas as mesmas fun�c~oes
de interpola�c~ao tanto para mapear a geometria quanto para aproximar os campos de
interesse. Nos elementos �nitos hier�arquicos, por outro lado, geometria e fun�c~oes de
interpola�c~ao s~ao desvinculadas, por�em todo o espa�co de enriquecimento �e constru��do a
partir das fun�c~oes elementares, de�nidas sobre o sistema de coordenadas naturias deste.
Diferentemente desta abordagem, o hp-Clouds constroi as fun�c~oes de enriquecimento no
dom��nio f��sico das casca, de forma idêntica ao que �e realizado nos m�etodos sem malha.

Nesta metodologia a parti�c~ao da unidade ser�a automaticamente de�nida pelas fun�c~oes
de interpola�c~ao lagrangeanas usuais, com a resalva que ser~ao utilizadas fun�c~oes indepen-
dentemente da ordem de aproxima�c~ao geom�etrica. As fun�c~oes parti�c~ao de unidade uti-
lizadas neste trabalho s~ao bilineares associadas aos nos de v�ertice do elemento. Denomina-
se \nuvem\ ao suporte da fun�c~ao parti�c~ao da unidade e ser�a formada pelos elementos
adjacentes a um n�o de v�ertice. A representa�c~ao geom�etrica �e dada pelo mapeamento de
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Figure 3: Sistemas de coordenadas, (a) ortogonais, globais (X;Y; Z), (b) pseudo-normal associados �a
nuvem com dire�c~oes dadas pelos vetores

�
�1
�
; �2
�
;v3

�

�
; (c) associadas ao ponto de integra�c~ao com dire�c~oes

(t1z ; t2z;nz) e (d) covariantes no ponto X� com dire�c~oes (a1; a2; a3) :

cada elemento atrav�es da localiza�c~ao dos n�os deste. Assim cada elemento possui uma
regra de mapeamento pr�opria, diferente dos elementos adjacentes.

Por outro lado, as fun�c~oes de enriquecimento da parti�c~ao da unidade dever~ao ser
de�nidas no dom��nio f��sico da casca (diferentemente do FEM padr~ao onde estas fun�c~oes
s~ao constru��das no dom��nio param�etrico). Para realizar este procedimento, utilizou-se um
mapeamento �unico para o suporte da nuvem ao longo dos diversos elementos associados.
Isto �e levado a cabo pela constru�c~ao das fun�c~oes de enriquecimento da parti�c~ao da unidade
num plano aproximadamente tangente ao centro da nuvem.

A estrat�egia proposta para o enriquecimento \p" das fun�c~oes de interpola�c~ao fundamenta-
se na de�ni�c~ao de uma base para cada suporte de nuvem. Para cada n�o X� centro de
nuvem �e estabelecido um plano �� pseudo-tangente �a superf��cie atrav�es da base ortonor-
mal associada �1�; �

2

�; v
3

�. Neste plano de�ne-se um raio h� de forma tal que a proje�c~ao
de todos os pontos do suporte sobre o plano �� estejam dentro do c��rculo de raio h�
e centro X� Fig.3. As fun�c~oes de enriquecimento Lij (x) 2 Lp ou �� s~ao constru��das
sobre o plano �� utilizando um sistema local de coordenadas x (x; y) normalizado em
fun�c~ao do r�aio do c��rculo h�. Assim o suporte local das fun�c~oes de enriquecimento �e
de�nido por !� = fx (x; y) 2 R

2 : kxk � h�g, tal que para um ponto de coordenadas
globais X (X; Y; Z) se tem x (x; y) = PQT

� (X�X�), onde P �e a matriz de proje�c~ao e Q�

�e a matriz de rota�c~ao ambas de�nidas respectivamente por

P =

2
4

1 0 0
0 1 0
0 0 0

3
5 ; e Q� =

2
4

�1�x �2�x v3�x
�1�y �2�y v3�y
�1�z �2�z v3�z

3
5 : (9)

A forma �nal do gradiente das fun�c~oes de enriquecimento no dom��nio intr��nsico do
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elemento �e dada pela express~ao

r�Lij (�; �) = PJ [Q�rxLij (x)] (10)

onderxLij (x) �e o gradiente da fun�c~ao constru��do no dom��nio local da nuvem �, J �e matriz
jacobiana do elemento ao qual pertence o ponto analisado e r�Lij (�; �) �e o gradiente da
fun�c~ao de enriquecimento no dom��nio intr��nsico do elemento.

De�nidas as fun�c~oes de enriquecimento e seus gradientes no dom��nio param�etrico, a
constru�c~ao do espa�co local de elementos �nitos d�a origem �as fun�c~oes de interpola�c~ao
'� (�; �)Lij (�; �) obtidas pelo procedimento abordado nas express~oes (1) e (2). Partindo
do exposto acima de�ne-se o problema discretizado para um enriquecimento \p" do espa�co
de elementos �nitos no dom��nio param�etrico.

4.1 Problema Discretizado com Enriquecimento \p " no Dom��nio Param�etrico

O modelo cinem�atico utilizado na discretiza�c~ao do exemplo a seguir �e o de terceira ordem
com normal extenss��vel j�a que o de primeira ordem �e uma particulariza�c~ao deste �ultimo.

Supondo que existem n� fun�c~oes associadas ao n�o � do elemento e que existem nn n�os
ativos por elemento (n�os associados �a nuvens), o campo de deslocamento para um ponto
de integra�c~ao (�i; �i) no interior de um elemento �e de�nido por:

ui
�= uh(i)=

8<
:

u

v

w

9=
; =

nnX
�=1

n�X
k=1

 �
k (�i; �i)

8<
:

u�k
v�k
w�
k

9=
;+

nnX
�=1

n�X
k=1

 �
k (�i; �i) �

2 t
2
�

4

8<
:

v3kx
v3ky
v3kz

9=
;w��

k

+
nnX
�=1

n�X
k=1

 �
k (�i; �i) �

t�

2

�
�1� � �2�

�� ��
k

��
k

�
+

nnX
�=1

n�X
k=1

 �
k (�i; �i) �

3 t
3
�

8

�
�1� � �2�

�� 
�k
��k

�
:

(11)
Escrevendo (11) em forma matricial se obt�em uh(i) = NiUi; onde,

Ni =

2
64
� � � � � �

� � � � � �

� � � � � �

 �
k 0 0  �

k �
2 t

2
�

4
v3�x �1�x� 

�
k
t�
2

��2�x� 
�
k
t�
2

0  �
k 0  �

k �
2 t

2
�

4
v3�y �1�y� 

�
k
tnn
2

��2�y� 
�
k
t�
2

0 0  �
k  �

k �
2 t

2
�

4
v3�z �1�z� 

�
k
tnn
2

��2�z� 
�
k
t�
2

�1�x�
3 �

k
t3
�

8
��2�x�

3 �
k
t3
�

8

�1�y�
3 �

k
t3
�

8
��2�y�

3 �
k
t3
�

8

�1�z�
3 �

k
t3
�

8
��2�z�

3 �
k
t3
�

8

� � � � � �

� � � � � �

� � � � � �

3
75 (12)

e

UT
i =

�
� � � � � � u�k v�k w�

k w��
k ��

k ��
k 
�k ��k � � � � � �
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�e o vetor U �e o vetor de parâmetros de deslocamento.
As componentes do tensor gradiente de deslocamento pode ser analisadas de forma

vetorial como:

D
T
� (u) =

�
u;� u;� u;� v;� v;� v;� w;� w;� w;�

	
: (13)

Estas componentes podem ser obtidas em termos dos valores no ponto de integra�c~ao
como D� (u) = DNU, onde D �e um operador diferencial. A express~ao do vetor D� (u) �e
escrita de forma mais adequada introduzindo a matriz G que �e de�nida tal que G =DN,
o que leva a D� (u) = GU.

O vetor de derivadas do deslocamento em rela�c~ao �as coordenadas globais D (u)
x
�e

obtido por D� (u) = JD� (u) = JGU, onde o operador jacobiano J tem a forma

J =

2
4 J

�1
0 0

0 J
�1

0

0 0 J
�1

3
5 ; e J =

2
4

@X
@�

@Y
@�

@Z
@�

@X
@�

@Y
@�

@Z
@�

@X
@�

@Y
@�

@Z
@�

3
5 : (14)

Como a integra�c~ao num�erica �e feita no sistema local de coordenadas �e necess�ario de-
terminar uma base ortonormal local associada a cada ponto de integra�c~ao. A matriz
de rota�c~ao entre a base local e global �e obtida de forma direta a partir dos vetores da
base ortonormal no ponto de integra�c~ao que permite construir o operador de rota�c~ao Ri.
Assim, o vetor Dx (u) rotado para o sistema de coordenadas locais ortonormais do ponto
de integra�c~ao i tem a forma

D
ex (u) = RiDx (u) , isto �e, D

ex (u) = RiJGU: (15)

A partir das derivadas do deslocamento, calculam-se as componentes de deforma�c~ao
na base local, e"= HRiJGU, sendo H uma matriz boleana usual de indexa�c~ao. As de-
forma�c~oes e" s~ao nas dire�c~oes locais ex; ey e ez de�nidas pelos vetores t1z; t2z e nz da Fig.3.
O tensor de deforma�c~ao e" �e usualmente expresso em fun�c~ao da matriz de deforma�c~ao eBi

e coe�cientes de deslocamentos como e"= eBiU, onde, eBi= HRiJG. Portanto a matriz
de rigidez ,de um elemento de material composto por laminados, utilizando quadratura
num�erica �e dada por:

Ke =
NlX
l=1

NiX
i=1

eBT
i C

l eBidetJW�W�W� (16)

Na express~ao (16) Nl �e o n�umero de lâminas, Ni �e o n�umero de pontos de intergra�c~ao

por lâmina, C
l
�e a matriz de elasticidade do material para a lâmina l e W�; W� e W� s~ao

os pesos da quadratura num�erica no ponto de integra�c~ao correspondente �as coordenadas
curvilineas �; � e �:
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5 RESULTADOS NUM�ERICOS

Na apresenta�c~ao de resultados ser~ao denominados de GFEM(1) e GFEM(3) os obtidos
com os modelos cinem�aticos de primeira e terceira ordem respectivamente. Na primeira
analise �e avaliado o desempenho do GFEM(1) frente ao de travamento (locking) e a con-
vergência de campos primais e duais para o problema de placas de material homogêneo
e isotr�opico. Como resultado complementar e de car�ater ilustrativo �e analisado o com-
portamento dos modelos GFEM(1) e GFEM(3) na simula�c~ao do deslocamento radial de
uma casca cil��ndrica. A mesma �e constitu��da de material composto laminado, engastada
nas extremidades e sujeita a uma carga de press~ao interna. A apresenta�c~ao de resultados
obedece a seguinte sequência:

i. Veri�ca�c~ao de travamento (locking) em placas quadradas e circulares ambas em condi�c~oes
cr��ticas de carregamento e vincula�c~ao modeladas com GFEM(1).

ii. Veri�ca�c~ao de convergência em norma L2 (
) e de valores m�aximos normalizados
dos campos primais e duais com rela�c~ao �a solu�c~ao anal��tica de placas semi-espessas
modeladas com GFEM(1).

iii. Resultados de deslocamento radial para um cilindro de material composto laminado
engastado nas extremidades e sob press~ao interna uniforme.

5.1 Veri�ca�c~ao de Travamento (locking)

O fenômeno de travamento (locking) que se apresenta com um aumento da rigidez quando
a espessura do elemento estrutural tende a zero ocorre devido a incapacidade do espa�co
de aproxima�c~ao cumplir a restri�c~ao de deforma�c~ao cisalhante nula para o caso de 
ex~ao.
Neste trabalho s~ao mostrados a in
uência da forma e das condi�c~oes de contorno do ele-
mento estrutural na an�alise deste fenômeno atrav�es dos seguintes exemplos:

i. placas quadradas simplesmente apoiadas e engastadas no contorno em ambos os casos
sob um carregamento uniformemente distribu��do.

ii. placa circular engastada no contorno sujeita a uma carga uniformemente distribu��da.
Neste exemplo �e analisada al�em da in
uência da forma o efeito da distor�c~ao da
malha.

Com o objetivo de evitar problemas de sub integra�c~ao todos os casos analisados utilizam
36 pontos de Gauss.

5.1.1 Placa Quadrada Simplesmente Apoiada

O resultado desta analise corresponde a uma placa com dimens~oes carregamento e pro-
priedades materiais mostradas na Fig.4. Dada as condi�c~oes de simetria de carregamento
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L = 16 mm

E = 2.1 10 MPa

= 0.3

t = variavel

q = variavel

�

�

x

z
t

q

(B)

(A)

L

x

y

x

z
t

q

(B)

(A)

L

x

y

Figure 4: Placa quadrada simplesmente apoiada dimens~oes, vincula�c~ao e carregamento; A) malha regular
de quatro elementos, B) malha distorcida de quatro elementos

e geometria, ser�a analisado o quadrante inferior da placa, discretizado com quatro ele-
mentos quadrilaterais Fig.4(A). Para este exemplo os espa�cos de aproxima�c~ao utilizados
s~ao de ordem p = 3 e p = 4.

Os resultados analisados correspondem aos valores m�aximos do deslocamento transver-
sal normalizado com rela�c~ao �a solu�c~ao anal��tica de Kirchho� para a condi�c~ao de v��nculo
de simples apoio Fig.5(a) e de engaste Fig.5(b). Nesta analise constatou-se o surgimento
de locking nas duas situa�c~oes de vincula�c~ao para raz~oes largura/espessura superiores a
102 para p = 3 e 104 para p = 4 como �e mostrado na Fig.5(a) e Fig. 5(b).

5.1.2 Placa Circular Engastada no Contorno

Este exemplo tem por objetivo veri�car o efeito da geometria e da distor�c~ao da malha
no comportamento do modelo GFEM(1) frente ao fenômeno de travamento. Para tal �e
utilizada uma placa circular com carcter��sticas indicadas na Fig.6. Devido �a simetria de
geometria e carregamento �a analise ser�a feita para o quarto superior como indicado na
Fig.6(a) discretizado com 12 elemetos quadrilaterais. Os resultados obtidos correspondem
ao deslocamento transversal m�aximo normalizado pela sou�c~ao anal��tica de placa semi-
espessa para espa�cos constru��dos com p = 3 e p = 4. Veri�ca-se atrav�es da analise
dos resultados do gra�co das Fig.7, a ocorrência de travamento para valores da raz~ao
diametro/espessura maiores do que 102 para p = 3 e 104 para p = 4.

5.2 Resultados de Convergência

A analise de convergência ser�a levada a cabo atrav�es da norma L2 (
) do erro relativo
em deslocamentos, esfor�cos e valores m�aximos normalizados destes campos. Em ambas
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Figure 5: Deslocamento central normalizado; a) placa simplesmente apoiada; b) placa engastada

Figure 6: a) Placa circular engastada no contorno; b) Malha de 12 elementos.
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Figure 7: Deslocamento transversal m�aximo normalizado

as situa�c~oes os resulstados ser~ao relacionados com �a solu�c~ao anal��tica de placas semi-
espessas (Woernie & Marguerre13). Um dos testes a serem levados a cabo e a sensibilidade
dos resultados �a distor�c~ao da malha, utilizando para este �m as malhas da Fig.4(A) e
4(B). Nesta analise sera utilizada uma espessura de 0.1mm e uma carga uniformemente
distribu��da no dom��nio de 0.1MPa. A integra�c~ao �e feita com 64 pontos de Gauss. Os
resultados a seguir correspondem a convergência em norma L

2 (
) do erro relativo e
valores m�aximos normalizados para um re�no p homogêneo, como indicado na Fig.8(a)
e (b).

Os resultados em norma L2 (
) do erro relativo em deslocamento transversal mostram
o bom desempenho do espa�co de aproxima�c~ao em ambas as situa�c~oes onde mesmo com o
efeito de distor�c~ao da malha se atinge resultados da ordem de 10�3 com ordem polinomial
p = 6. Para a situa�c~ao de valores m�aximos normalizados o comportamento �e semelhante,
onde pode ser observada elevada precis~ao de resultados para as duas situa�c~oes. Tamb�em
pode ser notado que para p = 4 mesmo para a situa�c~ao cr��tica de discretiza�c~ao da malha
da Fig.4(B) se atinge resultados normalizados de 0.9971 e 0.9999874 para a mlha da
Fig.4(A).

A seguir s~ao mostrados na Fig.9, os resultados em norma L2 (
) de momentos Mxx

para as malhas da Fig.4(A) e 4(B). Na analise de resultados da Fig.9(a) constata-se a
in
uência da distor�c~ao da malha (Fig.4(B)) evidenciada por um aumento acentuado do
erro relativo em norma L2 (
) do momento Mxx quado comparados com aqueles obtidos
com a malha regular da Fig.4(A).
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Figure 8: a) Norma L2 (
) do erro relativo do deslocamento transversal para as malhas da Fig. 4(A) e
4(B); b) deslocamento transversal normalizado m�aximo para as malhas da Fig. 4(A) e 4(B).
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Figure 9: Norma L2 (
) do erro relativo para o momento Mxx das malhas da Fig.4(A) e 4(B).

Esc.Lami.
GFEM(1)

p=2

GFEM(3)

p=2

K. P. Rao

1978

Anal��tica

1959

0
o

3:694� 10
�4

3:719� 10
�4

3:666� 10
�4

3:670� 10
�4

Table 1: Resultados para deslocamento radial central do cilindro engastado
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Figure 10: Cilindro engastado sob press~ao interna ; a) corte longitudinal; b)corte transversal.

5.3 Casca Cil��ndrica Composta.

O exemplo mostrado a seguir tem car�ater meramente ilustrativo j�a que carece de um
calibre adequado para a compara�c~ao. O mesmo constitui-se de um cilindro de mate-
rial composto engastado nas extremidades com proriedades geom�etricas, materiais e de
carregamento dadas na Fig.10. Esta analise ser�a levada a cabo utilizando dois modelos
constru��dos com GFEM(1) e GFEM(3) com ordem polinomial p=2. Devido a simetria
de carregamento, geometria e condi�c~oes de contorno foi analizado o octante superior do
cilindro. A parcela analisada ser�a discretizada com 4 elementos quadrilaterais com regra
de quadratura de 36 pontos de Gauss.

Os resultados obtidos foram comparados com os de K. P. Rao(1978) e a solu�c~ao
anal��tica obtida por Timoshenko & Woinowski-Krieger (1959) para uma lâmina a zero
graus. Os valores do deslocamento radial central do cilindro obtidos pelo GFEM(1) e
GFEM(3) e pelos autores acima citados s~ao mostrados na Tab.1. Os resultados da tabela
foram complementados pela distribui�c~ao de deslocamentos radiais obtidos para ambos os
modelos e dois esquemas de lamina�c~ao como indicado no gr�a�co da Fig.11. Os valores
plotados nos gr�a�cos da Fig.11 foram determinados com a discretiza�c~ao do octantante
superior da casca com 36 elementos quadrilaterais. Em ambas as situa�c~oes foi utilizada
integra�c~ao completa de 36 pontos de integra�c~ao de Gauss. A analise da Tab.1, mostra
resultados do deslocamento radial no centro do cilindro pr�oximos aos obtidos por K. P.
Rao (1978) e Timoshenko Woinowski-Krieger (1959).

Os resultados correspondentes ao GFEM (1) e GFEM (3) embora pr�oximos dos obtidos
pela solu�c~ao anal��tica (1959) n~ao convergem para este valor. Isto se deve a diferen�ca
atribu��da pela deforma�c~ao cisalhante levada em considera�c~ao por GFEM (1) e de forma
mais realista por GFEM (3) onde para uma rela�c~ao R/t=20 �e relevante.

Os gr�a�cos da Fig.11 (a) e (b) evidenciam a ausência da perturba�c~ao de borda car-
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Figure 11: Deslocamento radial ao longo do meridiano; a) resultados GFEM(1); b) resultados GFEM(3).

acter��stica do modelo de Love para casca �na. Isto mostra o comportamento diferencial
dos modelos para a raz~ao radio/espessura supracitada. Al�em disto �e notado para ambas
as situa�c~oes um aumento esperado da rigidez da estrutura para o esquema de lamina�c~ao
[0o=90o], onde o deslocamento radial se reduz para a metade do valor com uma lâmina a
0o.

6 CONCLUS~AO

Os testes da veri�ca�c~ao de locking evidenciam um desempenho satisfat�orio do modelo
GFEM(1) para as espessuras de interesse pr�atico, embora apresentem um espa�co menos
e�caz para contornar este problema que aquele obtido pelo hp-clouds Garcia et alli15.
Os resultados de convergência em placas isotr�opicas, em norma, e para valores locais
normalizados, mostram um bom desempenho do espa�co de aproxima�c~ao, al�em de pouca
in
uência da distor�c~ao da malha. Os resultados para a casca cil��ndrica de material com-
posto laminado, embora tendo um car�ater ilustr�ativo como foi observado, mostram um
comportamento satisfat�orio dos modelos GFEM (1) e GFEM (3) na analise da prob-
lem�atica proposta. N~ao obstante pela brevidade do artigo n~ao tenha sido poss��vel explorar
maiores detalhes dos modelos apresentados, de forma geral observou-se que os resultados
apresentados est~ao dentro das expectativas.
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