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Abstract.

An application of the Generalized Finite Element Method (GFEM) to laminated com-
posite plates and shells problems is presented in this work. Two kinematical models are
considered: the Mindlin-type model, known as first order model, and a third order model
with deformable thickness. The approximation space is hierarquically constructed follow-
ing the main ideas of the GFEM using globals defined enrichment functions. In the case of
shells,the definition of an adequate support for the enrichment functions made it necessary
to introduce a special procedure in order to take into account curved surfaces in the 3D
physical space. Some examples illustrate the numerical performance of the model. Con-
vergence curves as well as locking analysis are compared with analytical solutions when
available.
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1 INTRODUCAO

As estruturas de material composto laminado estdo ocupando um espago crescente na
construcdo de componentes mecéanicos estruturais devido a suas singulares caracteristicas
de resisténcia, rigidez e peso.

Sua simulag¢ao requer um tratamento diferenciado em relacdo aos modelos de materiais
isotrépicos, assim como critérios de falha especificos dependentes de valores precisos de
tensoes e deformagoes.

Por outro lado, a automatizacdo do processo de analise cada vez mais requer esforcos
na reducdo da responsabilidade do analista na escolha de aspectos técnicos relacionados
ao método numérico. Neste ponto sao citados a escolha de refino adequado de malha e
ou a ordem das fungoes e interpolagao dos elementos mediante técnicas adaptativas.

Baseado nestas observacoes, este trabalho coloca em foco a andlise de problemas
estaticos de componentes materiais compostos laminados. A abordagem deste problema
¢ feita a partir do tratamento de dois aspectos fundamentais que sao o modelo cinematico
e a construcao do espaco de interpolacgao.

Em relagao ao primeiro aspecto, sao abordadas as teorias de ordem superior capazes de
contornar os problemas caracteristicos de laminados, garantir uma distribui¢do quadratica
das tensoes cisalhantes transversais, satisfazer as condi¢oes de Poisson e levar em consid-
eracao as tensoes transversais normais as fibras do laminado.

O segundo aspecto da problemética serd abordado utilizando o Generalized Finite El-
ements Method (GFEM) de Duarte, Babuska & Oden® . Esta técnica é oriunda dos
métodos sem malha que constroem o espaco de aproximacao por enriquecimento da
particdo da unidade apresenta caracteristicas peculiares relevantes em problemas de sim-
ulacdo numérica. Dentre estas sdo citadas a possibilidade de um refino “p“ direcionado,
a inclusao de fungoes que fazem parte dos modos de solugao do problema de valores no
contorno e utilizacdo total ou parcial do cardter sem malha do método (fungdes de aprox-
imacdo associadas ou ndo & uma malha). As caracteristicas supracitadas conferem a esta
metodologia a possibilidade de construir espagos de aproximagao flexiveis com capacidade
de contornar problemas de refino adaptativo de forma versatil bem como livrar-se total
ou parcialmente da perda de precissao acarretada pela distorcao da malha.

Embora existam vantagens incontestdaveis no emprego de materiais compostos, o pro-
cesso de simulagao de seu comportamento estrutural apresenta detalhes complexos. Os
efeitos de deformagoes transversais normais e de cisalhamento sdo mais acentuados numa
estrutura laminada que noutra similar constituida de material homogeéneo. Isto se deve
ao fato do modulo de elasticidade na direcao das fibras apresentar um valor muito elevado
em relacao as outras direcoes. Além disto torna-se indispensavel a utilizacao de uma mod-
elagem adequada da distribuicao de tensoes transversais, ja que as tensoes cisalhantes sao
responsaveis pela transmissao de esfor¢os entre as laminas. Dentre as teorias que tentam
modelar os problemas estruturais de material composto laminado encontram-se as abor-
dagens micro-mecanicas (os modelos possuem informagoes dos materiais constituintes do
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laminado) e as teorias macro-mecéanicas onde sdo utilizadas propriedades médias de cada
lamina.

Nas teorias macro-mecanicas a primeira modelagem foi feita utilizando a Teoria Classica
da Laminagao (TCL) que assume as hipotesses cineméticas de Kirchhoff para placas e
Love para cascas. Estas teorias nao leva em conta o efeito da deformacao cisalhante nem
as deformagGes normais as fibras e portanto, sao incapazes de predizer ruptura por cisal-
hamento na resina e delaminacdo. Sua utilizagao limita-se a modelos com razao largura
média espessura L/h > 100. As teorias de primeira ordem, também conhecidas como
teorias de Reissner-Mindlin para placas e cascas, modelam o campo de deslocamento
com fungoes lineares da variavel ”(” da espessura. Estas teorias levam em consideragao
a deformacao cisalhante mas apresentam inconsisténcia fisica provenientes do préprio
modelo cinemético. Neste caso, além de nfdo serem consideradas as tensdes transversais
normais as fibras, por hipdteses do modelo, ndo sdo satisfeitas as condigoes de contorno
de Poisson. E necessario, nesta situagao, a introducao de coeficientes de correcao, para
considerar o efeito da energia de deformacido de uma distribuicdo parabdlica das tensoes
(Reissner®). Para relagdes largura média espessura L/h < 10 comecam a surgir diferengas
significativas nos resultados de deslocamentos e tensoes com relacgao a solugao analitica da
elasticidade tridimensional de Pagano € Hatfield'>. Uma proposta para modelar de forma
mais realista o comportamento de materiais compostos laminados consiste na extensao
do modelo de primeira ordem por fungdes polinomiais da variavel ”(” da espessura.
Consegue-se com isto uma distribui¢ao parabdlica das tensoes cisalhantes, considerar o
efeito das deformagdes normais as fibras e satisfazer as condi¢oes de contorno nas su-
perficies livres do laminado. Numa abordagem cronolégica das teorias utilizadas com
as caracteristicas enunciadas distinguem-se os modelos classicos que utilizam solugoes
analiticas e os modelos numéricos como elementos finitos (FEM). Dentre os primeiros
encontram-se os trabalhos de Pipes & Pagano'®, Lo, Christensen & Wu'?, Reddy',
Pagano & Hatfield" , Pandya & Kant?, Kant & Manjunatha®*, Xiao-Ping?' entre out-
ros. A simula¢ao numérica de campos primais empregando estas teorias é apresentada nos
trabalhos de Sivakumaran, Chaudury & Vajarasathira'®, Kant & Kommineni®®, Tessler
€ Saether® dentre outros. Os modelos supracitadas caracterizam-se por ter a funcio
cinematica do campo de deslocamento e o espaco de interpolagdo fixos para um deter-
minado problema. Estes modelos embora apresentem resultados satisfatérios em prob-
lemas estaticos e dindmicos, com solucdes regulares ndo sdo adequados para contornar
solugbes com singularidades. Os modelos hierdrquicos construidos por um refino do mod-
elo cinemadtico e do espago de funcoes de aproximagao constituem um paso a frente na
abordagem de problemas de camada limite, de singularidades geométricas e de carrega-
mento. Dentro deste foco encontra-se o trabalho de Babuska, Szabo € Actis” e Actis,
Szabo € Schwab'®. A proposta destes autores constitue-se de um refino hierdrquico para
o modelo cinemdtico e para o espacgo de elementos finitos que satisfaz os requisitos de
aproximabilidade, consisténcia assintética e taxas de convergéncia étimas. O trabalho
apresentado neste artigo segue a linha dos modelos hierarquicos. Aqui a hierarquia no
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modelo cinemético serd levada a cabo pelas teorias de primeira ordem de Mindlin e de
terceira ordem com normal extenssivel Kant??. O enriquecimento do espaco de aprox-
imacao sera levado a cabo por refino “A%, “p“ e “hp“ construidos segundo a técnica
do GFEM. Os aspectos tedricos resultados e conclusées do trabalho sao abordados nas
secoes a seguir.

2 CONSTRUCAO DO ESPACO DE APROXIMAGAO

A construgdo do espaco de aproximacao segue a filosofia do Generalized Finite Element
Methods (GFEM) proposto por Duarte, Babuska & Oden® . Esta técnica apresentada
independentemente por Melenk & Babuska® com o nome de Partition of Unity Finite El-
ement Method (PUFEM) e por Duarte & Oden* sob o nome de hp-Clouds, engloba os
métodos que constroem o espago de aproximagao por produto da particao da unidade com
fungoes que apresentam boas propriedades de aproximagao. Dentre estas sao frequente-
mente utilizadas as construidas por pruduto tensorial de polinémios de Legendre , produto
completo de polindomios definidos no dominio real ou modos conhecidos da solugao.

Neste trabalho é utilizado especificamente o método hp-Clouds, com a particao da
unidade construida com fungoes lagrangeanas bilineares definidas sobre o dominio do el-
emento. Consegue-se com isto funcoes com propriedade delta de Kronecker de sumo
interesse no tratamento de condig¢oes de contorno nos problemas de Dirchlet. Em contra-
partida o espago de aproximagao resultante é de baixa regularidade e com as dificuldades
inerentes da utilizacao da malha.

A construcdo do espaco de aproximagao com estas caracteristicas é mostrado a seguir.

2.1 Espago de Aproximagao F¥.

A idéia fundamental do hp-Clouds consiste na construgao do espago de aproximagao
F% por enriquecimento da parti¢io da unidade com o conjuto £, obtido pelo produto
tensorial de polinomios de Legendre ou mediante conjuntos completos de polinomios II,,,
que podem ser de Legendre ou func¢oes polinomiais definidas no dominio real R2. Os
espagos obtidos desta forma tem a propriedade de P C span {F&} onde P é o conjunto
dos polinémios de grau g < p.

No caso de construir F} por produto tensorial, se tem:

Fr={palij(x)}:1<a<N,0<i,j<p,i,j>0,p>0} (1)

Se for construido o espago span {FX} através de enriquecimento por conjuntos com-
pletos de plinémios IT, a familia F% é dada por:

Fr={{paLlij(x)} : 1 <a<N,0<4j<p, 0<i+j<p} (2)
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0Q

Figure 1: Dominio circular Q, das fun¢oes de enriquecimento da nuvem centrada em x,

As funcées de enriquecimento L;; (x) sao construidas num dominio circular Fig.1 definido
por wy = {z € R? | ||x — Xq|lgz < ha}. Quando o enriquecimento é feito usando base poli-
nomial de Legendre é necessério mapear o subdominio w, para o subdominio padrao ,,
ja que as fungoes EZ-J- ficam definidas em [—1,1]>. Sendo assim, @, = {£ € R : |||z < 1}
e Fy @ W, — w, é uma fungdo mapeamento definida por F, (§) = hal + Xa, & € Q.
Desta forma, as fungoes ficam finalmente definidas por ¢, L;; (x) := %ZU oF 1 (x), onde,
F ' w, — @, é dado por F 1 (x) = %
de Legendre definidos em [—1,1]°.

De forma genérica a base de fungoes Fh tem a seguinte defini¢ao

e Ez-j (&) é o produto tensorial de polindmios

Y1 P2 e PN
p1Lg— polis— v ONLs—

Fe=y o I e 3)
O1Ls—m p2Llo—pr oo OnLs—m

onde, se for usado produto tensorial com polinémios de Legendre, o nimero de produtos
para cada fungio parti¢io da unidade é dado por M = ((p + 1)?> — 1). Se, ao contrério,
forem utilizados conjuntos completos II, o valor de M é dado por, M = (2+%) — (2), onde
n =1,2,3. Neste caso n = 2 j& que se trata de uma abordagem em R2.

A familia F}, descrita acima apresenta sua fundamentagdo matemadtica descrita por
trés teoremas apresentados em Duarte € Oden?*.
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Figure 2: Base pseudo-normal [8L, 82, v?], associada aos nés kinr € Keup.
ke Yk Vi p

3 MODELOS DE ORDEM SUPERIOR ADAPTADOS AO ELEMENTO DE
AHMAD

O trabalho apresentado neste artigo, utiliza as teorias de primeira ordem Mindlin e terceira
ordem com normal extenssivel Kant??, para modelar o campo de deslocamento associado
a uma metodologia de enriquecimento ”p” para o espaco de elementos finitos.

O item fundamental deste trabalho consiste na técnica de abordagem da problemética
de construcao do espago de aproximacao em superficies com curvatura ndo nula utilizando
o método hp-Clouds (Duarte & Oden?).

A seguir serd feita uma breve introducdo da discretizagdo do dominio utilizando o
elemento finito sélido degenerado (elemento de Ahmad et alli®) para cascas e finalmente
é apresentada a técnica dos planos tangentes para adaptar a metodologia do hp-Clouds
ao tratamento de superficies curvas.

O elemento sdlido degenerado, introduzido na literatura por S. Ahmad, B. M. Irons
& 0.C. Zienkiewicz®, consiste em um elemento de casca obtido a partir de um elemento
solido 3D, como ilustrado na Fig.2. Serd apresentado a seguir a adaptagdo dessa for-
mulagao para adequa-la a formulagao do hp-Clouds com enriquecimento hierarquico e as
teorias de ordem superior de primeira e terceira ordem com normal extenssivel.

3.1 Definicao Geométrica do Elemento

Para obter a fun¢ao de mapeamento da geometria do elemento parte-se definindo um
sistema de coordenadas locais associadas aos nés extremos de cada elemento como indi-
cado na Fig.2. Este sistema de coordenadas é chamado de pseudo-normal com relagdo a
superficie de referéncia do elemento, ja que o vetor relativo a espessura é obtido em fungao
dos vetores de posi¢ao X?CUP e X}C“f, referentes aos nés kgup € kins do elemento. Portanto o
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vetor pseudo-normal associado ao né k é obtido por:

Vi = X3P - XiF Vop = (4)
V|

Define-se o né k na posicao intermediaria por X, = (Xzup + X}C“f) /2. O vetor V3 pode ser

tambem escrito em funcdo da espessura t; associada ao né k e o seu vetor normalizado

v3r V3 = vatr. Uma das formas de obter os demais vetores componentes da base é

através do produto vetorial com os versores i, j, k do sistema global de coordenadas.
Supondo que j seja um vetor unitdrio ndo paralelo a vy, definem-se os vetores 6} e 67

como:

9% :j X V3, 92 = V3 X 0; (5)

As coordendas globais de um ponto X (£, 7, () sdo dadas pela expressio

X (fv 7, C) n Xk n te
Z (57 1, C) k=1 Zlc ref k=1

onde "n” corresponde ao numero de nds do elemento de casca, situados sobre a superficie
de referéncia, X,.f (Xy, Yk, Zi) sdo as coordenadas nodais sobre a superficie de referéncia
e N (¢,m) as funcdes de interpolagio do elemento associada a cada né.

3.2 Modelo de primeira ordem ou modelo de Mindlin

O modelo de primeira ordem proposto aqui utiliza polinomios lineares na variavel z da

base local ao longo de cada pseudo normal do elemento para aproximar os deslocamentos
membranais:

w(En Q=D Ne€mq v ¢TI NEMCT | Oy 0, {ﬂ } "
k=1 Wy ref k=1 /162 70%2 k

Na expressao (7) uy, vg e wy sdo as componentes do deslocamento do né k da superficie
de referéncia nas diregoes globais X,Y e Z. Os vetores 6; e 02 forman a base ortonormal
associada & pseudo-normal de dire¢do v, que sdo definidos pelas expressdes (5). As
constantes ay, e 3 sao os angulos de rotagao da pseudo-normal em torno das diregdes 62
e 0} respectivamente conforme Fig.2.

3.3 Modelo de Terceira Ordem com Normal Extenssivel

A teoria de terceira ordem usada neste trabalho é aquela apresentada por Kant??. Os
deslocamentos membranais sdo aproximados por fungdes polinomiais ctibicas incompletas

1490



O. A. Garcia, E. A. Fancello and P. de Tarso R. Mendonga

da variavel local z associada a cada pseudo-normal e os deslocamentos transversais por
uma polinomial quadratica. De forma geral pode ser formulado como:

n Uy te 2 U3k
uq (57 7, C) = Z Nk (fa 77) Uk + Nk (f; 77) <5<> UBky U)Z
k=1 W U3kz
91 702
t kx kx
A { o, o, } { o}
kz  Vkz
0l —0?
t 3 kzx kx
kz  ~ Ykz

Embora nao leve em consideragao as condigoes de contorno de Poisson nas superficies
livres da estrutura esta teoria consegue uma distribui¢ao parabdlica para as tensoes cisal-
hantes e leva em consideracao a deformacao na direcao normal.

Uma das dificuldades no tratamento de superficies com curvaturas nao nulas (cas-
cas) é a de construir o enriquecimento ”p” do espago de aproximacio no dominio real
(caracteristica bdsica dos métodos sem malha ). Uma forma de vencer este desafio foi
apresentada por Petr Krysl € Ted Belytschko'” na aplicacao do Element Free Galerkin
Method na anélise de cascas finas. Naquela ocasido os autores propuseram a construcao de
uma parametriza¢ao para a superficie em questao utilizando fung¢oes obtidas por Moving
Least Square. A técnica utilizada no presente trabalho é apresentada na segio seguinte.

4 ESPACO DE APROXIMAGAO EM SUPERFICIES COM CURVATURA
NAO NULA

Um dos aspectos importantes dos métodos chamados “sem malha” e a separagao entre o
dominio de integracao e o espago de aproximacao.

Nos elementos isoparamétricos, pela propria defini¢ao, sao utilizadas as mesmas fun¢oes
de interpolagdo tanto para mapear a geometria quanto para aproximar os campos de
interesse. Nos elementos finitos hierdrquicos, por outro lado, geometria e fungoes de
interpolacao sao desvinculadas, porém todo o espaco de enriquecimento é construido a
partir das fun¢oes elementares, definidas sobre o sistema de coordenadas naturias deste.
Diferentemente desta abordagem, o hp-Clouds constroi as fungoes de enriquecimento no
dominio fisico das casca, de forma idéntica ao que é realizado nos métodos sem malha.

Nesta metodologia a particio da unidade serd automaticamente definida pelas funcoes
de interpolacdo lagrangeanas usuais, com a resalva que serdo utilizadas fun¢des indepen-
dentemente da ordem de aproximacdo geométrica. As fungoes particdo de unidade uti-
lizadas neste trabalho sdo bilineares associadas aos nos de vértice do elemento. Denomina-
se “nuvem“ ao suporte da funcdo particio da unidade e serd formada pelos elementos
adjacentes a um né de vértice. A representacdo geométrica é dada pelo mapeamento de
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Figure 3: Sistemas de coordenadas, (a) ortogonais, globais (X,Y,Z), (b) pseudo-normal associados &
nuvem com dire¢des dadas pelos vetores (92,, 62, vg) , (c) associadas ao ponto de integracdo com diregdes
(t12,t5.,m,) e (d) covariantes no ponto X, com direcdes (aj, a,,ay) .

cada elemento através da localizacdo dos nés deste. Assim cada elemento possui uma
regra de mapeamento propria, diferente dos elementos adjacentes.

Por outro lado, as fungdes de enriquecimento da particio da unidade deverdo ser
definidas no dominio fisico da casca (diferentemente do FEM padrdo onde estas fun¢oes
sdo construidas no dominio paramétrico). Para realizar este procedimento, utilizou-se um
mapeamento unico para o suporte da nuvem ao longo dos diversos elementos associados.
Isto ¢é levado a cabo pela construgao das fungoes de enriquecimento da partigao da unidade
num plano aproximadamente tangente ao centro da nuvem.

A estratégia proposta para o enriquecimento “p” das fungoes de interpolacao fundamenta-
se na defini¢ao de uma base para cada suporte de nuvem. Para cada né X, centro de
nuvem ¢ estabelecido um plano 7, pseudo-tangente a superficie através da base ortonor-
mal associada 0%, 62, v3. Neste plano define-se um raio h, de forma tal que a proje¢ao
de todos os pontos do suporte sobre o plano 7, estejam dentro do circulo de raio h,
e centro X, Fig.3. As funcoes de enriquecimento L;; (X) € L, ou II, sao construidas
sobre o plano m, utilizando um sistema local de coordenadas X (Z,7) normalizado em
funcao do raio do circulo h,. Assim o suporte local das fungoes de enriquecimento é
definido por w, = {X(z,y) € R? : ||X|| < ha}, tal que para um ponto de coordenadas
globais X (X, Y, Z) se tem X (7,7) = PQ’ (X — X,), onde P ¢é a matriz de projecio e Q,,
¢ a matriz de rotagdo ambas definidas respectivamente por

100 oL, 0%, v,
P={010|,e Q=186 6, v |. (9)
000 0L, 0%, o3,

A forma final do gradiente das fungoes de enriquecimento no dominio intrinsico do
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elemento é dada pela expressdao

VeLij (& n) = PI[QaVzLy; (X)) (10)
onde VzL;; (X) é o gradiente da fun¢ao construido no dominio local da nuvem «, J é matriz
jacobiana do elemento ao qual pertence o ponto analisado e V¢L;; (£,7) é o gradiente da
funcao de enriquecimento no dominio intrinsico do elemento.

Definidas as fungoes de enriquecimento e seus gradientes no dominio paramétrico, a
constru¢ao do espago local de elementos finitos da origem as fungoes de interpolagao
wa (€,m) Ly; (€,n) obtidas pelo procedimento abordado nas expressoes (1) e (2). Partindo
do exposto acima define-se o problema discretizado para um enriquecimento “p” do espago
de elementos finitos no dominio paramétrico.

4.1 Problema Discretizado com Enriquecimento “p ” no Dominio Paramétrico

O modelo cinematico utilizado na discretizagao do exemplo a seguir é o de terceira ordem
com normal extenssivel ja que o de primeira ordem é uma particularizacao deste tltimo.

Supondo que existem n,, fungdes associadas ao n6 « do elemento e que existem n, nds
ativos por elemento (nés associados & nuvens), o campo de deslocamento para um ponto
de integracao (&;,n;) no interior de um elemento é definido por:

u N N ugy nn N U3k
[a™] N\ — — Q . . « Oé Qx
u; = Up(i)= v = E E % (é.za 771) U + § § '¢k 627 771 U3ky Wy,
w a=1 k=1 wy a=1 k=1 V32

NIV H TS SISO AR NS

a=1 k=1 a=1 k=1

Escrevendo (11) em forma matricial se obtém u,(;) = N;U;, onde,

ce e 00 wzc”ﬁvgaz O CURYs  —02.CU0Y%
Ni = | w](: 0 wk C USay C¢a tnp _02 C/l/)??a
oo 0 0 1/);: 1/) C USaz C¢a trén —0§ZC¢?%
U 00U
9(1’4!(3#)](:% 702@(3#}?% e e (12)
32@1/),‘:%“ 70§ZC31/)]?%

U.T:{... cud e wd wt e BEop A - }
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é o vetor U é o vetor de parametros de deslocamento.

As componentes do tensor gradiente de deslocamento pode ser analisadas de forma
vetorial como:

DET () ={ we uy ue ve vy ve we wy we ). (13)
Estas componentes podem ser obtidas em termos dos valores no ponto de integragao
como D¢ (u) = DNU, onde D é um operador diferencial. A expressao do vetor D¢ (u) é
escrita de forma mais adequada introduzindo a matriz G que é definida tal que G =DN,
o que leva a D¢ (u) = GU.
O vetor de derivadas do deslocamento em relacdo as coordenadas globais D (u), ¢
obtido por D¢ (u) = JD¢ (u) = JGU, onde o operador jacobiano J tem a forma

J' 0 o & G %

J=] 0 J' o |, e J=|5 % % | (14)
o o J ox or oz
¢ 9¢ aC

Como a integracdo numérica é feita no sistema local de coordenadas é necessario de-
terminar uma base ortonormal local associada a cada ponto de integracdo. A matriz
de rotagdo entre a base local e global é obtida de forma direta a partir dos vetores da
base ortonormal no ponto de integracdo que permite construir o operador de rotacdo R;.
Assim, o vetor Dy (u) rotado para o sistema de coordenadas locais ortonormais do ponto
de integracdo i tem a forma

D (u) = R;Dx (u), isto é, Dx (u) = R,JGU. (15)

A partir das derivadas do deslocamento, calculam-se as componentes de deformacio
na base local, e= HR;JGU, sendo H uma matriz boleana usual de indexagao. As de-
formagoes £ sdo nas diregdes locais 7,y e z definidas pelos vetores ti., t». e n, da Fig.3.
O tensor de deformacdo & é usualmente expresso em funcido da matriz de deformagdo B;
e coeficientes de deslocamentos como £= B;U, onde, B;= HR;JG. Portanto a matriz
de rigidez ,de um elemento de material composto por laminados, utilizando quadratura
numérica é dada por:

NI Ni
Ke =Y BIT Bidet IWeIW, W, (16)

=1 i=1
Na expressao (16) NI é o nimero de laminas, Ni é o niimero de pontos de intergragio

A . =1 . .. . A —
por lamina, C' é a matriz de elasticidade do material para a lamina [ e W, W, e W, sdo
os pesos da quadratura numérica no ponto de integracao correspondente as coordenadas
curvilineas &, n e (.
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5 RESULTADOS NUMERICOS

Na apresentagdo de resultados serdo denominados de GFEM(1) e GFEM(3) os obtidos
com os modelos cinematicos de primeira e terceira ordem respectivamente. Na primeira
analise é avaliado o desempenho do GFEM(1) frente ao de travamento (locking) e a con-
vergéncia de campos primais e duais para o problema de placas de material homogéneo
e isotrépico. Como resultado complementar e de cardter ilustrativo é analisado o com-
portamento dos modelos GFEM(1) e GFEM(3) na simulagao do deslocamento radial de
uma casca cilindrica. A mesma é constituida de material composto laminado, engastada
nas extremidades e sujeita a uma carga de pressdo interna. A apresentagdo de resultados
obedece a seguinte sequéncia:

i. Verificagdo de travamento (locking) em placas quadradas e circulares ambas em condigdes
criticas de carregamento e vinculagdo modeladas com GFEM(1).

ii. Verificagdo de convergéncia em norma L? () e de valores maximos normalizados
dos campos primais e duais com relacdo a solugdo analitica de placas semi-espessas
modeladas com GFEM(1).

iii. Resultados de deslocamento radial para um cilindro de material composto laminado
engastado nas extremidades e sob pressao interna uniforme.

5.1 Verificacao de Travamento (locking)

O fendomeno de travamento (locking) que se apresenta com um aumento da rigidez quando
a espessura do elemento estrutural tende a zero ocorre devido a incapacidade do espago
de aproximagcao cumplir a restricao de deformacao cisalhante nula para o caso de flexao.
Neste trabalho sdo mostrados a influéncia da forma e das condi¢oes de contorno do ele-
mento estrutural na andlise deste fenomeno através dos seguintes exemplos:

i. placas quadradas simplesmente apoiadas e engastadas no contorno em ambos os casos
sob um carregamento uniformemente distribuido.

ii. placa circular engastada no contorno sujeita a uma carga uniformemente distribuida.
Neste exemplo é analisada além da influéncia da forma o efeito da distorgao da
malha.

Com o objetivo de evitar problemas de sub integragao todos os casos analisados utilizam
36 pontos de Gauss.

5.1.1 Placa Quadrada Simplesmente Apoiada

O resultado desta analise corresponde a uma placa com dimensdes carregamento e pro-
priedades materiais mostradas na Fig.4. Dada as condicdes de simetria de carregamento

1495



MECOM 2002 — First South-American Congress on Computational Mechanics

y
L=16 mm
E=2.1 x10° MPa
v=03
L t = variavel
q = variavel ( A)
X
z q
L] e
4 oF
(®)

Figure 4: Placa quadrada simplesmente apoiada dimensoes, vinculacdo e carregamento; A) malha regular
de quatro elementos, B) malha distorcida de quatro elementos

e geometria, serd analisado o quadrante inferior da placa, discretizado com quatro ele-
mentos quadrilaterais Fig.4(A). Para este exemplo os espagos de aproximagao utilizados
sao de ordem p=3ep=4.

Os resultados analisados correspondem aos valores maximos do deslocamento transver-
sal normalizado com rela¢ao a solucao analitica de Kirchhoff para a condigao de vinculo
de simples apoio Fig.5(a) e de engaste Fig.5(b). Nesta analise constatou-se o surgimento
de locking nas duas situagoes de vincula¢do para razoes largura/espessura superiores a
10? para p = 3 e 10* para p = 4 como ¢é mostrado na Fig.5(a) e Fig. 5(b).

5.1.2 Placa Circular Engastada no Contorno

Este exemplo tem por objetivo verificar o efeito da geometria e da distor¢ao da malha
no comportamento do modelo GFEM(1) frente ao fenomeno de travamento. Para tal é
utilizada uma placa circular com carcteristicas indicadas na Fig.6. Devido a simetria de
geometria e carregamento a analise serd feita para o quarto superior como indicado na
Fig.6(a) discretizado com 12 elemetos quadrilaterais. Os resultados obtidos correspondem
ao deslocamento transversal méximo normalizado pela soucao analitica de placa semi-
espessa para espacos construidos com p = 3 e p = 4. Verifica-se através da analise
dos resultados do grafico das Fig.7, a ocorréncia de travamento para valores da razao
diametro/espessura maiores do que 10? para p = 3 e 10* para p = 4.

5.2 Resultados de Convergéncia

A analise de convergéncia seré levada a cabo através da norma L? () do erro relativo
em deslocamentos, esforcos e valores maximos normalizados destes campos. Em ambas
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Figure 5: Deslocamento central normalizado; a) placa simplesmente apoiada; b) placa engastada
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Figure 6: a) Placa circular engastada no contorno; b) Malha de 12 elementos.
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Figure 7: Deslocamento transversal maximo normalizado

as situagoes os resulstados serdo relacionados com a solucdo analitica de placas semi-
espessas (Woernie & Marguerre'®). Um dos testes a serem levados a cabo e a sensibilidade
dos resultados a distor¢io da malha, utilizando para este fim as malhas da Fig.4(A) e
4(B). Nesta analise sera utilizada uma espessura de 0.lmm e uma carga uniformemente
distribuida no dominio de 0.1MPa. A integracao é feita com 64 pontos de Gauss. Os
resultados a seguir correspondem a convergéncia em norma L? () do erro relativo e
valores maximos normalizados para um refino p homogéneo, como indicado na Fig.8(a)
e (b).

Os resultados em norma L? () do erro relativo em deslocamento transversal mostram
0 bom desempenho do espago de aproximagao em ambas as situagoes onde mesmo com o
efeito de distor¢ao da malha se atinge resultados da ordem de 1072 com ordem polinomial
p = 6. Para a situacao de valores maximos normalizados o comportamento é semelhante,
onde pode ser observada elevada precisao de resultados para as duas situagoes. Também
pode ser notado que para p = 4 mesmo para a situagao critica de discretizagao da malha
da Fig.4(B) se atinge resultados normalizados de 0.9971 e 0.9999874 para a mlha da
Fig.4(A).

A seguir sao mostrados na Fig.9, os resultados em norma L?(Q2) de momentos M,
para as malhas da Fig.4(A) e 4(B). Na analise de resultados da Fig.9(a) constata-se a
influéncia da distorcio da malha (Fig.4(B)) evidenciada por um aumento acentuado do
erro relativo em norma L? (Q2) do momento M,, quado comparados com aqueles obtidos
com a malha regular da Fig.4(A).
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Figure 8: a) Norma L? (£2) do erro relativo do deslocamento transversal para as malhas da Fig. 4(A) e
4(B); b) deslocamento transversal normalizado maximo para as malhas da Fig. 4(A) e 4(B).
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Figure 9: Norma L? () do erro relativo para o momento M,, das malhas da Fig.4(A) e 4(B).

Ese.Lami GFEM(1) GFEM(3) K. P. Rao Analitica
se-Laml. p=2 p=2 1978 1959
07 [3.694x10 T [3.719x 10 " | 3.666 x 10 * | 3.670 x 10

Table 1: Resultados para deslocamento radial central do cilindro engastado
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Figure 10: Cilindro engastado sob pressdo interna ; a) corte longitudinal; b)corte transversal.
5.3 Casca Cilindrica Composta.

O exemplo mostrado a seguir tem carater meramente ilustrativo ja que carece de um
calibre adequado para a compara¢ao. O mesmo constitui-se de um cilindro de mate-
rial composto engastado nas extremidades com proriedades geométricas, materiais e de
carregamento dadas na Fig.10. Esta analise sera levada a cabo utilizando dois modelos
construidos com GFEM(1) e GFEM(3) com ordem polinomial p=2. Devido a simetria
de carregamento, geometria e condigoes de contorno foi analizado o octante superior do
cilindro. A parcela analisada serd discretizada com 4 elementos quadrilaterais com regra
de quadratura de 36 pontos de Gauss.

Os resultados obtidos foram comparados com os de K. P. Rao(1978) e a solugdo
analitica obtida por Timoshenko & Woinowski-Krieger (1959) para uma lamina a zero
graus. Os valores do deslocamento radial central do cilindro obtidos pelo GFEM(1) e
GFEM(3) e pelos autores acima citados sao mostrados na Tab.1. Os resultados da tabela
foram complementados pela distribuicao de deslocamentos radiais obtidos para ambos os
modelos e dois esquemas de laminagdo como indicado no grafico da Fig.11. Os valores
plotados nos graficos da Fig.11 foram determinados com a discretizagdo do octantante
superior da casca com 36 elementos quadrilaterais. Em ambas as situagoes foi utilizada
integracdo completa de 36 pontos de integracdo de Gauss. A analise da Tab.l, mostra
resultados do deslocamento radial no centro do cilindro préximos aos obtidos por K. P.
Rao (1978) e Timoshenko Woinowski-Krieger (1959).

Os resultados correspondentes ao GFEM (1) e GFEM (3) embora préximos dos obtidos
pela solucdo analitica (1959) ndo convergem para este valor. Isto se deve a diferenca
atribuida pela deformacéo cisalhante levada em consideracdo por GFEM (1) e de forma
mais realista por GFEM (3) onde para uma relagdo R/t=20 é relevante.

Os graficos da Fig.11 (a) e (b) evidenciam a auséncia da perturbagao de borda car-
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Figure 11: Deslocamento radial ao longo do meridiano; a) resultados GFEM(1); b) resultados GFEM(3).

acteristica do modelo de Love para casca fina. Isto mostra o comportamento diferencial
dos modelos para a razdao radio/espessura supracitada. Além disto é notado para ambas
as situagdes um aumento esperado da rigidez da estrutura para o esquema de laminagao
[0°/90°], onde o deslocamento radial se reduz para a metade do valor com uma lamina a
0°.

6 CONCLUSAO

Os testes da verificagdo de locking evidenciam um desempenho satisfatorio do modelo
GFEM(1) para as espessuras de interesse pratico, embora apresentem um espago menos
eficaz para contornar este problema que aquele obtido pelo hp-clouds Garcia et alli'®.
Os resultados de convergéncia em placas isotropicas, em norma, e para valores locais
normalizados, mostram um bom desempenho do espaco de aproximacao, além de pouca
influéncia da distor¢ao da malha. Os resultados para a casca cilindrica de material com-
posto laminado, embora tendo um cardter ilustrativo como foi observado, mostram um
comportamento satisfatério dos modelos GFEM (1) ¢ GFEM (3) na analise da prob-
lemética proposta. Nao obstante pela brevidade do artigo nao tenha sido possivel explorar
maiores detalhes dos modelos apresentados, de forma geral observou-se que os resultados
apresentados estao dentro das expectativas.
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