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Resumo. Este trabalho apresenta a otimização da resposta dinâmica de estruturas sujeitas a excita-
ções harmônicas no domínio da frequência através do método de otimização estrutural evolucionário
bidirecional (BESO), para a minimização da resposta estrutural, determinando simultaneamente tanto
a topologia ideal da estrutura quanto da microestrutura do material. O acoplamento entre as escalas é
feito a partir do cálculo do tensor constitutivo equivalente aplicando o método da homogenização. Para
diferentes condições de contorno e frequências de excitação o método se mostrou capaz de minimizar a
função objetivo e convergir para uma topologia otimizada.
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Abstract. This work presents the optimization of the dynamical response of structures subjected to
harmonic excitations in the frequency domain through the Bidirectional Evolutionary STructural Op-
timization(BESO) method. Both the topology of the structure and the material microstructure are si-
multaneously determined. The two scales are coupled by the calculation of the equivalente constitutive
tensor via the homogenization method. This approach showed to be successful in minimizing the ob-
jective function and converging for an optimal topology for different boundary conditions and excitation
frequencies.
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1 INTRODUÇÃO

Otimização Topológica é um procedimento com muitas perspectivas de aplicação em enge-
nharia, em especial em áreas que demandam componentes de alto desempenho como a indús-
tria automotiva, aeronáutica e aeroespacial. Dentre diversos objetivos possíveis, a otimização
do desempenho dinâmico da estrutura é especialmente significativa, dado os efeitos possivel-
mente desastrosos associados a estruturas sujeitas a excitações próximas de suas frequências
ressonantes. Exemplos de aplicação de otimização topológica para otimização com relação às
frequências naturais em produtos da área automotiva podem ser encontrados em Boonpan e
Bureerat (2012) e Li et al. (2015). Zhu et al. (2016) realizam uma revisão de aplicações da oti-
mização topológica na indústria aeronáutica, além de elencar aplicações potenciais na área. O
campo de pesquisa em otimização topológica tem sido extremamente ativo desde as contribui-
ções pioneiras de Bendsøe e Kikuchi (1988), e Bendsøe (1989), tanto no projeto de estruturas
quanto de materiais artificiais através da manipulação da topologia microestrutural. Ainda as-
sim, estudos que considerem a otimização simultânea tanto da estrutura quanto do material de
que é composta não são tão abundantes (Zuo et al., 2013). Com base nessas considerações,
almeja-se aplicar otimização topológica multiescala a minimização da resposta de um certo sis-
tema no domínio da frequência. Através dessa abordagem, é possível a obter simultaneamente
tanto a topologia ideal da estrutura quanto a microestrutura do material, e consequentemente, as
propriedades mecânicas mais adequadas a uma certa escolha de material compósito ou celular.

2 OTIMIZAÇÃO DA RESPOSTA NA FREQUÊNCIA

O sistema multiescala considerado consiste numa macroescala onde a estrutura e as condi-
ções de contorno são definidas, e numa microescala onde a microestrutura dos materiais utili-
zados é descrita, conforme a Fig. 1.

Figura 1: Sistema multiescala.

O objetivo da otimização é minimizar a amplitude da resposta em frequência para um deter-
minado grau de liberdade. Dois domínios são definidos e discretizados em malhas de elementos
finitos. No domínio macroestrutural, um único material é distribuído em uma certa região de
forma a definir a estrutura. Na microestrutura, novamente há regiões vazias e ocupadas por
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material definindo a topologia de um certo elemento de volume representativo (EVR). Apli-
cando o método da homogenização, as propriedades materiais e a geometria da microestrutura
definem o tensor constitutivo do material usado na macroestrutura. O problema de otimização
topológica pode ser definido como segue:

minimize
XMA,XMI

Uk

sujeito a V MA
f −

NMA

∑

i=1

ViX
MA
i ,

V MI
f −

NMI

∑

i=1

ViX
MI
i ,

(K− ω2
M)U = F.

(1)

As variáveis de projeto X
MA,XMI são binárias, tal que para suas i-ésimas componentes,

XMA
i = 1 ou XMA

i = 0, o mesmo valendo para o vetor XMI . Caso seja igual a 1, há material
presente no espaço correspondente ao i-ésimo elemento finito da malha, caso seja igual a zero,
essa região é vazia. NMA é o número de elementos presente na malha que descreve a macro-
estrutura, NMI apresenta a mesma informação para a microestrutura. Vi é o volume ocupado
por esse elemento, e V MA

f , V MI
f determinam as frações volumétricas dos domínios macro e

microestrutural ocupados por material. A equação de estado (K − ω2
M)U = F descreve um

sistema sujeito a excitações harmônicas, sendo K e M as matrizes globais de rigidez e massa,
respectivamente. ω é a frequência de excitação a qual o sistema está submetido, U é o vetor
das amplitudades de deslocamento, Uk é o grau de liberdade a ser minimizado, e F é o vetor
amplitude da força de excitação harmônica sendo aplicada.

3 MODELO MATERIAL E ANÁLISE DAS SENSIBILIDADES

3.1 Modelo material

De forma a guiar o processo evolucionário, é necessário da informação dos gradientes com
relação às variáveis de projeto. As variáveis de projeto, por sua vez, são integradas através do
modelo de interpolação material utilizado pelo método SIMP (Bendsoe, 2003) como segue.

Para a densidade ρ na macroescala, vale que:

ρ(XMA
i ) = XMA

i ρMA, (2)

ρMA =
NMI

∑

i=1

Viρ
MI(XMI

i ). (3)

Aqui, ρMA é a densidade equivalente do material na macroescala, e ρMA(XMA
i ) é seu valor

no espaço ocupado pelo i-ésimo elemento. ρMI é a densidade do material na microestrutura,
ρMI(XMI

i ), dependente de haver material(XMI
i = 1) ou não(XMI

i = 0) no espaço associado.
Na microescala:

ρMI(XMI
i ) = XMI

i ρ0 (4)

sendo ρ0 simplesmente a massa específica do material sendo utilizado. Similarmente, na micro-
escala o tensor constitutivo DMI fica:

D
MI(XMI

i ) = (XMI
i )pD0 (5)
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sendo D0 o tensor constitutivo do material isotrópico presente na microestrutura, e p o chamado
coeficiente de penalização. Para a macroestrutura vale da mesma forma que:

D
MA(XMA

i ) = (XMA
i )pDH (6)

A ligação entre as propriedades materiais nas duas escalas é realizada através do cálculo do
tensor consitutivo homogenizado D

H conforme as equações:

D
H =

1

|Y |

NMI

∑

i=1

∫

Yi

D
MI(I− bu)dY, (7)

NMI

∑

i=1

∫

Yi

b
T
D

MI

i
bdY u =

NMI

∑

i=1

∫

Yi

b
T
D

MI

i
dY. (8)

Aqui, |Y | é o volume do domínio Yi correspondente ao EVR, I é a matriz identidade e b é
a matriz de deformações. u é o vetor de deslocamento na microestrutura obtido ao resolver a
equação (8). As propriedades constitutivas aparecem na equação de estado através das matrizes
globais de massa e rigidez conforme:

K =
NMA

∑

i

Ki =
NMA

∑

i

∫

Ωi

B
T
D

MA
i BdΩ, (9)

M =
NMA

∑

i

Mi =
NMA

∑

i

∫

Ωi

N
TρMA

i NdΩ (10)

Ωi é o domínio correspondente ao espaço ocupado pelo i-ésimo elemento, N é a matriz das
funções de forma e N a matriz das deformações na macroescala.

3.2 Análise das sensibilidades

A sensibilidade da função objetivo com respeito às variáveis de projeto X
MA e X

MI pode
ser obtida a partir da diferenciação da equação de estado contendo o vetor U das amplitudes:

(K− ω2
M)U = F (11)

Para uma variável de projeto geral X, a sensibilidade é achada como:

∂Uk

∂X
= −(UL)T

∂(K− ω2
M)

∂X
U (12)

O vetor amplitude U
L é a solução da equação:

(K− ω2
M)UL = L (13)

Onde L é um vetor com todas as componentes nulas, a excessão daquelas correspondentes ao
k−ésimo grau de liberdade pertinente a Uk. Para essas componentes o valor é unitário.
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Especializando X para as variáveis de projeto correspondentes a macro e microescala X
MA

e X
MI , respectivamente, obtém-se as expressões:

αMA
i = −

∂Uk

∂XMA
i

= (UL
i )

T (p(XMA
i )p−1

Ki − ω2
Mi)Ui,

(14)

αMI
i =

p(XMA
i )p−1

|Y |

NMI

∑

i=1

(XMA
i )p(UL

i )
T

{
∫

Ωi

B
T

[
∫

Y

(I− bu)TD0(I− bu)dY

]

BdΩ

}

Ui

(15)

A expressão (14) apresenta a sensibilidade com relação à variável de projeto macroestrutural,
enquanto a expressão (15) se refere à sensibilidade para a variável de projeto que descreve a
topologia microestrutural.

4 IMPLEMENTAÇÃO NUMÉRICA

A resposta do sistema é calculada e o processo de homogenização é feito utilizando o método
dos elementos finitos. Os domínios são bi-dimensionais, e a malha é constituída de elementos
retangulares com 4 nós de 2 graus de liberdade cada, sendo assumido regime de tensões planas.
Nessas condições, é sabido que o algoritmo de otimização topológica conforme descrito possui
diferentes instabilidades numéricas associadas(Sigmund e Petersson, 1998), e alternativas para
atenuá-las, como o esquema de filtragem, de suavização dos valores da sensibilidade no tempo
são descritos a seguir, assim como o próprio algoritmo de atualização das variáveis de projeto:

4.1 Filtragem das sensibilidades

Tanto na macro quanto na microescala, as sensbilidades são suavizadas de forma a definir
um tamanho característico mínimo e controlar o chamado padrão tabuleiro de xadrez, onde
surgem elementos finitos conectados somente pelos seus nós. Conforme comentado por Xia
et al. (2018), a filtragem passando pelos valores nodais pode ser dispensada, e o cálculo das
sensibilidades elementares filtradas é feito conforme:

α̂i =

∑Ni

j=1
wijαj

∑Ni

j=1
wij

(16)

α̂i corresponde à sensibilidade filtrada da i−ésima componente do vetor de projeto(αi não fil-
trada), Ni é o número de elementos a uma distância menor que rmin do elemento cuja sensibi-
lidade está sendo filtrada. Os pesos wij , por sua vez, são função da distância r entre o i−ésimo
e j−ésimo elemento. Mais especificamente:

wij = max(0, rmin − r) (17)

4.2 Média temporal e convergência

A medida que a otimização é realizada, a estrutura evolui de um palpite inicial para uma
solução final. Ao longo desse processo, elementos estruturais surgem e desaparecem, o que
pode levar a repentinas variações no valor da função objetivo, e consequente divergência do
processo evolutivo. De forma a mitigar essa possibilidade, toma-se a média entre a sensibilidade
da i−ésima iteração presente e da iteração passada:

˜̂αi =
1

2
(α̂i − α̂i−1) (18)
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A atualização das variáveis é repetida até que a variação do valor da função objetivo seja
menor que um certo valor prescrito τ . Para esse trabalho leva-se em conta o valor da média
aritmética das dez últimas iterações. Para a q−ésima iteração:

∑10

i=1
(U q−i+1

k − U q−N−i+1

k )
∑10

i=1
U q−i+1

k

(19)

Quando esse valor é menor que τ e as restrições de volume são satisfeitas, o algoritmo para
e o resultado é tomado como a solução final.

4.3 Atualização das variáveis de projeto

Para um problema com duas escalas, as sensibilidades são tratadas separadamente. A me-
todologia BESO consiste em partir de uma estrutura inicial, geralmente o domínio totalmente
ocupado por material, e removê-lo ou adicioná-lo de forma a minimizar ou maximizar a fun-
ção objetivo a cada iteração. A quantidade de material mudada a cada iteração é definida pelo
parâmetro ER, de forma que a fração volumétrica na i−ésima iteração fica:

V i = V i−1(1± ER) (20)

Após a restrição volumétrica ser satisfeita, o processo evolucionário continua sem mudar o
volume até a variação da função objetivo ser menor que a tolerância τ pré-estabelecida.

Além disso, o parâmetro ARmax é utilizado para controlar a quantidade de material que pode
ser adicionado a regiões vazias em cada iteração. Remoção ou adição de grandes quantidades
de material numa única iteração podem causar o rompimento abrupto de muitos membros es-
truturais, potencialmente levando à degeneração da estrutura(ou da microestrutura). A figura 2
mostra um fluxograma do prodecimento de otimização.

5 RESULTADOS NUMÉRICOS

O processo de otimização para a minimização da resposta no domínio da frequência consiste
em determinar a distribuição de materiais obedecendo a restrições volumétricas de forma a
minimizar a magnitude da k−ésima componente da resposta de uma estrutura sujeita a excitação
por uma certa força harmônica. Trabalha-se com forças harmônicas aplicadas numa faixa de
frequências. Considera-se a média aritmética de um certo número de frequências pontuais
dentro dessa faixa durante o cálculo das sensibilidades e da função objetivo. A modelagem
de elementos finitos é realizada utilizando elementos bilineares de 4 nós com lado unitário.
Finalmente, o material utilizado possui módulo de Young E = 210Gpa, coeficiente de Poisson
ν = 0.3 e massa específica ρ = 7800kg/m3.

5.1 Projeto material

Denomina-se projeto material a otimização topológica da microestrutura de um certo ma-
terial. Para a análise multiescala, projeta-se a microestrutura do material que constitui uma
estrutura sujeita a determinadas condições de contorno.

Nesse trabalho considera-se uma viga biengastada sujeita a uma força distribuída parabólica
harmônica de 11kN/m na região central, e zero em seus extremos. A faixa de atuação dessa
força é no intervalo de 0Hz a 100Hz, discretizado em 10 pontos equidistantes dentro dessa
faixa. A região superficial onde a carga atua, de 0.1m de espessura, é definida como fixa du-
rante a otimização (ver figura 3). Deseja-se minimizar o seu deslocamento vertical através da
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Figura 2: Sistema multiescala.

redistribuição de material guiada pelo processo de otimização topológica BESO. O domínio
macroestrutural é discretizado por uma malha de 60x20 elementos. Considera-se que 60% do
volume da macroestrutura fixa é ocupado por um único material com estrutura associada, e os
40% restantes são espaço vazio. Essa configuração é usada de forma a possibilitar a compara-
ção dos resultados desse trabalho com aqueles obtidos por Vicente et al. (2016). O elemento
de volume representativo da microestrutura é modelado através de uma malha de 100x100 ele-
mentos. A microestrutura é celular, sendo composto somente por material e por espaços vazios.
Os parâmetros BESO utilizados são: taxa evolucionária ER = 2%, taxa de adição máxima
ARmax = 2%, fração volumétrica V MI

f = 50%, raio de filtragem rMI
min = 0.12, fator de penali-

dade p=3 e tolerância τ = 0.1%. Na Figura 3 é mostrada a comparação entre os resultados.
É possível observar que tanto a topologia microestrutural obtida quanto a matriz constitutiva

homogenizada estão de acodo com o trabalho referenciado, enquanto o valor da função objetivo
apresenta uma discrepância de 20% no valor da função objetivo. Como o material considerado
é o mesmo, a diferença necessariamente vem da resolução da equação de estado (11), o que
pode estar relacionado tanto à abordagem de discretização quanto ao comportamento contínuo
da estrutura com relação à frequência de excitação.

5.2 Projeto Multiescala concorrente

Otimização topológica concorrente multiescala consiste na otimização simultânea tanto da
macroestrutura quanto da microestrutura do material utilizado. As microestruturas consideradas
são celulares, enquanto o domínio na macroestrutura é composto por material ou espaços vazios.
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Figura 3: Projeto material. Estrutura considerada e resultados a) da literatura e b) obtidos nesse trabalho.

A validação para o algoritmo multiescala é realizada através de um modelo tipicamente usado
para benchmarking em otimização topológica(Sigmund e Maute, 2013), uma viga engastada no
formato da letra L com uma carga harmônica de 1kN aplicada à sua extremidade, conforme a
figura 4.

Figura 4: Viga em L engastada.

O objetivo nesse exemplo é minimizar o deslocamento vertical do mesmo ponto onde a força
age, sendo considerado que a excitação atua no intervalo de frequências de 20Hz a 40Hz. No-
vamente 10 frequências pontuais equidistantes dentro dessa faixa são utilizadas no cálculo das
sensibilidade e da equação de estado. Na escala macroestrutural, um único material, ocupando
inicialmente 100% do domínio de projeto, é distribuído até que a fração volumétrica macroes-
calar V MA

f atinga 45%, sendo o espaço restante vazio. A fração volumétrica microestrutural é
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mantida em 40% durante todo o processo de otimização. As malhas para a aplicação do método
de elementos finitos foram de 30 mil elementos na macroestrutura, e de 60x60 na microestru-
tura. Os parâmetros BESO de otimização utilizados são: taxas evolucionárias ERMA = 1%,
ERMI = 1%, taxas de adição máxima ARMA

max = 2%, ARMI
max = 2%, fração volumétrica na ma-

croestrutura V MA
f = 45%, fração volumétrica na microestrutura V MI

f = 40%, raios de filtragem
rMA
min = 0.12m, rMI

min = 0.04, fator de penalidade p=3 e tolerância τ = 0.01%.

Figura 5: Estruturas, microestruturas e matrizes homogenizadas obtidas para o caso da viga em L (a)por Vicente
et al. (2016) e (b) nesse trabalho. A macroestrutura em(a) é discretizada utilizando 235200 elementos, já a micro-
estrutura, 160 mil elementos.

A comparação dos resultados é apresentada na Figura 5. O valor da função final é 7% menor
que para o caso da literatura, além de apresentar 4 elementos estruturais ligando o canto vivo
à parte “externa” da viga, em vez dos 5 presentes na referência. É razoável cogitar que essas
discrepâncias possam ser explicadas pela discretização mais refinada do trabalho de Vicente
et al. (2016), com uma malha de mais de 235 mil elementos para a macroestrutura. Essa mesma
diferença de discretização ocorre para a microestrutura, embora haja maior concordância entre
as topologias e matrizes constitutivas obtidas.

6 CONCLUSÕES

O objetivo do presente trabalho era a implementação computacional de um programa que
realize otimização topológica multiescala através do método evolucionário bidirecional(BESO)
aplicada a problemas elastodinâmicos, especificamente, a minimização da resposta estrutural
no domínio da frequência. Em geral, a modelagem para ambos problemas se mostrou ade-
quada, embora discrepâncias tenham aparecido, possivelmente devido a discretização grosseira
ou erros numéricos devido a forma que a equação de estado foi calculada.
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